THE  LIBRARY  OF 

YORK 

UNIVERSITY 


(EUVRES 

DE 

G.  HUMBERT 


PUBLlfiES  PAR  LES  SOINS 

DB 

Pierre  HUMBERT 

Professeur  k  la  Faculty  des  Sciences  de  I'Universit^  de  Montpellier 

ET  DB 

Gaston  JULIA 

Membre  de  I'lnstitut 
Professeur  k  la  Faculty  des  Sciences  de  l'Universit6  de  Paris. 


TOME  II 


PARIS 

GAUTHIER-VILLARS,  fiDITEUR 

LIBRAIRE  DU  BUREAU  DBS  LONGITUDES,  DB  l'BCOLE  PO  L  V  TBC  H  N  IQ  0  E 
55,  Quai  des  Grands-Augustins,  &S 


1936 


(EUVRES 


GEORGES  HUMBERT 


PARIS.  —   IMPRIMERIE  GAUTHIER-VILLARS 
90777     Quai  des  Grands-Augustins,  55. 


CEUVRES 


DE 

G.  HUMBERT 

PUBLlfiES  PAR   LES  SOINS 

DE 

Pierre  HUMBERT 

Professeur 'd  la  Faculte  cles  Sciences  de  i'Universite  de  Montpellier 

ET  DB 

Gaston  JULIA 

Membre  de  I'lnstitut 
Professeur  i  la  Faculte  des  Sciences  de  I'Universite  de  Paris. 


TOME  II 


PARIS 

GAUTHIER-VILLARS,  EDITEUR 

LIBRAIRE  DU  BUREAU   DES  LONGITUDES,  DE  l'eCOLE  PO  L  V  T  EC  H  N  I  Q  U  E 

53,  Quai  des  Grands-Augustins,  55 


1936 


Tous  droits  de  traduction,  de  reproduction  et  d'adaplation  reserves  pour  tous  pays. 


(EUVRES 

DE 

GEORGES  HUMBERT 


THKORIE  GENERALE 

DBS 

SURFACES  HYPERELLIPTIQIIES  (  > 


[Journal  de  Math.,  i^'  seiie.  I.  IX.  i^^gS.) 


PREMIERE  PARTIE. 

INTRODUCTION   ET  GENERALITES. 


Introduction. 

Le  present  Memoire  est  consacre  a  I'etude  ties  surfaces  reinar- 
quables,  introduites  dans  la  Science  par  M.  Picard,  et  pour  lesquelles 
les  coordonnees  non  homogenes  d'un  point  quelconque  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  uniforme,  quadruplement  periodique,  de  deux 
parametres. 

Pour  abreger  le  discours,  nous  designerons  ces  surfaces  sous  le  nom 
de  surfaces  hyperelliptiques,  qui  rappelle  leur  propriete  fondamentale. 

Les  travaux  de  M.  Poincare  sur  les  zeros  cominuns  a  plusieurs  fonc- 
tions  abeliennes  theta  sont,  avec  ceux  de  M.  Picard  sur  les  surfaces  qui 
nous  occupent,  la  base  de  nos  recherches. 

Notre  Memoire,  apres  un  Chapilre  consacre  a  des  generalites,  est 


(*)  Memoire  couronne  par  rAcaclemie  des  Sciences  (Pri.v  iiordin,  i^>9i  ). 
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divise  en  deux  sections  principales  :  la  premiere  est  relative  a  la  sur- 
face de  Knmmer;  la  seconde  aux  surfaces  hyperelliptiques  en  general. 

La  surface  de  Kutnmer  a  deja  ete  I'objet  de  travaux  nomhreux  et 
importants,  en  Allemagne  surtout.  Nous  n'avons  pas  pretendn  en  faire 
une  etude  complete,  en  reunissant  et  en  reliant  les  resultats  obtenus 
par  nos  devanciers;  nous  nous  sommes  borne  a  lui  appliquer  les 
methodes  dont  nous  faisons  usage  dans  la  suite  pour  les  surfaces 
hy[)erellipti[[ues  generales  :  c'est  ainsi  que  nous  avons  laisse  systema- 
tiquement  de  cote  les  questions  qui  se  rapportent  a  la  surface  de 
Kummer  consideree  comme  surface  des  singularites  de  complexes  du 
second  ordre,  ou  comme  surface  focale  de  congruences  rectilignes.  De 
meme,  bien  que  nos  methodes  fussent  facilement  applicables  a  ce  pro- 
blome,  nous  n'avons  pas  parle  des  quinze  transformations  lineaires  de 
la  surface  en  elle-meme. 

Ce  que  nous  avons  eu  surtout  en  vne,  c'est  I'etude  des  courbes 
tracees  sur  la  surface  de  Kummer  el  celle  des  proprietes  des  surfaces 
qui  passent  par  ces  courbes. 

Nous  commeuQons  par  etablir  la  relation  qui  existe  entre  les  fonc- 
(ions  theta  et  des  courbes  tracees  sur  la  surface  de  Kummer,  et  nous 
demontrons,  a  ce  point  de  vue,  un  fheoreme  fondamental  (n"  16),  qui 
domine  toute  la  theorie;  on  en  deduit,  en  particulier,  que  toutes  les 
courbes  tracees  sur  la  surface  sont  d'ordre  pair  etque,  le  long  de  cha- 
cune  d'elles,  on  pent  inscrire  a  la  surface  de  Kummer  une  surface  alge- 
brique  ne  coupant  pas  la  surface  proposee  en  dehors  de  la  courbc  con- 
sideree. 

Avant  de  pousser  plus  loin  cette  etude,  nous  donnons  un  nouvel 
algorithme,  qui  nous  parait  simple  et  utile,  pour  representer  les  seize 
points  et  les  seize  plans  singuliers;  nous  en  faisons  ensuite  quelques 
applications,  soil  a  des  problemes  deja  resolus,  soit  a  des  problemes 
nouveaux,  sur  certains  groupements  remarquables  des  seize  coniques 
de  la  surface. 

Viennent  ensuite  la  classification  et  la  determination  des  courbes 
d'un  degre  donne  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  de  Kummer;  nous 
parvenons,  sur  ce  sujet,  a  des  propositions  nouvelles  remarquablement 
simples  et  qui  reposent  sur  ce  theoreme  : 

I'ne  cotirhe  qiielconque  deiient  V intersection  complete  de  la  surface 
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avec  line  surface  algehriqiie  si  on  lui  adjoint,  o,  t  ,  3  on  4  coniques  de  la 
surface  de  Kummer. 

Ces  principes  poses,  nous  etudions  avec  details  les  courbes  de 
degres  /j,  6,  8  et  )es  surfaces  inscrites  le  long  de  ces  courbes,  dont  les 
degres  sont  2,  3,4- 

MM.  DarboLix  et  Rohn  ont  etabli  que  la  surface  de  Kummor  admet 
trente  series  de  quadriques  inscrites;  nous  completons  leurs  recberches 
en  etudiant  les  relations  qui  existent  entre  una  de  ces  series  ot  les 
vingt-neuf  autres;  pour  les  surfaces  inscrites  d'ordre  trois  ou  (juatre, 
nous  donnons  une  tbeorie  tres  connplete  qui  conduit  a  des  resultats 
geometriques  simples. 

Les  Chapitres  suivants  se  rapportent  a  Tetude  des  sections  de  la  sur- 
face parses  plans  tangents;  c'est  pour  nous  I'occasion  de  faire  connaitre 
et  d'appliquer  les  formules  analytiques  iniportantes,  dont  plusieurs 
appartiennent  a  M.  Klein  et  sontetablies  ici  par  une  voie  nouvelle. 

Apres  un  Chapitre  consacre  aux  relatious  qui  lient  la  surface  de 
Kummer  a  sa  reciproque,  nous  passons  a  I'examen  du  genre  des 
courbes  tracees  sur  la  surface  et  a  celui  des  proprietes  qui  sc  rattachent 
a  la  notion  de  genre;  pour  terminer  nous  etudions  des  courbes  reniar- 
quables  que  nous  appelons  univoques,  ot  (jui  possedenl  d'importantes 
proprietes  geometriques. 

La  surface  de  Knmmer  occupe,  parmi  les  surfaces  hyperelliptiqnes, 
une  place  particuliere,  non  seulemcnt  parce  qu'elle  est  la  plus  simple, 
mais  surtoutparceque,  a  un  de  scs  points,  correspondent  r/^'z/.x-  couples 
d'arguments  hyperelliptiques.  Les  surfaces  les  plus  generales  ne  pos- 
sedent  evidemment  pas  cette  propriete  :  anssi  leurs  caracteres  fonda- 
mentaux  sont-ils  difTerents  de  ceux  de  la  surface  de  Kummer. 

Cinq  Cliapitres  sont  consacres  a  I'etude  de  ces  surfaces  et  des 
courbes  qu'on  peut  tracer  sur  elles;  le  plus  important  est  ceini  ou  se 
trouve  etablie  la  liaison  entre  les  fonctions  byperelliptiques  et  les 
surfaces  adjointes  a  une  surface  donnee. 

Grace  a  cetle  liaison,  qui  est  la  generalisation  dirccte  de  notre  tlieoreme 
fondamental  pour  la  surface  de  Kummer,  nous  donnons  un  certain 
nombrede  resultats  geometriques  serapportant  an  nombre  des  surfaces 
adjointes,  aux  surfaces  adjointes  de  contact,  aux  sections  planes,  etc. 

Les  deux  derniers  Chapitres  de  cette  Section  font  connaitre  quelques 
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families  de  surfaces  et  qaelques  surfaces  hyperelliptiques  remar- 
quahles;  nous  signalerons,  en  particulier,  une  interessante  surface 
d'ordre  huit. 

La  dernirre  Partie  du  Memoire,  fort  courte,  se  rapporte  aux  sur- 
faces hyperelliptiques  telles  qu'ii  chacun  de  leurs  points  correspondent 
doux  couples  d'arguments  :  ces  surfaces  sont  representables  point  par 
point  sur  la  surface  de  Kummer. 

Nous  donnons  un  procede  simple  pour  trouver  celles  d'entre  elles 
qui  sont  du  quatrieuic  ordre,  et  a  litre  d'exemple,  nous  etudions  le 
lieu  des  sommets  des  cones  du  second  ordre  passant  par  six 
points,  surface  remarquable,  deja  examinee  par  plusieurs  auteurs  et 
dont  M.  Darboux,  le  premier,  a  signale  la  liaison  avec  la  surface  de 
Kummer. 

Gen6ralites. 

1.  Nous  appellerons  surface  hyperelliptique  toute  surface  telle  (jue 
les  coordonnees  x,  j,  z  d'un  de  ses  points  puissent  s'exprimer  par 
des  fonctions  uniformes  de  denx  parametres  ayant  quatre  paires  de 
periodes. 

M.  Appell  a  etabli  ('),  ce  qu'on  deduit  d'ailleurs  d'un  theoreme 
celebre  de  MM.  Poincare  et  Picard,  qu'on  pent  mettre  x,  y,  z  sous  la 
forme 

9„(./.  .')'  9o(",  ^'  ^o(", 

les  fonctions  9/,  etant  uniformes,  et  verifiant  les  relations 

^  ■2Ttl\  =0/,{ll,  P  +  27:/)  =  v)  1 

(i)     ■  0,,{u  +  a,    + b)  =  e-""'-^^e/,{u,  •  {h  =  o.  \ ,  2,  3). 

(  9/,{i( -h  b,  P r)=e-""'^?  e,,{if,  v)  \ 

Dans  ces  formules,  a,  b,  c,  a,  [3  sont  des  constantes  et  m  designe  un 
entier.  Les  quatre  paires  de  periodes  de  x,  y,  z  sont 

■271/,  o;    o,  27T/;        b:    b.  c 
De  plus,  la  partie  reelle  de  ac  —     doit  etre  positive,  pour  la  conver- 


(*)  Journal  de  Matliematiques  pares  et  applic/iiees  4'  serie,  t.  VIl,  p.  21  i. 
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gence  des  series  obtenues  en  developpant  G/,(«,  c)  suivant  les  puissances 
de  c"  et  ;  quant  a  I'entier  rn,  il  est  positif  ou  negatif  selon  que  la 
partie  reelle  de  o  est  negative  ou  positive. 

Dans  tout  ce  qui  suit  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idees,  que  la 
partie  reelle  de  a  est  negative,  et  par  suite  que  rn  est  positif. 

Nous  appellerons  fonctions  theta  d'ordre  m  les  fbnctions  qui  verifient 
des  relations  de  la  forme  (i);  nous  dirons  que  deux  fonctions  theta  de 
meme  ordre  ont  memes  multiplicateurs  si  a  et  [5>  sont  les  memes,  dans  les 
relations  (i),  pour  ces  deux  fonctions. 

2.  On  pent  preciser  davantage  la  forme  des  fonctions  theta  qui  figurent 
dans  I'expression  de  x,  y,  z.  Soient  en  pfFet  a  et  [j.  des  constantes, 
posons 

«  + A,  r -f- /ji  )  =  ), 

on  aura 

+  27:/,  t')    =&{(i,  u  -h  2r.i)  =  &/,{((.  ('), 
&/,{u  -h  b,  f      c)  =  e-""'-^?-'"^  ©/,( a,  i>). 

on  pourratoujours  determiner  A  et  [i.  de  maniere  a  verifier  les  conditions 

a  —  m~A  =  ^  -  ma.        S  —  /nu.  =  —  -/nc 

et  I'on  aura  fmalement 

!&k{"  -+-  27r/,         =©/,(«.  ('  +  ■mi)  =©/,(«,  v), 
nin 
&k{u  -h  a,  i'  -\-  0)  =e          -  ©/,(;/.,  c), 
—  /111'  
&k{i( -h  b,  V -h  c)  =:  e           -  ©/,(  //,  r). 

Nous  dirons  que  les  fonctions  c),  qui  satisfont  a  des  relations 
de  cette  forme,  sont  des  fonctions  tlieta,  d'ordre  m,  normales,  d  caracU- 
ristique  nulle. 

Plus  generalement,  si  une  fonction  0  («,  v)  satisfait  aux  relations 

©(«  +  27r/.  V)      z=e">'^'  0^;/,  (X), 

nut 

©(«  -h  a,  p  H-  b)  =  e^'^'  (~""'~T  (,)^ 
©(«  +  6,  p  +  (,■)  =  ©(«,  (')  , 
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oil  (0,  (<j',  ("),  (-)'  sont  des  nombres  egaux  a  o  oil  a  i ,  nous  dirons  que  cette 
fonction  est  nne  fonction  0  (ou  theta)  d'ordre  ni,  normnlr  ci  que  sn 

caraclenstiquc  csl     (j    ry  ' 

Les  fonctions  de  caracteristique  luille  sont  celles  pour  lesquelles 
w,  w',  6,  0'  sont  tous  nuls. 

II  y  a  seize  valeurs  pour  la  caracteristique;  il  y  a  done  seize  systemes 
de  fonctions  B  norniales. 

Avant  de  commencer  I'etude  des  surfaces  liyperelliptiques,  nous 
ferons  connaitre  quelques  proprietes  des  fonctions  0  normales,  sur 
lesquelles  nous  aurons  souvent  a  nous  appuyer. 

Une  fonction  0  developpee,  par  la  forniule  de  Fourier,  en  serie 
ordonnee  suivant  les  puissances  positives  et  negatives  de  e"  et  ,  est  de 
la  forme 

la  double  somination  s'etendant  aux  valeurs  entieres  de  v  et  ra,  de  — x 
a  +  X  et  les  coefficients  k,,^  etant  independants  de  u  et  v.  En  ecrivant 
que  cette  fonction  satisfait  aux  relations  (3),  on  trouve,  par  un  calcul 
facile  et  bien  connu,  qu'clle  est  fonction  lineaire  et  homogene,  a  coeffi- 
cients constants  quelconques,  des  ni-  fonctions  0,, ,///,  (-■)  ainsi  definies 

Dans  le  second  niembre,  la  double  sonimation  s'ctend  aux  valeurs 
entieres  de  p  et  a,  de  —  oc  a  +  oo;  ^  et  7  designent  deux  entiers  quel- 
conques de  la  serie  0,  1 ,  .  .  . ,  m  —  i ;  z^i^x,  y )  est  la  fonction 

au;-  +  'ibxy  +  c  y-. 

En  donnant  li p  et  (/  tous  les  systemes  de  valeurs  doni  ils  sont  suscep- 
tibles,  on  trouve  bien  rn-  fonctions  0^^  ,^  :  toute  fonction  theta  normale, 


d'ordre  m,  de  caracteristique 


pourra  s'exprimer  en  fonction 


lineaire  et  homogene  de  ces  m}  fonctions. 


4.  It  est  interessant,  pour  ce  qui  suit,  de  chercher  ce  que  deviennent 
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les  t'onctions  0,, ,/  quand  on  y  change  sitnultanement  les  signes  cle  u  et 
(Ic  r. 

Examinons  d'abord,  a  part,  le  cas  ou  la  caracteristiqne  est  nulle  : 

w  =  (.y  =  0  =  0'  =  0. 

La  fbrmule  qui  donne  &f,  ,,{u,  4  )  inontre  tout  d'abord  que,  si  I'on 
change  a  et  v  en  —  //,  —  on  obtient  le  meme  resultat  qu'en  laissant  // 
et  <•  inalteres  et  en  changeant  simultanement  les  signes  de  p,  (/,  p,  i: 
comntie  p  et  a  varient  de  — x  a  H-cjo,  on  n'altere  pas  0,, en  changeant  p 
en  —  p  el  a  en  —  <j;  par  suite,  on  a 

D'ailleurs  il  est  ciair  que  0,, ne  change  pas  si  Ton  augmente p  ou  (/ 
de  multiples  de  m;  done 

Si  in  est  impair,  les  deux  t'onctions  (di,^,,{ii,  *  )  et  <')  seront 

toujours  distinctes,  hors  le  cas  oil  pelq  sont  nuls  a  la  fois  :  il  resulte 
de  cette  remarque  et  de  la  relation  precedente  : 

1°  Que  la  fonction  &oo(ii,  » )  et  les^(m- —  i)  t'onctions 

sont  paires,  c'est-a-dire  ne  changent  pas  si  Ton  remplace  ii  et  r  par 

— //,  -  r; 

2"  Que  les  ^-{nr  —  i)  t'onctions 

0/,,,/(  II.  V)  —  0„,_/,,,„         II.   \-]  , 

sont  impaires. 

Si  m  est  pair,  les  deux  t'onctions  ©/,.,/(//,  v)  et  0,,,-/,  v)  coinci- 

(leront  pour  les  quatre  systemes  de  valeurs 

/// 

/>  =  f'-  '/  =  o;        [)  =  o,  y  =  ^  ; 

///  ///  III 

p—     ■>        y  =  o:        n—   1        11—  ^1 
'.>.  :>. 

et,  par  suite,  les  quatre  t'onctions  &,,,i(u,  v)  correspondantes  sont 
paires. 
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Les     —  4  autres  fonctions  0,, groiipees  deux  a  deux  comme  plus 
IvAUi,  donnent     ^  ^  fonctions  paires  et ^  fonctions  impaires. 
Ainsi  : 

.SV  m  est  pair,  les  fonctions  theta  d'ordre  m,  de  caracteristique  nulle, 
s^  eacprirnent  en  fonction  lineaire  et  homogene  de  fonctions  paires  et 

de     ^     fonctions  impaires. 

Si  m  est  impair,  elles  sexpriment  en  fonction  de  ^  '  fonctions  paires 
et  de  — -  fonctions  impaires. 

En  particulier  :  les  fonctions  d'ordre  deux,  de  caracteristique  nulle, 
sont  toutes paires. 


ristique  quelconque,  non  nulle, 


5.  Considerons  maintenant  le  cas  des  fonctions  normales  de  caracte- 

w    Co'  I 

e  9'  \' 

Si  dans  0^  r)  on  change  w  et  p  en  —  n,  —  onvoil  aisement  que 
cela  revient  k  laisser  //  et  inalteres  et  a  changer  p  et  q  en  —  p  —  to 
et  — q  —  to';  d'ailleurs  changer penp  -\-  m  revient  a  changer  p  en  p  +  i, 
et,  par  suite,  a  multiplier  par  c'"'^;  de  meme,  changer  q  en  q-\-m 
revient  a  multiplier  la  fonction  par  e~''^'  :  done  on  a,  en  designant  par 
£,  £'  deux  quantites  egales  ii  o  ou  a  i,  a  volonte, 

II  resulte  de  cette  relation  que  : 

I"  Si  m  est  pair  et  si  co,  w'  ne  sont  pas  nuls  a  la  fois,  les  indices  p 
et^  ne  peuvent  jamais  devenir  respectivement  egaux  a  im — p  —  (o  et 
z' m — p  —  w',  quels  que  soient  e  et  s';  en  ce  cas,  aucune  des  fonc- 
tions 0/, ,/  n'est  paire  ou  impaire,  et  la  formule  precedente  montre  qu'en 

associant  deux  a  deux  ces  fonctions,  on  obtient  ^  fonctions  paires 

et  ^  fonctions  impaires, 

2"  m  etant  toujours  pair,  et  co,  w'  etant  nuls  tous  deux,  les  (juatre 
fonctions  0,,,,,  0,„  ,0  „,,  0,„  ,„  sont  paires  ou  impaires.  l  a  premiere  est 
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toujours  paire;  la  deiixieme,  la  troisieme  et  la  quatrieme  sont  respec- 
tivement  paires  ou  impaires,  selon  que  les  nombres  0,  0',  0  +  0'  sont 
pairs  ou  impairs  :  comnie  0  et  0'  ne  sont  pas  nuls  a  la  fois,  la  caracteris- 
tique  etant  supposee  non  nulle,  deux  des  quatre  fonctions  precedentes 
seront  paires,  les  deux  autres  seront  impaires;  les  —  [\  autres  fonc- 
tions 0/,  ,/,  combinees  deux  a  deux  comme  plus  haut,  donnent     ^  ' 

fonctions  paires  et  autant  de  fonctions  impaires. 

3°  Si  m  est  impair,  on  pourra  satisfaire  aux  relations 

d'une  seule  maniere,  en  posant 

OJ  (  /?<  —  1  )  , 

l>=   —-y  £=w, 

— I) 

'  2 

II  y  aura,  pour  ces  valeurs  de  p  et  une  fonclion  Q,,  ,,  qui  sera  paire 
ou  impaire,  selon  que  wO  +  co'O'  sera  pair  ou  impair.  Les  autres  fonc- 
tions 0/,,,,  combinees  deux  a  deux,  donnent  ^^^-^—^  fonctions  paires  et 
autant  de  fonctions  impaires. 

En  resume  : 


Si  m  est  pair,  les  fonctions  0  normales,  (Vordre       de  caracteristique 
,  non  nulle,  s' expriment  en  fonction  lineaire  et  homogene 


donnee 


B  0' 


de  —  jonctions  paires  et  de  —  jonctions  impaires. 


Si  m  est  impair,  elles  s^expriment  en  fonction  lineaire  et  homogene 
de  '"^  ^ '  fonctions  paires  el  de  ^'^^ — ^  fonctions  impaires,  ou  de  ^^-^ — - 

fonctions  paires  et  de  ^  '  fonctions  impaires,  selon  que  wO  +  co'6'  est 
pair  ou  impair. 

6.  En  particulier,  si  m  est  egal  a  i,  il  resulte,  des  considerations 
precedentes,  qu'il  y  a  une  seule  fonction  0  normale,  d'ordre  i,  ayant 
une  caracteristique  donnee;  parmi  les  seize  fonctions  d'ordre  i  ainsi 
definies,  dix  sont  paires  et  six  impaires.  Les  fonctions  paires  sont 
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celles  pour  lesqiielles  wO  +  w'O'  est  pair;  pour  les  fonctions  impaires, 
(■j6  +  co'8'  est  impair. 

Nous  emploierons,  pour  representer  les  fonctions  normales  du  pre- 
mier ordre,  qui  sont  les  seize  fonctions  hyperelliptiques  bien  connues, 
le  caractere 

7.  Pour  completer  ces  resultats,  nous  allons  montrer  que  les  fonc- 
tions 0  normales  paires  ou  impaires  s'annulent  pour  certaines  valeurs 
remarquables  de  u  et  de  c. 

Considerons  un  couple  de  periodes  simultanees  de  u  et  de  i', 

y.  ~  lIlT.i  ^  Art  -r-  [xb. 
P  =  •'.  /.  T.i      A  l>  IJ-C, 

h,  /.,  A,  [J.  etant  des  entiers. 

On  a,  en  designant  par        (^)  une  fonction  normale,  d'ordre  m,  de 

0  0' 


caracteristique 


id[it  +  a,  r  +  3  : 

Faisons  dans  cette  relation  //  = —     r—  —     il  vient 

Cette  relation  montre,  si  ©(//,  v)  est  pair,  que  sera  nul 

quand  la  quantite  m(A/?.H-  [xk)  ■+  hta  -h  /-w'-t-  aO  h-  |j.O'  sera  impaire; 
et,  si  0(m,  v)  est  impair,  que      ^>  -A  sera  nul  quand  la  meme  quantite 


sera  paire. 

II  en  resulte  tout  d'abord  que,  parmi  les  fonctions  0  normales, 
d'ordre  et  de  caracteristique  donnes,  toutes  celles  qui  sont  paires,  ou 

bien  toutes  celles  qui  sont  impaires,  s'annulent  pour  une  demi-periodc 

a  (3 

donnee       ;  en  second  lieu,  la  parite  ou  I'imparite  du  nombre 

(5)  //kI/i  +  j^/. )  +  hu)  -+-  /.  w'+  '/.O  -+-  iJ.'J' 

ne  pouvant  dependre,  quand  oj,  oj',  6,  0',  //,  /•,  a,  [j.  sont  donnes,  que  de 
la  parite  ou  de  I'imparite  de  m,  on  voit  que  si  une  fonction  0,  normale, 
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paire(ou  impaire),  d'ordre  in,  s'annule  pour  une  demi-periode,  toutes 
les  fonctions  paires  (ou  impaires)  de  meme  caracteristique,  et  dont 
I'ordre  est  de  menie  parite  que  m,  s'annulerout  pour  la  meme  demi- 
periode. 

II  suffit  done  d'etudier  successiveinenl  le  cas  de  m  pair,  et  celui  de 
m  impair.  Or  on  voit  sans  difficulte,  ;i  I'aide  de  la  formule  (4),  que  : 

Si  Vordre  in,  est  pair : 

I"  Les  fonctions  norinales^  paires^  de  caracteristique  nulle,  ne  s\in- 
nident  siinultanement  pour  aucune  demi-periode : 

2"  Les  fonctions  norinales,  impaires,  de  caracteristique  nulle,  s^an- 
nulent  pour  les  seize  demi-periodes ; 

3"  Les  fonctions  normales  paires,,  de  meme  caracteristique  non  nulle, 
s'annulent  pour  huit  demi-periodes ,  et  les  fonctions  normales  impaires,,  de 
meme  caracteristique ,  s^annulent pour  les  huit  autres  demi-periodes . 

Si  Vordre  m  est  impair: 

Les  fonctions  normales,  paires,  de  caracteristique    ^    ^,    ,  s^annulent 

pour  six  ou  dix  demi-periodes,  et  les  fonctions  normales  impaires,  de 
mAme  caracteristique,  s^annulent  pour  les  dix  ou  six  autres  demi-periodes, 
selon  que  wO  h-  w'Q'  est  pair  ou  impair. 

Dans  ce  dernier  cas  {m  impair),  la  quantite 

///  (X/<  -f-  y.k )  -4-  /<  w  +  /,  w'+  'i.O  H-  [jfj' 

;i  la  meme  parite  que  la  quantite 

111  +  [jJ,  --H  /tf.)  +         10  +  [lb', 

qui  pent  s'ecrire 

( //  H-  5  )  ( A  +  OJ  )  +  (  /,■  +  6*')  (  "/.  +  ',)')  —  (Jl  — 


s'annulera  pour  la  demi-periode 


En  particulier,  pour  m  —  i,  la  t'onction  '^{u,  v),  de  caracteristi(|ue 

,     .      .  n         b           ,     .      .  b  (■ 
liTZi  +  I.  \-  u-i         A  71  /  H-  A  1-  y. -  : 

'2  1  2  2 

si  Ton  a 


(6)  (^/i  +  9)  (X  H- r,)) -f- ( A- +  0')      +  0)')  ^  I  (Miod:<) 

et  Ton  en  deduit  qu'iine  fonction  2?  s'annule  pour  six  demi-periodes. 
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On  verifie,  inversement,  qu'une  meme  demi-periode  anniile  six  fonc- 
tions  2r. 

8.  Etablissons  enfin  une  proposition  generale  applicable  a  toutes 
les  surfaces  hyperelliptiques. 

D'apres  le  n°  2,  les  coordonnees  homogenes  des  points  d'une  surface 
hyperelliptique  S,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

pj[:i—@i(lt,  (•')         (/  =  I,  'i:  3,  4). 

p  etant  un  facteur  de  proportionnalite  et  les  0,  des  fonctions  theta  nor- 
niales  de  meme  ordre,  de  caracteristique  nulle. 

Proposons-nous  de  chercher  la  forme  de  I'equation  qui  lie  a  et  f  Ic 
long  d'une  courbe  algebrique  quelconque  tracee  sur  S,  c'est-a-dire 
^equation  hyperelliptique  de  cette  courbe. 

Soit  C  une  courbe  algebrique  indecomposable  sur  S;  nous  pouvons 
evidemment  mener  par  cette  courbe  deux  surfaces  algebriques  de  meme 
degre,  S,  et  S^,,  telles  que  les  trois  surfaces  S,  S,,  Sa  n'aient  pas  d'autre 
courbe  commune  que  la  courbe  C;  S,  et  S.  peuvent  etre,  par  exemple, 
les  cones  qui  projettent  C  a  partir  de  deux  points  quelconques  de 
I'espace. 

Dans  les  premiers  membres  des  equations  de  S,  et  Sa,  remplacons  x^ , 
x-i,  x^,  Xj,  par  ('),  .  .  .,  et  designons  par  f\{ii,  v)  et 

f^{u,     les  resultats  de  ces  substitutions. 

La  fonction        j^  j  sera  une  fonction  uniforme,  quadruplement  perio- 

dique  de  u  et  r;  d'apres  un  theoreme  connu  de  M.  Poincare  ('),  elle 

pourra  se  mettre  sous  la  forme         |^|»  les  fonctions  9,  (w,  v)  et  ©^('^  <) 

etant  uniformes,  entieres,  et  ne  s'annulantsimultanementqu'aux points 

oil  la  fonction ^\  est  indeterminee. 

Les  arguments  u,  v  d'un  point  de  la  courbe  C  annulent  f\{u,  v)  et 
fi{ii,  <),  d'apres  la  definition  meme  des  deux  fonctions;  mais,  en 
general,  le  point  u,  v  n'est  pas  un  point  d'indetermination  de  la  fonc- 
tion *('4-^--4-  En  effet,  si  u-\-du,  c  +  fl?^  est  un  point  infiniment  voisin 


(')  Acta  mathematica,  l.  li. 
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du  point  {u,  (^),  sur  la  courbe  C,  on  a 


o, 


ce  qui  montre  qu'au  point  (//,  <  )  le  determinant 


d(i   r)f       dv  Oil 


s'annule,  et,  par  consequent,  qu'en  ce  point  la  fonction 


n'est 


pas  indeterminee. 

II  en  resulte  que  les  deux  fonctions  9i(«,  c)  et  9>(^^  ne  s'annulent 
pas  en  tous  les  points  de  la  courbe  C. 

Or,  d'apres  un  theoreme  de  M.  Appell  ('),  I'identite 


entraine,  lorsque  9,  ct  ©3  ne  s'annulent  simultanement  qu'aux  points 
ou  le  premier  membre  est  indetermine,  la  relation 


G(//,  v)  etant  une  Jonclion  entierc  et  uniforme  de  v. 

Les  points  ou  G{u,  t')  s'annule  sont  les  points  (de  la  surface  S) 
ou  fi{ii,  et  f-iiu,  ^)  s'annulent  simultanement,  c'est-a-dire  les  points 
de  la  courbe  C;  on  peut  done  dire  que  G(w,  \')  =  o  est  I'equation  de 
cette  courbe. 

Mais  a  chaque  point  de  S  correspondent  une  infinite  de  couples 
d'arguments  u,  c  difFerant  entre  eux  de  multiples  des  periodes;  il  faut 
done  que  la  fonction  G{u,  v),  quand  on  augmente  u  et  v  de  periodes 
simultanees,  se  reproduise,  a  un  facteur  pres.  Ce  facteur,  devant  evi- 
demment  etre  entier  ainsi  que  son  inverse,  sera  de  la  forme  c*'"  '',  oii 
g{u,  v)  est  une  fonction  entiere. 

Or,  M.  Appell  a  montre  (^)  qu'une  fonction  G(//,  t),  jouissant  de  ces 


/l  (  II,  t-')          ?|  (  i>) 


(£|  (  II.  V  )         J.,[ll,  V  ) 


(')  Journal  de  Matliematiques,  4*  serie,  t.  VII,  p.  i83. 
(  -)  Journal  de  Mathematiques,      serie,  t.  VII,  p.  196. 
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pi'oprietes,  est  egale  au  produit  d'une  exponentielle  ^'("  ou  X(t/,  v) 
est  une  fonction  entiere,  et  d'une  fonction  entiere  c),  verifiant  les 
relations 

<P(t/     -.i-ni,  v)  ('), 
<&(»,(•  + 9,Tr/)  =p""<t(u,v), 

I  ii+/>  I'H  .  i'+  a  _  , 

I II -\- i/'i' J  I'-i-  I  , 

on  a  et  [3  sont  des  constantes,  ii,  I,  p,  I',  p'  des  entiers. 
Ces  conditions  entrainent  la  i-elation 

nar                         nb-         .  . 
lb  -h  pc  H  :  =  In  +  p'b  A  :  +  >.  \t.i. 

N  etant  entier. 


Mais,  si  nous  supposons  que  les  quantites  ir.i,  a,  h, 


liees  par  aucune  relation  lineaire  et  homogene  d  coefjicients  entiers,  ii 
f'aut  que  la  relation  precedenle  soit  une  identite,  c'est-a-diro  (jn'on  ait 

II  —  p  —  /'=  (),       /  =  p' . 

La  fonction  <l>(w,  *  )  est  done  une  fonction  tliela  d'ordre  — /,  aux 
periodes  aiti,  o;  o,  'irJ;  a,  h;  h,  c  et  I'equation  de  la  courbe  consi- 
deree  pent  s'ecrire  (I>(;/,  r)  =  o. 

1!  est  clair,  reciproquement,  qu'en  egalant  \\  zero  une  fonction  theta 
quelconque,  formee  avec  les  periodes  precedentes,  on  obtient  I'equa-, 
tion  d'une  courbe  algebrique  de  la  surface  S,  car  le  quotient  de  cette 
fonction  par  une  fonction  theta  de  meme  ordre  et  de  m6>mes  multiplica- 
teurs  est  nne  fonction  quadruplement  period ique,  liee,  corame  on  sait, 

par  une  relation  algebrique  a  —  et  — ;  etant  les  coordon- 

nees  d'un  point  de  S  exprimees  en  fonction  de  u,  v.  Ainsi  : 

Sur  une  surface  dont  les  coordonnees  non  homogenes  s'expriment  par 
des  fonctions  uniformes  de  deux  parametres  u  et  <•,  d  quatre  paires  de 
periodes,  Vequation  de  toute  courbe  algebrique  s^obtiendra  en  egalant 
a  zero  une  fonction  theta,  formee  avec  les  m^.mes  paires  de  periodes,  et 
reciproquement . 

II  est  bien  entendu,  et  cette  condition  restrictive  s'etend  d  tout  le  pre- 
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sent  Memoijv,  que  les  quantiles  2r.i,  a,  h,  c  et  't^^/^       sont  liees  par 

aiicune  relation  lineaire  et  homogene  a  coefficients  entiers. 

D'apres  ce  qui  precede  (n°  2),  I'equation  d'une  courbe  algebrique 
quelconque  sur  une  surface  hyperelliptique  pourra  se  mettre  aussi 
sous  la  forme 

0  (  «  —  A,  (•  —  ^)  —o\ 

A  et  [J.  etant  des  constantes,  et  0(//,  r)  une  fonction  theta  normale,  de 
caracteristiquo  nullo. 

9.  Remarque  I.  —  Soit  0(w,  <')  une  fonction  theta  d'ordre  m,  qui  se 
decompose  en  un  produit  de  deux  fonctions  entieres  G,  <'),  r) : 
on  volt,  comme  plus  liaut,  que  la  premiere  de  ces  fonctions  est  neces- 
sairement  egale  au  produit  d'une  fonction  theta  0|(/^  r),  par  une  expo- 
nentielle  e""  ''' ,  ou  a(?/,  r)  est  une  fonction  entiere.  On  a  ainsi 

Cette  identite  montre  que  la  fonction  entiere  Go(//,  r)  satisfail, 
quand  on  augmente  et  ^' de  periodes  simultanees,  aux  i-elations  qui 
caracterisent  les  fonctions  theta;  c'est  done  une  fonction  theta,  et,  par 
suite  : 

Si  une  fonction  theta  est  divisible  par  une  fonction  theta  aux  mrmes 
periodes,  le  quotient  est  une  fonction  thHa  aux  mhnes periodes. 

10.  Hemarque  II.  —  Si  dans  une  fonction  H{u,  r),  d'ordre  m,  on 
change  //  et  v  en  —  u,  —  r,  on  obtient  une  nouvellc  fonction 

'^(n.v)—B{ — «/,  — v), 

qui  est  aussi  une  fonction  theta,  d'ordre  m. 

On  le  voit  immediatement  a  ['aide  des  relations  (i). 

Cherchons  dans  quels  cas  le  quotient  pourra  etre  une 

fonction  entiere. 

Ce  quotient  est  une  fonction  qui  admet  les  periodes  2  7:j,  o ;  o,  -ird,  et 
qui  se  reproduit  multiplie  par  une  constante  quand  on  augmente  u  et  »• 
des  periodes  a,  b  ou  b,  c:  il  en  resulte  aisement,  M.  Appell  a  d'ailleurs 


if)  OEUVRES  DE  GEORGES  HUMBERT. 

etabli  ce  fait        que  le  quotient  considere  est  de  la  forme  Ae'''"+'''', 
p'  et  q  designant  des  entiers,  et  A  une  constante. 
On  a  ainsi 

Si  Von  change  dans  cette  equation     p  en  —  //,  —  v,  on  trouve 

0(—  II,  —  (')z=\  e-P'"+''''' 0 { II .  ('). 

d'ou 

A-=i.       c'esl-a-dire  A=±:i. 
Ces  resultats  montrent  que  la  fonction 

—  '-II   r 

e    -      ■    fjt.  II.  (•) 

est paire  on  impairc,  selon  que  A  est  egal  a  +  i  on  a  —  i . 

Ainsi  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  le  quotient 

'      >  et  aussi  son  inverse,  soit  une  fonction  entiere,  est  que 

0(?/,  (^)  soit  une  fonction  paire  ou  impaire,  ou  le  devienne  quand  on  la 

multiplie  par  une  exponentielle  de  la  forme      '     ■  ^ 

11.  Remarque  III.  —  De  la  meme  maniere,  si  A,      a„,  [j.^  sont  des 

constantes,  on  voit  que  le  quotient  cp(//,  'y)  =       — — ou  0 

et  0„  designent  deux  fonctions  theta  de  meme  ordre  m,  a  caracteris- 
tique  nulle,  ne  pent  ctre  entier  (ainsi  que  son  inverse),  que  s'il  est  egal 
a  une  exponentielle  A^''"'^'".  Les  constantes  h  et  k  sont  des  entiers, 
puisque  cp(«,  v)  admet  la  periode  i-i  par  rapport  a  ?^  et  a  c;  on  a,  de 
plus,  d'apres  (2), 

cp(«  +  r/,  V  -\-  b)  —  t'""''-^-"'  cp(«,  ('),        cp(;/  -)-  6,     +  6-)  =  (?"''!^!^»'  f  («<,  v), 

d'ou 

ha  +  lib  =  mCk  —  ^0)  +  '^pni.       lib      kc  —  m{[).  —  j^n)  -t-  20-7:/. 

p  et  a  etant  entiers.  Ces  conditions  peuvent  s'ecrire 

m(\  —  )>„)  =  o,        /"(jut  —  /a|,)  =  o        (mod.  periodes). 

II  resulte  de  la  que  si  a,  [j.,  Ao?  ^»  sont  lies  par  deux  relations  de 


(')  Journal  de  Malhemaliques^  4'  serie,  t.  \  II,  p,  195. 
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cette  forme,  la  courbe  qui,  sur  une  surface  hyperelliptique  quelconque, 
a  pour  equation  —  Xo,  <• — [Xo)  =  o,  ou  ©o("'  '0  une  fonctioii 
theta  donnee  d'orcire  m,  a  caracteristique  nulie,  pourra  aussi  etre 
representee  par  une  equation  de  la  forme  0(// —  a,  p—  'x)  =  o,  oil 
@{u,     est  une  fonction  de  meme  ordre  et  de  meme  caracteristique  que 


DEUXIEME  PARTIE. 

SURFACE  DE  KUMMER. 


CHAPITHE  I. 

PREMIERES  PROPRIETES. 

12.  Si  les  coordonnees  cc,  y,  z  d'un  point  d'une  surface  sont  expri- 
mables  par  des  fonctions  uniformes  de  deux  parainetres  u  et  c,  a 
quatre  paires  de  periodes,  on  peut  poser,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit 
au  n°  "2,  en  introduisant,  a  la  place  de  x,  y,  z,  des  coordonnees  homo- 

X,  X., 

eenes  — >   "»  — , 

°         x,^    x,^  x,^ 

Kl)  pjr/=  (■)       (/  =  I.  2,  3,  4), 

p  etant  le  facteur  de  proportionnalite  et  les  0,(«, »')  des  fonctions  0  nor- 
males,  d'un  meme  ordre  m,  a  caracteristique  nulle. 

II  existe  m-  fonctions  0„  lineairement  independantes ;  la  premioro 
surface  hyperelliptique  que  Ton  rencontrera  s'obtiendra  done  en  fai- 
sant  m  —  1  :  les  quatre  fonctions  0,  sont  alors  quatre  fonctions  nor- 
inales  d''ordre  2,  lineairement  distinctes;  de  plus,  et.  c'est  la  un  point 
fondamental,  elles  sont  toutes  paires,  puisque,  d'apres  le  n"  4,  les 
quatre  fonctions  normales  du  second  ordre,  a  I'aide  desquelles  s'ex- 
priment  lineairement  toutes  les  autres,  sont  des  fonctions  paires.  II  en 
resulte  qu'a  un  point  de  la  surface  (7)  correspondent,  abstraction  faite 
des  multiples  des  periodes,  deux  couples  d'arguments(//,  r)  et( — //,  — r). 

La  surface  ainsi  definie  est  une  surface  dc  Kummer  :  le  mode  de 
representation  indique  est  en  effet  le  meme,  comme  on  s'en  assure 
aisement,  que  celui  indique  par  M.  Weber  au  tome  81  du  Journal  de 
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Crelle.  M.  Weber  exprime  les  coordonnees  homogenes  d'un  point  de  la 
surface  de  Kummer  par  des  fonctions  lineaires  des  carres  de  quatre 
fonctions  z  normales  du  premier  ordre,  de  caracteristiqiies  differentes; 
or  il  est  clair  que  ces  carres  sont  des  fonctions  0,  du  second  ordre,  nor- 
males et  a  caracteristique  nulle.  Les  deux  modes  de  I'epresentation  sont 
done  identiques  ('). 

On  peut  d'ailleurs  verifier  directement  que  la  surface  definie  par  les 
equations  (7),  ou  les  0  sont  des  fonctions  normales  du  second  ordre, 
est  une  surface  d'ordre  4;  car,  d'apres  un  theoreme  de  M.  Poincare,  qui 
est  fondamental  dans  nos  recherches  actuelles,  deux  fonctions  0, 
d'ordres  m  et  n  respectivement,  ont  2/nn  zeros  communs  (les  solutions 
qui  ne  different  que  de  periodes  etantregardeescommeidentiques)(-). 
Or  les  arguments  des  points  communs  a  la  surface  (7)  el  a  une  droite, 
a;,  =  o,  a-,  =  o,  par  exemple,  verifient  les  equations 

qui  ont  un  nombre  de  solutions  communes  egal  a  huit,  d'apres  la  for- 
mule  de  M.  Poincare;  mais  ces  huit  solutions  sont  deux  a  deux  egales 
et  de  signes  contraires,  de  la  forme  (f^  v)  et  (—  //,  — <.■),  puisque  les 
fonctions  0,  sont  paires,  et,  par  suite,  il  ne  leur  correspond  que  quatre 
points  de  la  surface.  Celle-ci  est  done  bien  du  quatrieme  ordre, 

13.  Les  seize  points  doubles  de  la  surface  correspondent  aux  valeurs 
de  u  et  <'  egales  a  des  moities  de  periodes  simultanees,  ou,  en  langage 

plus  court,  a  des  demi-periodes  :  en  efl'et,  si  i'on  developpe— 1  — »  — > 

suivant  les  puissances  croissantes  de  n  et  r,  ces  developpements  man- 
queront  de  termes  du  premier  ordre,  puisque  les  fonctions  considerees 
sont  paires.  II  en  resulte  (|ue  le  point  //  =  o,  r  =  o  est  un  point  double, 
et  un  raisonnement  tout  pareil  etablit  la  proposition  pour  les  quinze 
autres  demi-periodes. 

14.  Courbes  tracees  siir  la  surface.  —  D'apres  le  n°  8,  sur  la  surface 
de  Kummer,  comme  sur  toiite  surface  hyperelliptique,  rcquation  d'une 

(')  Weber,  Journal  de  Crelle,  l.  8'i..  —  Cmylev.  Journal  de  Crelle,  1.  83, 
p.  210. 

(■-)  Hulletin  de  la  Societe  mathemalique  de  France,  I.  \. 
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courbe  algebrique  s'obtient  en  egalant  a  zero  une  fonction  theta  quel- 
conque  v). 

Or,  soil /(^i,  x-i,  X,,)  =  o  I'equation  d'une  surface  passant  par  la 
courbe  indecomposable  de  la  surface  de  Kummer,  6(;/,  r)  =  o ;  designons 
par  /(//,  (')  ce  que  devient  /  quand  on  y  reniplace  x,,  x.,,  x^,  x^  par 
0,(m,  (■•),  .  .  .,  0,("'  ♦')• 

II  est  clair  que  / {u,  v)  est  divisible  par  0  (//,  <),  le  quotient  etant  une 
fonction  theta  (n"  9),  on  a  ainsi 

Mais  la  fonction  /(//,  r)  etant  paire,  on  a  identiquement 

(■)  O^iii,  (•)  =  '5(—  ^^  —  (■) (  -  II,  —  (•). 

Si  le  quotient  q^_^"'  '      n'est  pas  une  fonction  entiere,  cette  identite 

montre  que  6|(i'<,(^)  sera  divisible  par  6( — //,  — c)  le  quotient  etant 
entier ;  on  aura  ainsi 

/(«,  (^)=6/(;/.  ,.), 

62  etant  une  fonction  theta. 

Si  Ic  quotient  g  ^  ^  Pst  entier,  ce  resultat  n'est  plus  vrai;  mais 
alors  la  fonction  0  ( //,  v),  multipliee  par  une  exponentielle 

est  egale  a  une  fonction  8'(?/,  v)  paire  ou  impaire(n°  10). 
II  resulte  de  cette  discussion  que  : 

1°  Dans  le  premier  cas,  I'equation  de  la  courbe  coiisideree 

r)  =  o 

doit  etre  en  realite  remplacee  par  I'equation 

^(//,  r)  '5(—  //,  —  (•)  =  0; 

2"  Dans  le  second  cas  la  courbe  a  une  equation  de  la  forme 

0\u,  (')  ==0, 

0'(//,  v)  etant  une  fonction  paire  ou  impaire,  qui  satisfait  aux  memes 
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equations  fondamentales  que  les  fonctions  theta,  avec  cette  difference, 

due  au  facteur  6'  "  '  ,  que,  si  Ton  augmente  //  ou  de  2r.i,  elle  se 
reproduit  niultipliee  par  =i=  i . 

En  d'autres  termes,  si  Ton  observe  que  (i(^a,i^)Q(  —  u,  —  ()  est 
toujours  pair,  on  voit  que,  pour  obtenir  toutcs  les  courbes  algebriques 
de  la  surface  de  Kummer,  il  suffira  d'egaler  a  zero  les  fonctions  6(//,  v) 
satisfaisant  aux  conditions 

Sill,  (■)  =■  Si-n,  -(•)  •< 

+  27t/,  t')       =£,  (')  I  (£,£,.  £„=±:  l). 

0(11,    -i- 2r.i)     =  (') 
^{u-h  a,  ('  4-  b )  =  e-'"'^'^  0(ti,  c ) , 
6{it  +  h.  (' +  (■)  =  f-/"'^  V). 

Si  dans  I'avant-derniere  de  ces  relations  on  change  ii  et  ^'  en  —  //, 
—     en  tenant  compte  de  la  premiere,  il  vient 

bill  —  a,  i'  —  b)  =  0(it,  (• ') : 

remplagant  u  et  v  par  u  -H  a,  r  -+■  h,  on  trouve 

d'ofi  Ton  conclut,  par  comparaison, 

=1  e-/'" ;       c'esl-a-dii  e       e*  =  ±r  -. 

De  meme  on  aurait  =  i  ',  et,  par  suite,  les  equations  aux- 
quelles  satisfait  lafonction  6  deviennent 

0(h      i-.i.  r)    =±:  Oiti,  c  ), 
c,  1-  ■'.::/)    =±  c;, 

nil 

V(  -I- />■)  =±:  r         -  bii/.i'). 

_  .  _  /"' 

0(  II -h  b.  V  {'  f  )  =dz  e    "  -Odi.i'j. 

En  d'autres  termes  0(«,  i^)  est  une  fonction  Q,  nornialc,  d'ordre  p,  a 
caracteristique  quelconque  (n"  2),  paire  ou  impaire,  et,  par  suite  : 

C equation  d'une  courbe  algebrique  tracee  sur  la  surface  de  Kummer 
s'obtient  en  egalant  a  zero  une  fonction  0  normale,  d^ordrc  et  de  caracte- 
ristique quelconques,  paire  ou  impaire :  et  reciproquement. 
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15.  Oil  en  deduit  de  suite  uiie  consequence  interessante.  Soit  en 
effet  p  I'ordre  de  la  fonction  0  consideree,  pour  avoir  le  degre  de  la 
courbe  correspondante,  coupons-la  par  un  plan,  =  o,  par  exemple; 
les  arguments  des  points  commuiis  verifient  les  equations 

Elles  ont,  d'apres  le  tlieoreme  de  M.  Poincare,  2.  'ip  ~  [\p  solutions 
communes,  qui  sont  deux  a  deux  egales  et  de  signes  contraires, 
puisque  0j,  est  une  fonction  paire,  et  que  0  est  une  fonction  paire  ou 
impaire.  Le  nombre  des  points  communs  au  plan  et  a  la  courbe  est 

done  ^4/'j  c'est-a-dire  -ip,  et  la  courbe  est  de  degre  ip.  Ainsi : 

T outes  les  courbes  algebriques  tmcees  sur  la  surface  de  Kummer  sont  de 
degre  pair. 

16.  Intersection  complete  de  la  surface  de  Kummer  et  d'une  surface 
algebrique;  theorkme  fondamental.  —  L'intersection  complete  de  la  sur- 
face de  Kummer  et  d'une  surface  algebrique  d'ordre p, 

fix,,        -r.,,  x,,)z=zo, 

aura  pour  equation  liyperelliptique 

/(  0,,  0,,  0„  0,j  =  o, 

les  &i  etant  toujours  des  fonctions  normales  du  second  ordre,  a  caracte- 
ristique  nulle. 

Le  premier  membre  de  cette  equation  est  une  fonction  0,  normale, 
paire,  d'ordre 2j9,  a  caracteristique  nulle. 

Or  la  reciproque  de  cette  proposition  est  vraie,  et  c'est  la  un  fait 
capital  pour  Tetude  des  courbes  tracees  sur  la  surface  de  Kummer. 

Soit,  en  effet,  0(«,  ^)  une  fonction  normale,  paire,  d'ordre  2p,  a 
caracteristique  nulle ;  nous  allons  etablir  que  la  courbe  0  {u,  —  o  est 
l'intersection  complete  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  alge- 
brique d'ordre  p. 

Toutes  les  fonctions  telles  que  0  peuvent  (n"  4)  s'exprimer  lineaire- 
ment  a  I'aide  de  ip^  -\-  1  d'entre  elles ;  or  toute  fonction  de  la  forme 

(8)  0t030]05, 
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oil  0|,.  .  .,  0.  out  la  signification  indiquee  tout  it  I'lieure,  est  une  fonc- 
fion  normale,  ii  caracteristique  nulle,  d'ordre  2(  a-h  ,3  4- y  +  o  );  de 
plus,  c'est  une  fonction  paire,  puisque  les  0,  sont  pairs.  Si  Ton  pose 
a -h  [i -h  0  —  p,  (a  ,3,  Y,  o  etant  bien  entendu  des  entiers  non 
negatifs),  on  obtient  ainsi,  en  donnant  a  ces  nombres  toutes  les  valeurs 
compatibles  avcc  les  conditions  precedentes,  des  fonctions  0"0'^0J0''  en 
nombre  egal  a 

+     {P  -+-  -i)  KP  ■•>) 
6 

Mais  toutes  les  tonctions  theta  ainsi  formees  ne  sont  pas  lineairement 
distinctes.  En  effet,  0,,  0.,  03,  0..  sont  liees  par  une  equation  du 
quatrieme  ordre,  K  =  o,  celle  de  la  surface  de  Kummer  representee  par 
les  equations  (7) ;  on  a  done 

etant  une  fonction  hornogene  quelconque  entiere,  d'ordre/>  —  4» 

de  0, , .  .  . ,  0,.  Cette  fonction  renferme     ''  ^^^^  ~^  ^^^^^  ~  '-^  coefficients 

arbitraires;  comme  le  produit  K9,,_.  est  une  somme  de  fonctions  theta, 
de  la  forme  (8),  oil  a  +  [:5  +  y  +  0  =     il  en  resulte  que  les  fonctions 

de  cette  forme  sont  liees  par  — — ^^^^  ^  ^^^^^ — ~  relations  lineaires. 

II  estclair,  d'ailleurs,  que  Ton  a  ainsi  obtenu  toutes  les  relations  lineaires 
existant  entre  ces  fonctions,  car  toute  relation  hornogene,  entiere,  de 
degre  /centre  0,,  0.,  03,  0,  a  necessairenient  son  premier  membre 
divisible  par  K.  Par  suite,  le  nombre  des  fonctions  0"0!^0![0,^  (011 
a H- ,3  +  Y+ 0  qui  sont  lineairement  independantes,  c'est-a-dire 

a  I'aide  desquelles  on  peut  exprimer  lineairement  les  autres,  est  egal  a 

(P  +  i)  (/'  +  3)  (/^  +  3)  -  g  (/^  -  3)  (yv  -  2)  (p  -  i) 

OU 

Or,  ce  nombre  est  precisement  egal  a  celui  des  fonctions  theta  nor- 
males,  paires,  d'ordre  2/j,  a  caracteristique  nulle,  et  lineairement  inde- 
pendantes,  a  I'aide  desquelles  on  peut  exprimer  toutes  les  autres; 
comme  dailleurs  les  fonctions  0"0^0"^0°  (a -+- p  +  y  +  0  sont 
des  fonctions  theta  de  cette  categoric,  on  voit  que  toute  fonction  0 
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normale,  paire,  d'ordre  2p,  a  caracteristique  nulle,  s'exprimera  lineai- 
rement  a  I'aide  des  fonctions  0^0^0"(0^, ;  c'est-a-dire  sera  une  fonction 
entiere,  homogene,  d'ordre />,  de  0,,  0^,  03»  0.,. 

En  d'autres  termes,  la  courbe  0(«,  v)  —  o  sera  I'intersection  com- 
plete de  la  surface  de  Kummer  avec  la  surface  algebrique  d'ordre  p 

(fp(x^,  X.,,  Xs,  X,)  =  0. 

Nous  pouvons  done  enoncer  ce  theoreme : 

V equation  de  la  courbe  complete^  d'ordre  Itp,  commune  d  la  surface  de 
Kummer  et  a  une  surface  algebrique  d'ordre  p,  s^obtient  en  egalant  a 
zero  une  fonction  %  normale ,  paire  ^  d'ordre  2p,  d  caracteristique  nulle. 

Reciproquement,  la  courbe  qu'on  definite  en  egalant  a  zero  une  telle 
fonction  0,  est  V intersection  complete  de  la  surface  de  Kummer  et  d'une 
surface  d^ordrc  p. 

17.  Corollairc.  —  Le  premier  membre  de  I'equation  d'une  courbe 
algebrique  sur  la  surface  de  Kummer  etant  (n°  14)  une  fonction  theta 
d'ordre p,  normale,  paire  ou  impaire,  son  carre  est  toujours  une  fonc- 
tion 0  normale,  d'ordre  2p,  de  caracteristique  nulle  et  paire;  il  peut  done 
s'exprimer  en  fonction  entiere,  homogene,  d'ordre  p,  de  0,,  .  .  . ,  0,, ; 
soit  9p(®>  .  .  . ,  0, ),  et,  par  suite,  la  surface 

'^l,(  ■JC^^  X.,,  X-.,  X,^  )  =  () 

est  circonscrite  a  la  surface  de  Kummer  le  long  de  la  courbe  consideree, 
et  ne  la  coupe  pas  en  dehors  de  cette  courbe. 
Done  : 

Le  long  de  toute  courbe  algebrique  tracee  sur  la  surface  de  Kummer  et 
de  degre  2p,  on  peut  circonscrire  d  cette  surface  une  surface  algebrique 
de  degre p,  ne  la  coupant pas  en  dehors  de  la  courbe  considerie  ('). 

Avant  d'aller  plus  loin  dans  I'etude  des  courbes  algebriques  de  la 
surface  de  Kummer,  il  est  necessaire  de  presenter  quelques  remarques 


(')  Cette  propriete  curieuse  n'appartient  evidemment  qu'a  des  surfaces  excep- 
tionnelles;  en  dehors  de  la  surface  de  Kummer,  nous  ne  connaissons,  pour  la 
posseder,  que  les  cones  du  second  ordre. 
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sur  les  points  singuliers  et  sur  les  seize  coniques  de  la  surface;  lespro- 
prietes  des  iins  et  des  autres  snnt  bien  connues,  mais  nous  devons 
exposer  ici  un  algorithme  nouveau  destine  a  representer  les  elements  de 
la  configuration  de  Kummer  et  dont  rutilite  sera  grande  dans  nos 
recherches  ulterieures. 


Points  et  plans  singuliers. 

18.  Les  courb^sdu  degre  Ic  moins  elevequ'on  pent  tracer  sur  la  sur- 
face de  Kummer  sont  des  coniques;  on  obtient  seize  coniques  en  ega- 
lant  a  zero  les  seize  fonctioiis  ^  normales  du  premier  ordre,  puisque  la 
courbe  otenue  en  egalant  a  zero  une  fonction  normale,  paire  ou  impaire, 
d'ordre p,  est  d'ordre  2p(n"  15). 

Chaque  fonction  2r  s'annulant  pour  six  demi-periodes,  chaque  conique 
passe  par  six  points  singuliers. 

D'apres  le  theoreme  du  n"  17,  le  plan  de  chaque  conique  louche  la 
surface  le  long  de  la  conique;  les  plans  des  seize  coniques  seront  dits 
plans  singuliers. 

On  peut  donner,  pour  representer  les  seize  points  et  les  seize  plans 
singuliers,  un  algorithme  qui  jouit  de  proprietes  remarquables. 
Ecrivons  les  deux  tableaux  identiques  : 


1     O     I  o 


et  numerotons  les  colonnes,  dans  le  premier  de  i  a4»  dans  le  second 
de  i'  a  4'j  a  partir  de  la  gauche.  Soit  une  fonction  3  du  premier  ordre, 


le  caracteristique 


0  V 


I  1 
o  1 


;  nous  prendrons  la 


piir  exemple 

premiere  colonne  de  cette  figure,  soit  la  colonne  >  dans  le  tableau  1, 

oil  elle  a  le  numero  d'ordre  2;  de  menie  la  seconde  colonne,  '  5  a  le 

1 

numero  d'ordre  1'  dans  le  tableau  II;  nous  representerons  alors  la 
fonction  3  de  caracteristique  '  '  par  le  symbole  21'.  Inversement, 
un  symb 
ristique 


un  symbole,  tel  que  34'  par  exemple,  represente  la  fonction  de  caracte- 

o  o 


1  o 
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On  peut  clonner  uu  symbole  analogue  pour  representer  les  demi- 
periodes.  Soit,  par  exemple,  la  demi-periode 

A  71  <  -I-  7.  fi.  ~'t  [J-  I>  :        />  t:  /  +  ).  b   -  [j.  r, 

ou 


Nous  ecrirons  le  tableau 


I  A  I  I  (J. 
1  +  /l     1  -f-  /. 


qui  representcra  la  demi-periode ;  nous  negligerons,  dans  chaque 
terme  i  -i-  X,  .  .  . ,  i  +  /i,  les  multiples  de  2,  en  sorteque,  dans  I'exemple 
considere,  le  tableau  s'ecrit 

o  o 


et  nous  donnerons  a  la  demi-periode  le  symbole  (^  34  ),  3  etant  I'ordre 

de  la  premiere  colonne  ^  dans  le  tableau  1,  et  4'  celui  de  la  seconde, 

dans  le  tableau  11.  Inversement,  un  symbole,  tel  que  (i3'\  represen- 
tera  la  demi-periode  pour  laquelle  on  a 

1  +  A  =  I ,  I  ^  /)  ~  I ,  I  +  (>,         1  4-  />  —  I         ( mod  ■>.). 

Pour  distinguer  des  symboles  des  ^  les  symboles  des  dcmi-periodes, 
nous  mettons  ces  derniers  entre  parentheses. 

Celapose,je  dis  que  les  six  demi-periodes  qui  annulent  une  fonc- 
tion  ^,  de  symbole  aa',  ont  les  symboles  qu'on  obtient  en  faisant  suivre 
le  chiffre  a  des  trois  chiffres  accentues  de  laserie  i,  2,  3,  4,  qui  different 
de  a,  et  en  faisant  preceder  le  chifTre  a'  des  trois  chiffres  de  cette  serie 
qui  different  de  a' :  ainsi  les  six  demi-periodes  annulant  12'  sont  (i  i'), 
(i3'),(i4')et(22'),  (32'),  (42'). 

Nous  savons,  en  effet,  que  les  demi-periodes  qui  annulent  la  fonc- 

iion  S  de  caracteristique  ^  sont  donnees  par  la  congruence  (n°  7, 
equation  6) 

[h  +  B){1  -t-  w)  -I-  [k  H  0'}  (/J.  +  0)')  =  1        (mod  ■?.). 

Cette  congruence  admet  six  solutions,  dont  I'une,  par  exemple,  est 

■h-ir9  =  o,       X+«  =  o,       /c  +  9'=i,      •  ij. -h  (ji' =  \       (mod  2). 
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Le  tableau  qui  caracterise  la  demi-periodc  correspondante,  a  savoir 


I  +  A      1  -I  -  jLl 

I  +  h     \  +  k 


esl  alors 


en  negligeant  dans  chaque  terme  les  multiples  de  2 ;  pour  les  cinq  autres 
solutions,  on  obtient  de  meme  les  cinq  tableaux 


1  -I  -  hi  OJ 

B  6' 


r,)     I  -h  r,)' 

e  0' 


(>) 

I  ^- 

r,)' 

0 

I  +  e' 

! 

0 

1  ^- 

0' 

On  voit  que,  dans  trois  de  ces  six  tableaux,  la  premiere  colonne 
est     et  que,  dans  les  trois  autres,  la  seconde  colonne  est    •  Dans  les 

tableaux  qui  commencent  par  la  colonne      la  seconde  colonne  prend 
trois  des  formes^?     o'  !'     ^orme  exceptee  etant*!^,-  On  pent  faire  la 
meme  remarque  pour  les  tableaux  qui  se  termincnt  par  la  colonne 
et  ces  deux  remarques  dcmontrent  la  regie  enoncee  :  si,  en  effet,/j  est 
I'ordre  de  la  colonne    dans  le  tableau  1;  fj'  celui  de  la  colonne  dans 

le  tableau  II,  la  fonction  2r  consideree  aura  le  symbole  pg',  et,  des  six 
demi-periodes  qui  I'annulent,  trois  auront  des  symboles  commen^ant 
par  p,  trois  des  symboles  finissant  par  g',  le  symbole  (pg')  ne  devant 
pas  figurer. 

On  verrait  de  meme  qu'on  obtient  les  symboles  des  six  fonctions  Sr 
s'annulant  pour  la  demi-periode  (pg  )  en  f'aisant  suivre 7>  des  trois 
chifTres  accentues  de  la  serie  1,2,  3,  4,  qui  different  de  g'  et  en  faisant 
preceder  g'  des  trois  chiffres  de  cette  serie  qui  different  de/)  :  ainsi  la 
demi-periode  (12')  annule  les  six  &  :  11',  i3',  i/j'  et  22',  32',  42'. 

II  est  meme  inutile  de  faire  de  nouveaux  calculs  pour  le  verifier,  car, 
d'apres  ce  qui  precede,  les  fonctions  pg'  etsi-'  s'annulent  pour  la  demi- 
periode  (/>/■')  si  r'^g'  et p%s. 

On  voit  sans  difficulte  que  les  six  fonctions  2r  impaires,  c'est-a-dire 
celles  pour  lesquelles  toO  +  w'O'  est  impair,  ont  pour  symboles 
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ce  sont  les  six  symboles  qui  contiennent  une  ot  une  seule  fois  le 
chifTre  i,  accentue  on  non. 

11).  Revenons  maintcnant  a  la  surface  de  Kummer;  nous  represente- 
rons  uii  plan  singulier  par  le  syinbole  de  la  fonction  2r  correspondante, 
et  un  point  singulier  par  celui  de  la  demi-periode  qui  donne  ses  argu- 
ments :  nous  arrivons  ainsi  ii  I'algorithme  suivant,  qui  peut  etre  pre- 
sente  indepisndamment  de  toute  consideration  analytique  : 

Soient  i,  2,  '),  '\  ct  i',  -i' ,  'V ,  ■{  deux  series  de  qiuitre  caracteres :  desi- 
gnons  par  a  un  caractere  quelconque  de  la  premiere  serie,  par  ^3,  y,  0  les 
trois  autres,  par  ot.'  un  caractere  de  fa  seconde , par  ,3',  y  ?  ^'  l^-^  ^^ois  autres. 

Les  seize  symboles  aa'  representeront  les  seize  plans  singuliers,  et  les 
seize  symboles  (aa')  les  seize  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer, 
de  telle  fagon  : 

i"  Que  les  six  points  singuliers  contenus  dans  le  plan  aa'  soient 

{y.p'],    {y.y')-,    (ao'i,    (,3a'),    i'/y-'},  {^y-')\ 

2"  Que  les  six  plans  singuliers  passant  par  le  point  (  aa' )  soient 

3c3',       ay\       y.o'        ^y.',       yy.',  6y/. 

Cette  notation  a,  sur  celle  de  M.  Weber  ('  \  I'avantage  d'etre  synie- 
trique  par  rapport  aux  points  ou  aux  plans  singuliers  de  la  surface 
de  Kummer;  elle  est,  de  plus,  reciproque  par  ra{)[)ort  aux  points  et 
aux  plans  singuliers.  Nous  verrons  enfin  qu'elle  se  rattache  etroite- 
ment  a  la  notation  proposee  par  Hesse  pour  les  bitangentes  d'une  quar- 
tique  plane. 

On  veritie  immediatement,  a  I'aide  de  notro  notation,  que  deux  plans 
singuliers  ont  en  commun  deux  points  singuliers,  et  que  par  deux 
points  singuliers  passent  deux  plans  singuliers. 

Get  algorithme  peut  etrc  etendu  aux  fonctions  theta  abeliennes,  du 
premier  ordre,  de  genre  quelconque;  nous  ne  I'enoncerons  que  pour 
le  genre  trois,  mais  la  generalisation  est  evidente. 

Soient  i,  2,  3,  4;  i'>  2',  3',  V;  ^'f  1  >  ^  .  3  ",  4"  ^''ois  series  de  qiiatre 
caracteres;  les  soixante-quatrc  symboles  tels  que  i  I'l"  representeront  les 


(')  Wbbrr,  Journal  de  Crelle^  t.  8V. 
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soixantc-quatre  J'otvctions  thela  normales  du  premier  ordre,  de  genre  trois, 
et  les  soixante-quatre  symboles  tels  que{i  i'  i") reprcsenteront  les  soixnnte- 
quntre  demi-periodes  de  ces  fonctiom,  de  telle  sorte  : 

1°  Que  les  vingt-huit  demi-periodes  anmilant  line  fonction  tlieta,  telle 
que  1  i  '  i  ",  soient  representees  par  les  symboles  de  la  forme  (aa'a")  oii  les 
chi/fres  i,  i',  i"  figurent,  an  total,  un  nombre  impair  de  fois; 

■2°  Que  les  vingt-huit  fonctions  qui  s\tnnulent  pour  une  demi-periode, 
telle  que  (i  I'l"),  soient  egalenient  representees  par  les  symboles  aot.'oi.", 
dans  lesquels  les  chiffres  i,  i',  i"  /igurent,  au  total,  un  nombre  impair  de 
fois. 

Groupes  remarquables  de  points  et  de  plans  singuliers. 

20.  II  existe  des  groupes  remarquables  de  points  et  de  plans  singu- 
liers, que  les  travaux  anterieurs  de  divers  geometres  ont  fait  con- 
naitre  ('),  mais  sur  lesquels  nous  avons  a  revenir  en  vue  de  nos 
rechcrches;  Talgoritliine  nouveau  va  nous  permettre  de  les  retrouver 
de  suite. 

1.  Groupes  de  Rosenhain.  —  (>e  sont  des  groupes  de  ([uatre  plans 
singuliers  formant  un  tetraedre  ayant  pour  soinmets  quatre  points  sin- 
guliers. 

On  trouve  que  les  symboles  des  quatre  plans  d'un  groupo  sont  de 
quatre  types  : 

1"  y.yJ.    3c(3'.    y.y  \    y.o' \       co  Ivpe  doiine   4  lelraedres, 

y.y.\    |3a',    yx,    ^x' :  »  4  » 

xx\    xfy,    ^y",    (3o':  »  36 

1"  -z^',  y^',    0,3';  //  36  » 

II  y  a  done,  en  tout,  (So  groupes  ou  tetraedres  de  Rosenhain.  Au  point 
de  vue  geometrique,  il  n'y  a  aucune  difference  entre  les  groupes  des 
divers  types. 

Si,  imitant  la  methodc  proposee  par  M.  Cayley  pour  la  representation 


(')  Rosenhain,  Memoires  couronnes  Savants  etrangers,  t.  XI;  Wibbr,  Journal 
fie  Crelle  I.  8'i-;  Gopel,  Journal  de  Crelle  t.  35:  Krazbr,  Tlieorie  der  zweifach 
unendlichen  Thetareihen  (Teubner,  1882);  Reichxrvi,  Darstellung  der  Kum- 
merschen  Fldche,  . .  .  {Nova  Acta  dc  r Academic  Leop.-Carol.  de  Halle,  t,  L). 
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graphique  des  bitangentes  d'une  quartique  plane,  nous  convenons  de 
disposer  les  caracteres  a',  y',  o'  sur  une  ligne  horizontale,  et  les 
caracteres  a,  j,  o  sur  une  ligne  horizontale  au-dessous  de  la  pre- 
miere, et  si  nous  representons  le  plan  aa'  par  la  droite  qui  joint  les 
caracteres  a  et  a',  les  symboles  graphiques  des  groupes  de  Hosenhain 
sont(') 

^         et         A        pour  les  types  i"  et  2", 
V  V  A  A      Pf>»''  les  types  3"  et  4°. 

21.  Le  produit  des  quatre  fonctions  3^  qui  correspondent  aux  plans 
d'un  groupe  de  Rosenhain  est  evidemment  une  fonction  0  normale, 
d'ordre  quatre  :  je  dis  que  c'est  une  fonction  impaiir^  de  caracteristique 
nulle. 

Elle  est  iinpaire,  car  la  representation  graphique  montre  que  les 
quatre  symboles  des  plans  d'un  groupe  renferment  nn  nombre  impair 
de  fois,  au  total,  un  symbole  de  la  premiere  categoric,  a,  par  exemple, 
et  un  symbole  de  la  seconde,  [3',  par  exemple  :  en  particnlier,  ils  ren- 
ferment un  nombre  impair  de  fois,  au  total,  les  symboles  i  et  i';  par 
suite,  sur  les  quatre  fonctions  2r  correspondantes,  une  ou  (rois  sont 
impaires  (n"  18),  et  le  produit  est  impair. 

Pour  etudier  la  caracteristique,  considerons,  d'une  maniere  plus 
generale,  le  produit  d'un  nombre  quclconque  de  2^,  aa',  a^',  .  .  .,  yo'. 
Les  nombres  qui  composent  la  caracteristique  de  ce  produit  sont  evi- 
demment 

S>  =  2w,       9J^1'W,       0  =  15,       0'^2^/'       (mod  .2), 

les  sommes  s'etendanl  aux  nombres  to,  co',  0,  0',  qui  correspondent  aux 
fonctions  .3  da  produit  considere.  Or  le  premier  caractere,  a,  du  sym- 
bole aa'  d'une  fonction  .7,  represente,  dans  noire  notation,  la  premiere 

colonne  '^^de  la  caracteristique ;  de  meme  a'  represente  la  colonne  '^, ; 

il  en  resulte  sans  difticulle,  si  Ton  se  reporle  aux  tableaux  I  et  II  dii 
n"  18,  la  consequence  suivante. 

Ecrivons  a  la  suite  les  uns  des  autres  les  symboles  aa',  a3'  

des  !^  dont  on  considere  le  produit,  et  regardons  cede  expression 


(')  D'apies  celle  con\enlion,  le»  six  plans  singuliers  qui  passeiil  par  un  memo 
point  aui'onl  poui-  symbole  \/. 


3o 
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comme  un  produit  algebrique  auquel  nous  appliquerons  les  regies  du 
calcul  algebrique  ;  nous  aurons  ainsi 

Ii,  .  .  . ,  m'  etant  des  entiers  positils  :  les  nonibres  LI,  Q',  0,  0'  seront 
donnes  par  les  relations 

Q  =  /t  +  /.       0'=/t'.^ 0  =  /t-h/,  (mod-^). 

Le  produit  considere  aura  done  sa  caracterisque  nulle  si  les  nombres 
//,     /  sont  de  meme  parite,  ainsi  que  les  nombres  //',  /.', 

Dans  le  cas  ou  le  produit  comprend  un  nombre  pair  de  fonctions  Ir, 
cette  regie  se  simplifie  et  il  n'cst  pas  besoin  d'introduire  les  caracteres 
1 ,  2,  3,  4  a  la  place  des  a,  fj,  o.  En  ce  cas,  en  efTet,  les  nombres 
(egaux  entre  eux)  h -h  k -\- I -\- m  et  //'+ /.'+ /'+ m'  sont  pairs;  la 
condition  pour  que  le  produit  etudie  soit  de  caracteristique  nulle  est 
done  que  les  nombres  h,  k,  /,  m  soient  de  meme  parite,  ainsi  que  les 
nombres  //,  /',  m' .  Or  cette  condition  est  symetrique  par  rapport 
aux  caracteres  i,  2,  3,  4  et  par  rapport  aux  caracteres  i',  2',  3',  4';  •! 
en  resulte  que,  si  I'expression  aa'.a^'.  .  . yS' prend,  par  I'application  des 
regies  du  calcul  algebrique,  la  forme  o(.''^'''^'i"'  .a"''^"-'^"'o'"'' ,  la  condi- 
tion necessaire  et  suftisante  ponr  que  le  produit  considere  soit  de 
caracteristique  nulle  est  que  les  nombres  h,  k,  t,  ni  soient  de  meme 
parite,  ainsi  que  h',  /',  ///',  sans  qu'on  ait  besoin  de  savoir  a  quels 
caracteres  des  series  i,  2,  3,  4  et  1',  2',  3',  4'  correspondent  les  carac- 
teres a,  |3,  .  .  . ,  0'. 

Cette  observation  montre  que  le  produit  des  quatre  ^  d'un  groupe 
(le  Rosenhain  est  une  fonction  de  caracteristique  nulle,  car  on  a,  pour 
les  groupes  du  premier  type, 

y.y.'  .y.y  .y:/ .  y.o  =  y.''  y'  P'  y'  o' , 

et  pour  ceux  du  troisieme, 

de  meme  pour  les  groupes  des  types  2°  et  4"- 

Le  produit  des  quatre  2r  d'un  groupe  de  Rosenhain  etant  une  fonction 
normale,  d'ordre  quatre,  impaire  et  de  caracteristique  nulle,  les  resul- 
tats  du  n"  7  montrent  que  I'ensemble  des  ((uatre  plans  d'un  groupe 
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de  Rosenhain  passe  par  tons  les  points  singuliers;  cp  qui  se  verifie 
d'ailleurs  directement  a  I'aide  de  raigorithme. 

Trois  coniqiips  dont  les  plans  appartiennent  a  iin  meme  groupe  de 
Rosenhain  ont  un  poinl  singulier  coinmun,  d'apres  la  definilion  meme 
des  groupes  de  Rosenhain;  reciproquement,  si  trois  coniques  ont  un 
point  singulier  commun,  leurs  plans  appartiennent  a  un  de  ces 
groupes  :  on  le  voif  immediatement  a  I'aide  du  symbole  graphique.  En 
etlet,  les  plans  des  six  coniques  qui  passent  par  un  meme  point  singu- 
lier ont  pour  symbole  /1\\J/,  trois  de  ces  plans  seront  representes  par 
un  des  symboles  A  |»  |  V,  qui  font  respectivement  partie  des 

symboles  /A  ,  A  A»  '/  V,    correspondant   a  des  groupes  de 

Rosenhain. 

2*2.  Remarque.  —  Soient  des  fonctions  en  nomhre  pair,  aa', 
a[3',  .  .  .,  yo';  ecrivons,  comme  tout  a  I'heure, 

aa'.a(3'.  .  .yo'  —  vJ'        6"\ot."''      y'''  6'"'' . 

Pour  que  leproduit  desSconsideresait  sa  caracteristiquenuUe,  il  faut 
et  il  suftit  que  h,  h,  I,  m  soient  de  meme  parite,  ainsi  que  h' ,  k' ,  l ,  m' ; 
pour  que  ce  produit  soit  pair,  il  faut  que  les  symboles  i  et  i'  figurent 
au  total  un  nombre  pair  de  fois  dans  aa'.ap'.  .  .yo',  c'est-a-dire  que  //, 
/•,  ///  soient  de  meme  parite''  que  Ji' ,  l;\  /',  m' ,  quels  que  soient  ceux 
des  caracteres  a,  ,3,  .  .  . ,  o'  qui  correspondent  aux  caracteres  i  et  i'. 

En  d'autres  termes,  si  nous  nous  reportons  au  theoreme  fonda- 
mental  du  n°  10,  nous  voyons  que  coniques  de  la  surface  de 
Kummer,  aa',  a,3',  .  .  . ,  yo',  seront  sur  une  surface  algebrique  d'ordre  />, 
si,  etant  pose 

les  exposants  //,  /•.  /,  ....  /',  trt!  sont  tous  de  meme  parite. 

Cette  condition  est  necessaire  et  suffisante;  nous  en  ferons  plus  loin 
des  applications. 

23.  II.  Groupes  de  Gupel.  —  Ce  sont  des  groupes  de  quatre  plans 
formant  un  tetraedre  qui  n'a  aucun  point  singulier  pour  sommet. 
On  trouve  aisement.  a  I'aide  de  I'algorithme,  que  les  symboles  des 
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(|uatre  plans  d'un  groupe  sont  de  deux  types. 

1"  y.y.\    ,3S',     -ff,     oo';       ce  type  donne  9-4  groupes ; 

v."  y.y.\    zy',  !3,S';       ce  type  donne  36  groupes. 

II  y  a  done  Go  groupes  de  Gopel. 

Les  meme  symboles,  avec  parentheses,  designent  6o  groupes  de 
quatre  points  singuliers,  sommets  d'un  tetraedre  qui  n'a  pour  face 
aucun  plan  singulier:  nous  appellerons  ces  groupes  :  groupes  de  points 
de  Gopel,  les  precedents  etant  les  groupes  de  plans,  ou  tetraedres  de 
Gopel. 

Les  .symboles  graphiques  des  groupes  de  points  ou  plans  de  Gopel 
sont 

ill!    el  CX]- 

Le  produit  des  quatre  S  qui  correspondent  aux  plans  d'un  tetraedre 
de  Gopel  est  une  fonction  paire,  a  caracteristique  nulle;  car  on  a,  par 
exemple, 

y.y.  .p,i  .•/■/  .00  —  y.jyo  .y.  p  y  0 

et  tous  les  exposants  au  second  membre  sontde  mcnr)e  parite;  de  meme, 

y.yj  .y.p'  .[^y.'  .'i^'—y"-'-p'-a'"-p'\ 

Done  (n°^  IG  et  22)  : 

Les  faces  d'un  tetraedre  de  GOpel  touchent  la  surface  de  Kummer  sui- 
mnt  quatre  coniques,  qui  sont  situees  sur  une  meme  surface  du  second 
ordre. 

24.  in.  Octaedres  de  Gopel.  —  Nous  donne rons  le  nom  d'octaedrcs 
de  Gopel  a  des  groupes  remarquables  de  huit  plans  singuliers,  en  rela- 
tion intime  avec  les  tetraedres  de  Gopel,  et  qu'on  definit  comme  il  suit. 

Deux  plans  singuliers  quelconques  appartiennent  a  trois  tetraedres 
de  Gopel  :  on  le  voit  aisement  a  I'aide  de  I'algoritlime  ou  du  symbole 
graphique;  ainsi  les  plans  |  |  font  partie  des  tetraedres  [  ■  ],  |  |  I  I,  I  i  <  ; 
nous  dirons  que  les  deux  plans  donnes  et  les  trois  couples  de  plans  qui, 
associes  a  ceux-ci  respectivement,  forment  trois  tetraedres  de  Gopel, 
constituent  un  octaedre  de  Gopel. 

Ln  octaedre  de  Gopel  est  done  defini  ainsi  par  quatre  couples  de 
plans  singuliers;  il  resulte  de  ce  qui  a  ete  dit  au  numero  precedent  que 
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les  produits  des  qui  correspondent  aux  quatre  plans  de  deux  quel- 
conques  de  ces  couples  sont,  pour  un  meme  ocfaedre,  des  fonctions 
paires  et  de  caracteristique  nulle. 

Cherchons  les  symboles  des  octaedres,  et  considerons,  a  cet  effef, 
deux  plans  singuliers  :  si  leurs  symboles  n'ont  aucun  caractere  coai- 
mun,  on  pourra  les  representer  par  aa'et  8^';  les  trois  couples  de  plans 
qui,  avec  le  couple  precedent,  forment  des  tetraedres  de  Gopel  sont, 
d'apres  les  notations  donnees  an  n"  23, 

oc(3'    el     iSa',        -/y'    el     oo'.         yo'    el  oy'. 

Si  les  deux  plans  singuliers  primitit's  ont  un  caractere  common,  a, 
on  les  representera  par  aa'  et  a[3';  les  trois  couples  formant  avec  ce 
couple  un  octaedre  de  Gopel  sont 

(3a'    el    |3[3'.        /a'    el  r,y.'    et  o,S'. 

Si  enfin  les  deux  plans  primitifs  ont,  dans  leurs  symboles,  un  meme 
caractere,  a',  on  les  representera  par  aa'  et  j3a',  et  Ton  aura  pour  sym- 
boles des  trois  autres  couples 

a[3'    el    j3[3',       <xy'    el    (3-/',       c/.o'    (;l  (56'. 

On  trouve  done,  pour  representer  les  quatre  couples  de  plans  d'nn 
octaedre  de  Gopel,  trois  types  de  notations, 

I"      y.yJ    el    (5j3',        ajS'    et     |3a',        yy'    el     66',        6-/'    el  6-/'; 

ayj    el    yfp'.        j3a'    el    |3S'.        yyJ    et    -/p',        Qy'    et  6j3'; 
:>"      yyJ    et    ^y.\        a(3'    et    ^(3',        y.y'    el     py',        y.n     el  j36'. 

Le  premier  type  donne  par  permutation  de  a,  [3,  y,  o,  a',  y',  o' 
dix-huit  octaedres,  le  deuxieme  et  le  troisieme  en  donnent  six  chacun  ; 
il  y  a  done  en  tout  trente  octaedres  de  Gopel. 

On  verifie  maintenant  sans  difficulte,  a  I'aide  de  I'algorithme,  que  les 
quatre  couples  de  plans  d'un  meme  octaedre  passent  par  hnit  memes 
points  singuliers,  qui  sont  respectivement,  pour  les  types  i",  2°  et  3": 

{yy').  (a3'),  ((3y'),  (p6'),  (/a'.),  (y(3').  (6a').  (6,3'): 
[aa'),  (ap'),  (^a'),  ((3p'),  (ya').  iyp').  (dy'),  (6,5'); 
(aa'),    (Pa'),    (a(3'),    ((3(3'),    (ay'),    ((3y'),    (a6'),  (^6'). 

Nous  obtenons  ainsi  //rn^g  groupes  remarquables  de  huit  points  sin- 
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guliers,  par  chacun  desquels  passent  quatre  couples  de  plans  singu- 
liers;  on  trouve  I'un  quelconque  de  ces  groupes  en  prenant  les  huit 
points  situes  dans  deux  plans  singuliers,  en  dehors  de  leur  droits  d'in- 
tersection. 

Observons  enfin  que  les  huit  plans  singuliers  qui  n'appartiennent  pas 
a  un  octaedre  forment  eux-memes  un  octaedre;  les  huit  points  singu- 
liers communs  aux  quatre  couples  de  plans  du  premier  octaedre  sont 
differents  des  huit  points  communs  aux  couples  de  plans  du  second  :  les 
trente  groupes  de  huit  plans  et  les  trente  groupes  de  huit  points  trouves 
tout  a  I'heure  sont  done  associes  deux  a  deux,  deux  groupes  associes 
n'ayant  aucun  plan  on  aucun  point commun. 

25.  Avant  d'abandonner  la  theorie  des  plans  singuliers,  nous  appli- 
querons  notre  algorithme  a  la  recherche  de  nouveaux  groupes  interes- 
sants  formes  par  les  coniques  de  la  surface. 

Groiipe  de  quatre  coniques  situees  siir  une  meme  quadrique .  —  Pour 
que  quatre  coniques  soient  sur  une  meme  quadrique,  il  faut  et  il  suffit 
(n°  22)  que  le  produit  de  leurs  symboles  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

n''^''y'^"'a.''''^"-''y"'o' "' ' , 

II,  /i-,  .  .  . ,  m'  etant  des  nombres  entiers  de  meme  parite.  D'ailleurs, 
puisqu'il  entre  quatre  coniques  dans  le  groupe  considere,  on  a 

/«  +  A-  +  /  +  m  =  /<'+  /.'-f-  /'+  »/=  4- 

On  est  conduit  ainsi  a  deux  types  d'expressions. 
I"  Exposants  impairs  : 

/i  =  k  =  .  .  .=  /'z=m'=i. 
Type  xP>y§.a'^'y'B'. 

Ce  type  donne  les  24  groupes  :  aa',  [^(3',  yy',  00'  (|  1 
2"  Exposants  pairs  : 

h  =  /.  =  h'=       2,      /  =  m  =  /'=  »i'=  o. 
Type  a -,32.3c '"-(3 '2    on    aa(3(3 .  a'a'j3'|3'. 

Ce  type  donne  les  36  groupes  :  aa',  afi',  ,3a',  [3[i' ( [X]  \  en  excluant 
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les  groupes  tels  que  aa'  .aa'  J^^',  qui  contiennent  deux  fois  une 
meme  conique. 

Les  24  +  36  =  60  groupes  ainsi  obtenus  coincident  avec  les  60  te- 
traedres  de  Gopel,  qu'on  devait  (n"  23)  trouver  comme  solutions;  on 
voit  que  ces  tetraedres  donnent  d'ailleurs  toutes  les  solutions. 

2G.  Groupes  de  six  coniques  situees  sur  une  meme  surface  cubique.  — 
On  devra,  pour  trouver  ces  groupes,  partir  d'expressions  du  sixieme 
ordre  en  a,  [3,  y,  oet  du  meme  ordre  en  a',  f:!',  y',  0',  les  exposants  eJant 
de  meme  parite. 

I"  Exposants  impairs  : 
Type  unique  aaa(3y3.3i'a'a'(3'7''5'. 

Ce  type  donne  ( ' )  : 

16  groupes  :    a(3'.    ay',  'fiy.',    yy.',    ox'       ( V  ), 

groupes:    aa',    a^\    ay',    ^a',    7a',    do'       (  |  M/K  )• 

Les  seize  premiers  groupes  sont  formes  par  les  six  coniques  qui 
passentpar  un  meme  point  singulier. 

2"  Exposants  pairs  : 

Type  aapQyy.a'a'^'^'y'y'. 

Ce  type  donne  96  groupes  : 

ay.',    y.^',    (3«'.    5y',  y^',    yy'       (>0<1  )• 

Types  :  aaaa|3(3,  a' a' &' p' y' y' , 

aaaa[3(3,  a' a' a' a' ^'^' , 

ococ^l^yy,  a'a'a'a'jS'p'. 

(jCs  types  doivent  etre  exclus,  commedonnant  necessairementdeux  fois 
au  moins  la  meme  conique. 

On  a  done  en  tout  deux  cent  cinquante-six  groupes  de  six  coniques 
dilTerentes  situees  sur  une  meme  surface  cubique. 

Les  symboles  de  ces  groupes  montrent  immediateinent  qu'on  obtient 
chacun  d'eux  en  prenant  les  plans  singuliers  non  communs  a  deux 
groupes  de  Rosenhain,  qui  ont  un  et  un  seul  plan  singulier  commun. 


(')  jNous  supposons  ici,  couiiue  dans  loul  ce  qui  suil,  qu'on  exclul  les  groupes 
dans  lesquels  une  meme  conique  figure  deux  ou  plusieurs  fois. 
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CHAPITRE  II. 

CLASSIFICATION  DES  COURBES  ALGKBRIQUF.S  TRACEES  SrR   I.A  SlIRFACF. 

I)E  KUMMER. 

27.  La  premiere  question  que  nous  traiterons  dans  I'etude  generale 
(les  courbes  algebriques  de  la  surface  de  Kummer  est  celle  de  la  deter- 
ininalion  et  de  la  classification  des  courbes  d'un  degre  donne. 

On  connait  peu  de  surfaces  pour  lesquelles  ce  probleme  soit  resolu; 
ces  surfaces  (surface  dc  Steiner,  surface  du  Iroisieme  ordre,  qua- 
driques,  etc.)  sont  representables  point  par  point  sur  le  plan,  et  la 
(juestion  se  ramene  des  lors  a  une  question  de  Geometric  plane. 

Pour  les  quadriques,  un  elegant  theoreme  d'Halpben  donne  implici- 
tement  la  solution  geometrique  du  |)robleme  :  Halphen  a  montre,  en 
effet,  que  la  surface  du  moindre  degre  qu'on  pent  mener  par  une 
courbe  tracee  sur  une  surface  du  second  ordre  ne  coupe,  cn  outre,  oette 
derniere  que  suivant  des  generatrices  d'un  meme  systeme('). 

Sur  la  surface  de  Kummer,  le  resultat  est  plus  simple  encore  :  nous 
allons  voir  que,  par  une  courbe  algebrique  quelconque  tracee  sur  cette 
surface,  on  pent  mener  une  seconde  surface  qui  ne  coupe,  en  outre,  la 
premiere  que  suivant  h  coniques,  h  pouvant prendre  lesvaleurs  o,  i,  2, 
i,  4;  et  nous  obtiendrons  en  meme  temps  la  classification  des  courbes 
d'un  degre  donne. 

Nous  Savons  (n"  14)  que  I'equation  d'une  courbe  algebrique,  sur  la 
surface  de  Kummer,  est  de  la  forme  &{u,  v)  =  0,  0  designant  une  fonc- 
tion  theta  normale,  d'ordre  et  de  caracteristique  quelconques,  paire  ou 
impaire;  soit  [x  son  ordre,  la  courbe  correspondante  est  d'ordre 

Deux  cas  sont  a  distinguer,  selon  que  }j.  est  pairou  impair. 

28.  1.  Soit  d'abord  a  pair,  u.  =  urn;  les  courbes  correspondantes  sont 
d'ordre  lirn. 

Les  fonctions  0  normales,  d'ordre  ■i/n,  paires  ou  impaires,  se  repar- 
tissent  en  seize  systemes  selon  les  valeurs  de  la  caracteristique. 


(')  Bulletin  de  la  Soc  math,  de  France,  I.  1,  p.  ly. 
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1"  Si  la  caracteristique  est  nulle  (n"  4),  les  fonctioiis  normales  paires, 
d'ordre  am,  s'expriment  lineairement  en  fonction  de  'im'^  -f-  2  d'entre 
elles ;  les  courbes  correspondantes  sont,  d'apres  le  theoreme  foiida- 
inental  du  n"  16,  les  intersections  completes  de  la  surface  de  Kuminer 
et  de  surfaces  algebriques  d'ordre  in. 

1"  Les  fonctions  normales,  a  caracteristique  milk.,  d'ordre  im  el 
inipaires  sont  au  nombre  de  —  2  lineairement  distinctes;  les  courbes 
correspondantes,  de  degre  [\m,  passent  paries  seize  points  singuliers 
de  la  surface  de  Kummer,  puisque  les  fonctions  theta  normales,  a  carac- 
teristique nulle  et  impaires,  s'aiinulent  pour  les  seize  demi-periodes 
(n"  7).  Si  Ton  multiplie  une  fonction  impaire,  d'ordre  2m,  a  caracteris- 
tique nulle,  par  le  produit  des  quatre  fonctions  du  premierordre  cor- 
respondant  aux  plans  singuliers  d'un  groupe  de  Rosenhain,  on 
obtient  (n"21)  une  fonction  paire,  d'ordre  2m +  4,  a  caracteristique 
nulle;  il  resulte  de  la  (n"  16)  que  chacune  des  courbes  precedentes  est 
I'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  d'ordre  m  -{-  2, 
passant  par  les  quatre  coniques  d'un  groupe  de  Rosenhain,  quelconque 
d'ailleurs. 

On  obtient  done  toutes  les  courbes  de  la  famille  consideree  en  pre- • 
nant  I'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  des  surfaces  d'ordre 
m+ 2,  menees  par  quatre  coniques  d'un  meme  groupe  de  Rosenhain,  et 
reciproquement. 

Si  m  est  egal  a  i,  inf-  —  2  est  nul;  il  n'y  a  pas  de  fonction  impaire 
norraale,  d'ordre  2,  a  caracteristique  nulle  et  la  famille  precedente 
n'existe  pas. 

3"  Considerons  maintenant  les  fonctions  t)  normales,  d'ordre  iin,  a 
caracteristique  non  nulle:  elles  forment  quinze  systemes,  selon  les 
valeurs  de  la  caracteristique,  et,  dans  chaque  systeme,  il  y  a  im-  fonc- 
tions paires  et  am^  fonctions  impaires,  lineairement  distinctes  (n"  5); 
d'ou  trente  families  de  courbes  d'ordre  [\ni. 

On  pent  toujours  trouver  deux  fonctions  !r,  du  premier  ordre,  telles 
que  leur  produit  soit  une  fonction  paire  ou  impaire,  avolonte,  ayantune 
caracteristique  non  nulle  donnee  a  I'avance.  Soient,  en  effet,  oj,  w',  0,  0' 
les  elements  de  la  caracteristique  donnee ;  to,,  co, ,  0,,  0',  et  Wj,  w'^,  0,,  0., 
ceux  des  caracteristiques  respectives  des  deux  2r  cherches.  On  aura 

(9)    Wi  +  W2  =  a),       co'i  +      =  o)',       9, +  6,  =  6',       0\ -+■ =  0'      (mod  2); 
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lie  plus  la  quail fite 

W,     -h  Co'i  O'l  -+-  GJ,  0.,  -+-  m'.,  9'., 

aura  nne  parite  donnee  (n^G). 

Si  Ton  lire  Wo,  (o',,  Oa,  0'^  des  quatre  premieres  relations  pourles  intro- 
duire  dans  la  derniere  condition,  on  trouve  la  congruence 

f,)i  0  +  9,  w     oj'i  O'-h  0\  w'=  0)9  +  e       (  mod  -i), 

£  etant  une  quantite  connue,  egale  a  o  ou  a  i . 

Cette  congruence  a  toujours  des  solutions  en  w,,  G,,  w',,  0,,  puisque 
to,  0,  (o',  0'  ne  sont  pas  nuls  a  la  fois,  la  caracteristique  donnee  n'etant 
pas  nulle.  Chaque  systeme  de  valeurs  de  w,,  6,,  w,,  0',  donne,  en  vertu 
de  (9),  un  systeme  de  valeurs  de  to.^,  d.,,  w.,,  6'.,,  et  ces  deux  systemes 
sont  differents,  puisque  to,  6,  to',  0'  ne  sont  pas  tous  nuls. 

D'apres  cela,  on  peut  multiplier  une  fonction  0,  paire  ou  impaire, 
normale,  d'ordre  2/??,  a  caracteristique  non  nulle,  par  deux  fonctions  2r 
convenablement  choisies,  de  telle  sorte  que  le  produit  soit  une  fonction 
paire,  d'ordre  2  w  -+-  2,  a  caracteristique  nulle  :  geometriquement,  d'apres 
le  theoreme  du  n"  16,  cela  revient  a  dire  que  la  courbe  d'ordre  l[m  qui 
correspond,  sur  la  surface  de  Kummer,  a  la  fonction  0  consideree,  est 
I'intersection  de  cette  surface  avec  une  surface  d'ordre  m  h-  i,  passant 
par  deux  coniques  singulieres. 

On  peut  associer  deux  a  deux  les  seize  coniques  de  la  surface  de 

Kummer  de         =  ^  20  manieres  ;  il  semble  done  qu'on  doive  obtenir 

geometriquement  120  families  de  courbes d'ordre  ^m,  tandis  que  I'Ana- 
lyse  nous  a  appris  qu'on  doit  en  trouver  seulement  3o.  Mais  nous  savons 
que,  etant  donne  un  couple  de  fonctions  S  du  premier  ordre,  il  existe 
trois  autres  couples  tels  que  le  produit  des  2r  de  deux  quelconques  des 
quatre  couples  soit  une  fonction  0 paire  etde  caracteristique  nulle (n"24); 
les  quatre  couples  de  plans  singuliers  correspondants  de  la  surface  de 
Kummer  fornient  un  octaedre  de  Gopel.  Done  quatre  couples  de  coniques 
dont  les  plans  forment  un  octaedre  de  Gopel  ne  donnent  naissance,  par 
I'application  du  procede  geometrique  indique  plus  haut,  qu'a  une  seule 
et  meme  famille  de  courbes  de  degre  lim,  et,  par  suite,  le  nombre  deces 

families  de  courbes  est  ^==3o,  resultat  qui  concorde  avec  celui  de 
I'Analyse. 
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La  courbe  d'ordre  intersection  de  la  surface  de  Kummer  et  d'une 
surface  d'ordre  m  -h  i  menee  par  deux  coniques  singulieres,  passe  evi- 
demment  par  les  huit  points  singulierssitues  dans  les  plans  de  ces  deux 
coniques,  en  dehors  de  leur  droite  d'intersection ;  ces  huit  points  sont 
communs  (n"  24)  aux  quatre  couples  de  plans  d'un  meme  octaedre  de 
Gopel. 

Si  Ton  considere  deux  octaedres  de  Gopel  a woctV.y  (n"  24),  les  deux 
families  de  courbes  d'ordre  l\m  qui  correspondent  respectivement  a 
chacun  d'eux  seront  dites  associees ;  les  courbes  de  Tune  des  families 
passent  par  huit  points  singuliers  et  les  courbes  de  I'autre  famille  passent 
par  les  huit  autres  points  singuliers.  Ces  resultats  concordent  avec  ceux 
du  n"  7. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  la  detinition  geometrique  de  toutes  les 
courbes  de  dcgre  [\m  sur  la  surface  de  Kummer;  elles  correspondent  a 
des  0  d'ordre  2m.  II  nous  reste  a  examiner  les  courbes  qui  corres- 
pondent a  des  0  d'ordre  [x,  impair. 


29.  II.  Soil  mainteiiant  \j.  —  im  +  i  \  les  courbes  correspondantes 
sont  d'ordre  [\m  -\-  -i.. 

Les  fonctions  0  normales,  d'ordre  2m  +  i,  paires  ou  impaires,  se 
repartissent  toujours  en  seize  systemes,  selon  les  valeurs  de  la  caracte- 


W  CO 

Q  9' 


ristique;  et  pour  une  caracteristique 

fonclions 


,  il  y  a  (n*"*  4  et5) 


2  m- 


2ni 


paires, 
impaires 


et 


2  m- 


.  .  1  ini  paires, 
tonclions 

(  paires, 


selon  que  la  quantite 


w9 


est 


pane, 
impaire. 


I"  Supposons  d'abordque  coO  -t-  co'6'  soit  pair;  la  fonction  Sr„  du  pre- 


mier ordre,  de  caracteristique 


est  paire  (n"  6),  et  le  produit  de 


cette  fonction  par  une  fonction  0,  paire,  d'ordre  2m  +  i  et  de  meme 
caracteristique,  est  une  fonction  normale,  paire,  d'ordre  2m  +  2  et  de 
caracteristique  nulle.  En  d'autres  termes,  d'apres  le  theoremedu  n"  16, 
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la  courbe  d'ordre  4"' + '-^j  qui  correspond  a  la  foiiction  0  d'ordre 
■im  +  I  consideree,  est  I'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  une 
surface  d'ordre  m  +  i  menee  par  une  conique  singuliere. 

Si,  wO  -h  oj'O'  etant  toujours  suppose  pair,  on  considere  une  fonction  0 


impaire,  d'ordre  im  +  i ,  et  de  caracteristique 


,  le  raisonnemenl 


W  C.) 

precedent  ne  peut  s'appliquei".  En  ce  cas,  soient  3, ,  ^2,  ^jtrois  fonctions  2r 
d'ordre  un,  formant  un  groupe  de  Rosenhain  avec  la  fonction  Sr^  d'ordre 

un  et  de  caracteristique  :  nous  savons  (n"21)  que  le  produit 

."^i  S^oSr-j^o  est  impair  et  de  caracteristique  nulle.  II  en  resulte,  puisque  S:„ 
est  pair,  que  le  produit  ^,^2^3  est  impair,  et  a  meme  caracteristique 
que  2r„.  Si  done  on  multiplie  la  fonction  0  impaire  consideree  parSr,  S^.^I^:,, 
on  obtient  une  fonction  normale  paire  d'ordre  im  -1-  4  et  de  caracteris- 
tique nulle.  En  d'autres  termes,  d'apres  le  theorenie  du  n"  16,  la  courbe 
d'ordre  -h  2  qui  correspond  a  notre  fonction  0  impaire  est  I'inter- 
section de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  d'ordre  ni  -f-  2,  menee 
par  trois  coniques  singulieres  qui  font  partie  d'un  meme  groupe  de 
Rosenhain  (' ). 

Nous  savons  (n"  7),  ce  qui  se  deduirait  d'ailleurs  aisement  des  resul- 
tats  geometriques  precedents,  que,  dans  le  cas  oil  006  +  w'O' est  pair, 
lescourbes  qui  correspondent  aux  0  pairs,  d'ordre  im  -1-  i  et  de  carac- 

tenstique    ^    ^  ,  >  passent  par  six  points  singuliers  situes  dans  un  meme 

plan  singulier,  et  que  celles  qui  correspondent  aux  0  impairs  de  meme 
ordre  et  de  meme  caracteristique  passent  par  les  dix  autres  points  sin- 
guliers. 

■J"  Le  cas  oti  w6  +  w'G' est  impair  donne  lieu  a  des  raisonnements 
identiques;  il  siiffit  d'echanger  partout  les  mots  pair  et  impair. 

30.  Nous  pouvons  maintenant  enoncer  les  propositions  suivantes, 
qui  donnent  la  determination  geometrique  et  la  classification  des 
courbes  d'ur>degre  fixe  a  I'avance,  sur  la  surface  de  Kummer. 

Les  courbes  algebriques  tracees  sur  la  surface  de  Kummer  sont  de  degre 
pair. 


('  )  D'apres  le  n°  21,  ces  trois  coniques  sont  trois  coniques  quelconques,  passant 
par  un  meme  point  singulier. 
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Les  courbes  d'ordre  l\m  tracees  sur  la  surface  se  reparUssent  cn 
32  families  : 

1°  IJne  famille  de  courbes  dont  chacune  est  V intersection  complete  et 
indecomposable  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  d'' ordre  m  gene- 
rale.  V equation  des  courbes  de  cette  famille  depend  lineairement  de 
im^      1  parametres : 

1°  Une  famille,  que  nous  appellerons  singuliere,  de  couj'bes  passant 
par  les  seize  points  singuliers,  dont  chacune  est  intersection  de  la  sur- 
face de  Kummer  avec  une  surface  generale  d'ordre  m^n,  menee  par 
quatre  coniques  singulieres  appartenant  d  un  meme  groupe  de  Rosenhain, 
d'ailleurs  arbitraire.  L"  equation  des  courbes  de  la  famille  singuliere  depend 
lineairement  de  im^  —  3 parametres  ( ^ ) ; 

3"  Trente  families,  deux  a  deux  associces,  de  courbes  dont  chacune 
passe  par  huit  points  singuliers  et  constitue  V intersection  de  la  surface  de 
Kummer  avec  une  surface  generale  d'ordre  m+  i,  menee  par  deux 
coniques  singulieres .  equation  des  courbes  de  chaqiie  famille  depend 
lineairement  de  im-  —  i  parametres . 

Les  courbes  d'une  de  ces  families  passant  par  huit  points  singuliers,  les 
courbes  de  la  famille  associce  passent  par  les  huit  autres.  Chaquc  famille 
est  liee  d  un  octaedre  de  Gopel. 

Les  courbes  d'ordre  [\m-{-i  tracees  sur  la  surface  se  repartissent  en 
32  families. 

I"  Seize  families  de  courbes  passant  par  six  points  singuliers  et  dont 
chacune  est  V intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  gene- 
rale d^ordre  m+i  menee  par  une  conique  singuliere.  V equation  des 
courbes  de  chaque  famille  depend  de  im^  -t-  im parametres ; 

2°  Seize  families  de  courbes  passant  par  dix  points  singuliers  et  dont 
chacune  est  V intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface 
generale  d'ordre  m-\-  2,  menee  par  trois  coniques  singulieres  qui  ont  en 
commun  un  point  singulier.  L'equation  generale  des  courbes  de  chaque 
famille  depend  lineairement  de  2m-  ^  2m  —  i  parametres . 

Chacune  des  seize  families  de  la  premiere  espece  est  associee  d  une 


(1)  Pour  m  =  c"est-a-dire  pour  les  courbes  d'ordre  quatre,  la  famille  singu- 
liere n'existe  pas  (n"  28). 

aiUVUlCS   \>V.  0.   HUMBERT,  T.   II.  I) 
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famille  de  la  seconde  espi'ce  d'apres  la  hi  suivante  :  les  courbes  de  la 
premiere  famille  passent  par  six  points  singuliers  situes  siir  une  meme 
conique^  les  courbes  de  la  famille  associee  passent  par  les  dix  autres 
points  singuliers. 

Dans  ces  enonces,  quand  nous  disons  que  I'equation  d'une  famille 
de  courbes  depend  lineairement  de  /■  parametres,  nous  entendons  que 
cette  equation  pent  se  mettre  sous  la  forme 

les  X  etant  des  constantes  arbitraires,  at  les  0  des  fonctions  normales 
de  meme  ordre  et  de  meme  caracteristique,  simultanement  paires  ou 
impaires. 

31.  Remarque.  —  Les  courbes  d'ordre  4^  ou  [\m-\--2  dont  on  vient 
de  donner  la  determination  sur  la  surface  de  Kummer  sont  les  plus 
generales  de  leur  degre  et  n'ont  pas  de  points  multiples,  si  Ton  ne 
particularise  pas  les  fonctions  theta  correspondantes. 

II  est  interessant  d'etudier  la  nature  des  points  multiples  qu'elles 
peuvent  presenter  en  un  des  points  singuliers  de  la  surface;  nous  choi- 
sirons  le  point  u  =  o,  v  =  o,  mais  nos  raisonnements  s'etendraient 
sans  difficulte  a  tous  les  autres. 

Considerons  les  fonctions  c),  d'ordre  m,  normales,  de  carac- 

terisque  donnee,  paires  ou  impaires. 

Si  elles  ne  s'annulent  pas  toutes  pour  u  =  o,  v  —  o,  elles  sont  paires 
et,  par  suite,  celles  d'entre  elles  qui  deviennent  nulles  au  point  (o,  o) 
ont  aussi  leurs  derivees  premieres,  par  rapport  a  «^  et  a  nulles  au 
meme  point.  On  voit  ainsi  que  les  courbes  de  la  famille  correspondante 
ne  passent  pas  toutes  par  le  point  (o,  o),  mais  que  celles  qui  y  passent 
y  ont  un  point  double,  et  plus  generalement  un  point  multiple  d'ordre 
pair. 

Si  les  fonctions  0„i(//,  v)  s'annulent  toutes  pour  u  =  o,  v  =  o,  elles 
sont  impaires,  et  les  courbes  correspondantes,  qui  passent  toutes  par 
le  point  (o,  o),  ne  peuvent  avoir  en  ce  point  qu'un  point  multiple  d'ordre 
impair. 

Ainsi  : 

Les  courbes  d'un  meme  ordre  et  d'une  meme  famille ^  qui  passent 
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par  an  point  singulier  de  la  surface  de  Kummer,  ont  en  ce  point  un  point 
multiple  d'ordre  impair  ou  d'ordre  pair,  selon  que  toutes  les  courbes  de  la 
famille  passent  ou  ne  passent  pas  par  ce  point. 

Dans  cet  enonce,  le  point  multiple  d'ordre  impair  peut  etre  un  point 
simple. 

Ce  resultat  permet  de  determiner  la  famille  a  laquelle  appartient  une 
courbe  de  la  surface  de  Kummer  lorsque  Ton  connait  I'ordre  de  multi- 
plicite  des  seize  points  singuliers  sur  cette  courbe. 

Ainsi,  une  courbe  d'ordre  l[m  ayant  un  point  double  en  chacun  des 
seize  points  singuliers  est  I'interseclion  de  la  surface  de  Kummer  avec 
une  surface  d'ordre  m  passant  par  ces  points,  etc. 

32.  Etant  donnees  deux  courbes  d'un  meme  ordre  et  d'une  meme 
famille,  il  est  clair  que  le  produit  des  fonctions  0  correspondantes  est 
toujours  une  fonction  0  normale  paire,  d'ordre  pair,  a  caracteristique 
nulle  :  done  (n"  16)  ces  deux  courbes  constituent  Tintersection  com- 
plete de  la  surface  de  Kummer  et  d'une  surface  algebrique.  Ainsi  : 

Par  deux  courbes  tracees  sur  la  surface  de  Kummer,  de  mcmc  degre, 
'?.p,  et  appurtenant  a  la  meme  famille,  on  peut  toujours  faire  passer  une 
surface  d'ordre p,  ne  coupant plus  la  surface  de  Kummer  en  dehors  de  ces 
courbes. 

Soient 

>,,0,  +  >.,0,  +  ...+  ).,.^^0,^,  =  o, 

les  equations  des  deux  courbes  considerees. 

Les  produits  0,  et  0y  etant  (  n°  1(3)  des  fonctions  entieres,  d'ordre 
des  coordonnees  x^,  x.,,  x-^  a;,,  d'un  point  de  la  surface  de  Kummer, 
I'equation  de  la  surface  d'ordre  p  qui  passe  par  les  deux  courbes  s'ob- 
tiendra  en  remplagant  dans  I'equation  developpee  : 

les  produits  et  0,0/  par  leurs  valeurs  en  fonction  entiere  des  coor- 
donnees 

Dans  le  cas  oil  les  deux  courbes  coincident,  on  obtiendra  par  ce 
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procede  I'equation  d'line  surface  d'ordre  p  inscrile  a  la  surface  de 
Kummer  le  long  de  la  courbc  unique  consideree  (n°  17). 

II  va  sans  dire  que  si  p  est  egal  ou  supericur  a  4>  on  pourra  ajouter 
aux  premiers  membres  des  equations  des  surfaces  ainsi  obtenues  une 
expression  do  la  forme  Ki^/,-,,  K  etant  le  premier  membre  de  I'equation 
de  la  surface  de  Kummer,  et  un  polynome  homogene  quelconque 
d'ordre p  —  '\  en  x^,  a?,,  X;^,  x.,. 

Surfaces  inscrites  a  la  surface  de  Kummer. 
33.  Soit  I'equation  d'une  courbe  d'ordre  ip 

celle  de  la  surface  inscrite  d'ordre  p  correspondante  sera,  comme  on 
vieiit  de  le  dire,  de  la  forme 

( 10 )  >,T  A ,  I  +  2  A,  A,  A, ,  +  Ar;  A,,  H-  .  .  .  4-  AjV,  Aa-^.,  .x-    =  o, 

les  A  etant  des  polynomes  d'ordre  p  en  a;,,  x.,,  x-^,  x-,.  Gette  equation, 
si  Ton  y  fait  varier  les  parametres  a,  represcnte  une  famille  de  surfaces 
d'ordre p,  qui  sont  toutes  inscrites  a  la  surface  de  Kummer  le  long  des 
courbes  d'ordre  2p  appartenant  a  la  meme  famille. 

D'aprt's  cela,  en  appelant  surface  inscrite  a  la  surface  de  Kummer 
une  surface  qui  touche  celle-ci  en  tous  ses  points  de  rencontre  avec 
elle,  on  voit  que  la  theorie  des  families  de  surfaces  inscrites  est  la 
meme  que  celle  des  courbes  algebriques  de  la  surface,  et  qu'on  pent 
enoncer  les  propositions  suivantes  : 

//  existe  trente-deux  families  de  surfaces  d^ordre  2 m  inscrites  a.  la  sur- 
face de  Kummer. 

Les  surfaces  de  la  premiere  famille  sont  inscrites  suivant  les  courbes 
d'ordre  l\m  de  la  premiere  famille;  leur  equation  generale  est  de  la  forme 

(11)  a;-;, -4- iv(^>  .,,„_,,,=:  o, 

oil  A,„  et  sont  des  polynomes  arbitraires  en  x^,x.:^,x■.,X;,,  d'ordre 
marque  par  I'indice;  K  est  toujours  le  premier  membre  de  I'equation 
de  la  surface  de  Kummer. 

Les  surfaces  de  la  deuxieme  famille  sont  inscrites  le  long  des  courbes 
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(Vordre  L\m  de  la  fnmille  singulicre ;  lew  equation  generale  est  de  la 
forme  (lo),  ou  k  =  im'^  —  ^  ( '  )• 

Les  surfaces  des  trente  dernieres  families  sont  inscrites  le  long  des 
courhes  d'ordre  L\m  des  trente  dernieres  families;  leur  equation  generale 
est,  pour  les  surfaces  inscrites  d'une  meme  famille,  de  la  forme  (lo)  oti  k 
a  la  valeur  2  m-  —  i . 

De  meme  : 

//  existe  trente-deux  families  de  surfaces  d^ordre  im-\-i  inscrites  a.  la 
surface  de  Rummer,  le  long  des  trente-deux  families  de  courhes  d^ordre 
L\m-\- 1  de  cette  surface. 

L' equation  generale  des  surfaces  inscrites  de  Vune  des  seize  premieres 
families  est  de  la  forme  (10),  oii  k  a  la  valeur  2m-  +  2m;  celle  des  sur- 
faces inscrites  de  Vune  des  seize  dernieres  families  est  de  la  meme  forme, 
k  ay  ant  la  valeur  im^     nm.  —  i . 

.'U.  Soient  A  =  o  et  C  =  o  deux  surfaces  inscrites  du  meme  ordre  et 
d'une  meme  famille;  leurs  deux  courbes  de  contact  sont  (n"  32)  sur 
une  surface  B  =  o,  de  meme  ordre,  h,  que  les  premieres. 

Si  dans  A  on  remplace  les  coordonnees  d'un  point 

de  la  surface  de  Kummer,  exprimees  en  fonction  hyperelliptique  de  u 
et  V,  et  si  Ton  fait  la  meme  substitution  dans  B  et  dans  C,  on  trouve, 
d'apres  le  n°  32, 

Ai=0j(//,  (').       C  =  0r,(f/,  (0,       B  =  0,0o, 

0i  el  ©a  etant  des  fonctions  theta;  on  a  done  identiquement,  en  tout 
point  de  la  surface  de  Kummer, 

AC  — B-^=o, 

et,  par  suite,  en  reintroduisant  dans  A,  B,  C  les  coordonnees  courantes, 
on  obtient  Videntite 

AC  — R==KD, 

oil  D  est  un  polynome  entier  d'ordre  ih  —  f\  en  x^,  x.^,  x-^,  x.,,.  Cette 
identite  a  lieu  pour  tons  les  points  de  Vespace ;  elle  nous  sera  tres  utile 
dans  la  suite. 


' )  PoLir//i  =  i,  ceLle  laiuille  de  surfaces  inscrites  n"e.\isLe  pas. 
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35.  II  est  interessant  de  remarquer  que  le  nombre  des  families  de 
surfaces  d'ordre  p  inscrites  a  la  surface  de  Kummer  est  precisement 
egal  a  celui  des  families  de  courbes  d'ordre p  inscrites  a  une  courbe  du 
quatrieme  degre,  a  un  point  double  :  par  consequent,  si  Ton  considere 
la  section  de  la  surface  de  Kummer  par  un  de  ses  plans  tangents,  on 
obtiendra  toutes  les  courbes  inscrites  a  cette  section  en  coupant,  par 
le  meme  plan,  toutes  les  surfaces  inscrites  a  la  surface  de  Kummer  ('). 

La  proposition  ne  serait  plus  vraie  si,  au  lieu  de  la  section  par  un  plan 
tangent,  on  considerait  une  section  plane  quelconque. 

CHAPITRE  in. 

BIQIJADRATIQUES  SITUEES   SUR  LA  SURFACE  DE  KUMMER 
ET  QUADRIQUES  INSCRITES  A  CETTE  SURFACE. 

36.  Apres  les  coniques,  les  courbes  de  plus  petit  degre  que  Ton  ren- 
contre sur  la  surface  de  Kummer  sont  du  quatrieme  ordre  :  il  n'y  a 
(n°  30)  que  trente  et  une  families  de  courbes  de  cet  ordre;  la  premiere 
se  compose  de  I'ensemble  des  sections  planes;  les  trente  autres,  dont 
nous  allons  maintenant  aborder  I'etude,  sont  composees  de  biquadfa- 
tigiu's,  car  deux  courbes  quelconques  d'une  meme  famille  etant(n°  32) 
sur  une  quadrique,  chacune  de  ces  courbes  est  la  base  d'un  faisceau 
ponctuel  de  surfaces  du  second  ordre. 

Les  biquadratiques  d'une  meme  famille  sont  (n°  30)  les  intersections 
de  la  surface  de  Kummer  avec  les  quadriques  passant  par  deux  coniques 


(')  JNous  renveirons,  pour  le  nombre  des  families  de  courbes  d'ordrep  inscrites 
a  une  quarlique  plane,  possedant  un  point  double,  a  notre  Memoire  sur  V Appli- 
cation de  la  theorie  des  fonctions  j'uclisiennes  d  la  Geomelrie  (4"  serie  de  ce 
Journal,  t.  II).  II  resulte  des  formules  donnees  aux  n"^  39  et  'i-S  de  ce  Memoire 
qu'il  existe  seize  systemes  de  courbes  d'ordre  p  inscrites  a  la  quarlique,  chaque 
systeme  se  decomposant  en  deux  families,  soil  en  tout  trente-deux  families.  Si  p 
est  pair,  p  =  im^  un  des  seize  systemes,  est  particulierement  remarquable  :  la 
premiere  des  deux  families  de  ce  systeme  comprend  les  courbes  d'ordre  m  du 
plan  comptees  deux  fois,  et  correspond  a  la  premiere  famille  (ii)  de  surfaces 
d'ordre  im  inscrites  a  la  surface  de  Kummer;  la  seconde  famille  du  systeme 
correspond  a  notre  seconde  famille  (ou  singuliere)  de  surfaces  inscrites. 


THEoniE  g6n^;r\lk  des  surfaces  hypf.reli.iptiques. 
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singulieres  :  en  particulier,  ces  deux  coniques  constituent  une  biqua- 
dratique  de  la  famille.  Nous  savons  (n°  28)  que,  pour  la  definition 
geometrique  d'une  famille  de  couibes  d'ordre  l\m,  on  peut  remplacer 
les  deux  coniques  primitives  par  trois  autres  couples  de  coniques,  les 
plans  de  quatre  couples  formant  un  octaedre  de  Gopel;  il  en  resulte 
que,  dans  une  meme  famille  de  biquadratiques,  figurent  quatre  couples 
de  coniques. 

Le  long  de  Unite  biquadratique  on  peut  (n"  17)  inscrire  d  la  surface  de 
Kuinrner  une  surface  da  second  ordre;  nous  trouvons  ainsi  trente  families 
de  quadriques  inscrites,  dont  chacune  comprend  quatre  couples  de 
plans  singuliers,  formant  un  octaedre  de  Gopel  ('  ). 

Les  biquadriques  et,  par  suite,  les  quadriques  inscrites  d'une  meme 
famille  passent  par  les  huits  points  singuliers  communs  aux  couples  de 
plans  de  I'octaedre  qui  correspond  a  la  famille. 

Les  trente  families  sont  deux  a  deux  associees  (n"  30),  de  telle  sorte 
que  les  octaedres  correspondant  a  deux  families  associees  n'ont  aucun 
plan  singulier  commun. 

Pour  definir  une  famille  de  quadriques  inscrites,  il  suffitde  connaitre 
I'octaedre  de  Gopel  qui  lui  correspond ;  or  nous  avons  trouve  au  n"  24 
trois  types  de  notations  pour  les  octaedres. 

Dans  le  premier  type,  que  nous  designerons  par  le  symbole  (entre 
crochets)  [a[3a'[3'],  les  quatre  couples  des  plans  singuliers  sont 

aa'    et    (3[3',       a(3'    el    (3a',       yy'    el    o8',       yh'    el  oy'; 

les  huit  points  singuliers  communs  a  ces  quatre  couples  sont 

(a-/),    (a5').  ((3o'),    (ya'),    (yjB'),    (6a'),    (8(3')    (  =  ). 

Dans  le  second  type,  que  nous  designerons  par  le  symbole  [a'P'],  les 
couples  de  plans  sont 

aa'    et    a(3',       3a'    el    (3(3',       ya'    el    y(3',       oa'    el  5(3', 

et  les  huit  points  ont  les  memes  symboles  que  ces  huit  plans. 

(')  MM.  liolin  el  Daiboux  ont  etabli  Fexislence  des  trente  syslemes  de  (|ua- 
driques  inscrites,  dont  M.  Darboux  a  fait  connaitre  plusieurs  proprietes  geonie- 
triques  que  nous  retrouvons  plus  loin  ( Fo//' Rohn.  Math.  An/ialen,  I.  XV,  p.  35i ; 
Darboux,  Comptes  rendus,  t.  XCII,  p.  686). 

(-)  D'apres  cela,  les  symboles  [aj3a'j3']  el[y(5y'5']  designent  le  meme  octaedre. 
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Enfin,  clans  le  troisieme  type,  auquel  nous  attacherons  le  sym- 
bole  [a,3],  les  couples  de  plans  sont 

y.yj    el     Sa'.        y.y    el     [3(5'.        ay'    el    {3-/',        y.o'    el  (3o', 

pt  les  huit  points  ont  les  niemes  symboles. 

Nous  designerons  dans  ce  qui  suit  par  plans  siiiguliers  f/'une  famille 
de  quadriques  inscrites  les  huit  plans  qui  font  partie  de  cette  famille; 
par  points  singuliers  d'une  famille  les  huit  points  par  lesquels  passent 
les  quadriques  inscrites  de  la  famille;  nous  representerons  une  famille 
de  biquadratiques  ou  de  quadriques  inscrites  par  le  symbole  de 
I'octaedre  correspondant,  tel  que  [a^]. 

II  est  clair  que  la  famille  associee  de  [aTrS]  est[Yo  |,  de  meme  que  la 
famille  associee  de  [a' 8']  est  h"o'];  enfin  les  families  [apa' (3']  et  [aj^y'o'] 
sont  associees. 

'M .  Cela  pose,  on  verifie  aisement,  a  I'aide  des  notations  symboliques, 
les  propositions  suivantes  : 

I"  Les  biquadratiques  d\ine  meme  famille  ont  deux  points  singuliers 
comnmns  avec  tout  plan  singulier  nappartenant pas  a  la  famille,  d'oii  il 
suit  que  ces  courbes  coupent  le  plan  considere  en  deux  points  mobiles. 

D'ailleurs  toute  courbe  tracee  sur  la  surface  de  Kummer  touche 
necessairement  un  plan  singulier  en  tous  les  points,  non  singuliers,  ou 
elle  le  rencontre,  et  des  lors  les  biquadratiques  d'une  famille  touchent 
en  un  point  les  huit  plans  singuliers  qui  ne  font  pas  partie  de  la  famille ; 
done  : 

Les  quadriques  inscrites  d'une  meme  famille  touchent  les  huit  plans  sin- 
guliers de  la  famille  associee. 

2"  Deux  families  de  quadriques  inscrites,  non  associees,  ont  encommun 
quatre plans  etquatre points  singuliers ;  mais  deuxcas  sont  ici  a  distinguer. 

Dans  le  premier  cas,  les  quatre  plans  singuliers  communs  forment  un 
tetraedrede  Bosenhain,  dont  les  sommets  sont  les  quatre  points  singuliers 
communs.  Ainsi,  les  families  [afi]  et  [ay]  ont  en  commun  le  tetaedre 
de  Rosenhain  :  aa',  a[3',  ay',  ao'. 

Dans  le  second  cas,  les  quatre  plans  singuliers  communs  forment  un 
groupe  de  Gopel,  et  appartiennent  a  une  troisieme  famille;  ainsi  les 
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families  [o(.[i]  et  ont  en  commun  les  quatre  plans  aa',  a^',  !3a',  ^[3', 
qui  appartiennent  a  la  famille  [a[3a'(3'].  Quant  aux  quatre  points  com- 
niuns  aux  deux  premieres  families,  ils  forment  aussi  un  groupe  de 
Gopel  et  appartiennent  a  la  famille  associee  de  [a[3a'p']. 

On  trouve  sans  difliculte  a  I'aide  de  la  notation  symbolique  qu'une 
famille  de  quadriques  inscrites  a  en  commun,  avec  douze  autres  families, 
quatre  plans  singuliers  formant  un  groupe  de  Gopel;  avec  seize  autres, 
quatre  plans  singuliers  formant  un  groupe  de  Bosenhain :  la  trentieme 
famille  est  Vassocice  de  la  premiere. 

Ainsi,  les  douze  families  qui  ont  en  commun  avec  un  groupe  de 
Gopel  de  plans  singuliers  sont  : 

[a'P'l,    [y'o'l    [y:-/].    [^'o'].    [a'o'].  [^'/|. 

{c,pry.'p'l   [apyn   [^py'y'l  [^^^'ol  L^iSS'-/]. 

Los  autres  families  (I'associeo  [yo]  exceptee)  ont  en  commun  avec  [a|3] 
quatre  plans  formant  un  groupe  de  Rosenhain. 

3°  Deux  hiquadratiques  appurtenant  j-espectivement  d  deux  families 
associees  se  coupent  en  quatre  points  mobiles  :  cela  resulte  de  la  formule 
de  M.  Poincare,  car,  d'apres  cette  formule,  deux  fonctions  0  du  second 
ordre  ont  huit  zeros  communs;  les  deux  0  qui  correspondent  a  deux 
hiquadratiques  etant  des  fonctions  soit  paires,  soit  impaires,  los  huit 
zeros  communs  sont  deux  a  deux  egaux  et  de  signes  contraires,  et  ne 
donnent  des  lors  que  quatre  points  de  la  surface  de  Kummer. 

Deux  hiquadratiques  appurtenant  a  deux  families  non  associees  se 
coupent  en  deux  points  mobiles :  car,  parmi  les  huit  zeros  communs  aux 
deux  fonctions  0  correspondantes,  figurent  quatre  demi-periodes,  don- 
nant  les  quatre  points  singuliers  communs  aux  deux  courbes ;  les  quatre 
autres  zeros,  deux  a  deux  egaux  et  de  signes  contraires,  donnent  deux 
points  de  la  surface  de  Kummer. 

En  d'autres  termes  : 

Deux  quadriques  inscrites,  appurtenant  respective  me  nt  d  deux  families 
associees,  se  touclient  en  quatre  points,  et  se  coupent  des  lors  suivant  quatre 
droites .  (  Darbo  ux . ) 

Deux  quadriques  inscrites,  appurtenant  respectiK>ement  a  deux  f amilles 
non  associees  se  touchent  en  deux  points. 

Nous  allons  faire  voir  que,  dans  ce  dernier  cas,  les  deux  quadriques 
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se  coupent  suivant  deux  coniques,  ou  suivant  une  droite  et  une  cubique, 
selon  que  les  quatre  plans  singuliers  qui  leursontcommunsformentun 
groupe  de  Gopel  ou  un  groupe  de  Rosenhain. 

38.  Considerons  d'abord  un  groupe  de  Gopel  de  plans  singuliers; 
soient  x  =  0,7  =  0,  z  =  o,t  =  o[es  equations  deces  quatre  plans ;  V  =  o 
celle  de  la  quadrique  qui  contient  (n°  23)  leurs  coniques  de  contact 
avec  la  surface  de  Kummer;  Tequation  de  celle-ci  est  de  la  forme 

(  I  -2  )  K  =;  \  -  —  JCfZt  —  O. 

Les  quadriques  representees  par  Tequation 

I'^jz  4-  2X V  +  ^  /  =  o, 

ou  X  est  un  parametre  variable,  sont  inscrites  a  la  surface  de  Kummer, 
K  =  o,  puisque  leur  enveloppe  a  pour  equation  —  xjzt=  0,  et  cette 
famille  de  quadriques  comprend  evidemment  les  deux  couples  de  plans 
yz  =  o  el  xt  =  o.  Les  equations 

oil  fx  o(  rrf  sont  des  parametres  variables,  representent  aussi  des  qua- 
driques inscrites  a  K  o,  etchacunede  ces  nouvelles  families  comprend, 
comme  la  premiere,  les  quatre  plans  x  =  o,  y  —  o,  z  —     t  =  o. 

Nous  avons  ainsi  les  equations  de  trois  families  de  quadriques 
inscrites  a  la  surface  de  Kummer,  et  ayant  en  commun  un  groupe  de 
Gopel  de  plans  singuliers;  il  est  clair  d'ailleurs,  pour  que  K  =  o  soit 
une  surface  de  Kummer,  que  les  coefficients  de  Y  doivent  verifier  cer- 
taines  conditions,  mais  ces  conditions  sont  inutiles  a  preciser  pour  ce 
qui  suit.  Posons,  pour  abreger, 

A  =  }.-  )  .:  +  2/,  \  -4-  xt, 
B  =  ^i.'- zx -T- i  ^  \      )  t . 

et 

O  =  '/.JZ  +  IJ.ZX  -+-  7SJC  )  , 

<]/  =  'k^iz  -+-  /.5J )'  +  iJ.mx. 

S  =z  V(/  -\-        +  1(0  -+-  llJ.V3JUJ  Z, 

0  =  8  '/.(j-vs  \  +  .4  /.(j-xso  —  it  —  'I 
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on  a  identiquement 

ABC-S"=KG. 

On  a  egalement  les  identites 

4fJ<-nTA  =  G  H-  (  /  —  -I-  'i^j-TSxy-. 
4  XwB  =  G  +  —  +  2  krsy)-, 
4  >,|ji C  =  G  +  +        z  )•■=. 

Ces  dernieres  relations  montrent  que  les  quadriqiies  A,  B,  C  sent 
circonscrites  a  la  quadrique  G,  et  se  coupent  deux  a  deux  suivant 
deux  coniques;  la  premiere  identite  fait  voir  que  les  trois  coniques  de 
contact  des  quadriques  A,  B,  C,  avec  la  quadrique  G,  sont  sur  une  sur- 
face cubique,  S  =  o,  qui  passe  par  les  biquadratiques  de  contact  des 
trois  premieres  quadriques  avec  la  surface  de  Kummer,  K  —  o.  On  pent 
done  enoncer  les  propositions  suivantes  : 

Soient  deux  families  de  quadriques  inscrites  d  la  surface  de  Kummer  et 
ayant  en  commun  quatre  plans  singuliers  formant  un  groupe  de  Gdpel; 
ces  quatre  plans  appartiennent  a  une  troisieme  famille  de  quadriques 
inscrites. 

Trois  quadriques  inscrites  quelconques,  appartenant  respectivement  d 
ces  trois  families^  ont  leurs  biquadratiques  de  contact  avec  la  surface  de 
Kummer  situees  sur  une  meme  surface  cubique,  qui  coupe  en  outre  chacune 
d'elles  suivant  une  conique ;  ilexiste  une  surface  du  second  ordre  inscrite 
aux  trois  quadriques  le  long  des  trois  coniques  ainsi  determinees. 

Les  trois  quadriques  se  coupent  deux  d  deux  suivant  deux  coniques. 

39.  Les  identites  precedentes  donnent  encore  lieu  a  d'autres  conse- 
quences. 

Les  deux  quadriques  A  et  B  se  touchent  en  deux  points  situes  sur  la 
droite  t  —  -\-  i  [jLtnx  =  o ;  i  —  '|  +  2  agjj  =  o,  qui  rencontre  evidem- 
ment  la  droite  x  =  o,  y  =  o,  et  aussi,  en  vertu  de  I'expression  de  (|^, 
la  droite  t  =  o,  z  =  o  :  done  les  trois  quadriques  A,  B,  C  se  touchent 
deux  a  deux  en  deux  points,  situes  d'ailleurs  sur  la  surface  de  Kummer, 
et  les  trois  droites  qui  joignont  les  points  de  contact  d'un  meme  couple 
s'appuient  sur  deux  aretes  opposees  du  tetraedre  de  reference.  De  plus, 
ces  trois  droites  concourent  au  point  d'intersection  des  trois  plans 

/  —  ']/-!-  2 [msx  =  0,       t  —  'j/  4-  2  l.xsy  =  0,       t  —  'j/  H-  2  /./a ;  =  o, 
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c'est-a-dire  au  point 

X       y       z  I 

Inverseinnnt,  si  co  point  est  donne  arbifraiiempiit,  on  determinera 
les  quadriques  A,  B,  C,  qui  lui  correspondent,  par  les  relations 

X  _    [J.           C7    '/.p-TSS 

X       y       z  / 

qui  donnent,  pour  a,  a,  nj,  deux  systemes  de  solutions  (en  ecartant  la 
solution  }>  =  \}.  =  cTj  —  o)  , 

tx  .  r  ^  z 

/.-=—»        U.—  I.  —  1        in  = /.  —  • 

X  X 

Observant  que  la  quadrique  G  =  o  toiiche  evidemment  la  surface  de 
Kummcr  aux  six  points  de  contact  des  quadriques  A,  B,  C  deux  a  deux, 
on  deduit  de  cette  analyse  les  consequences  suivantes  : 

Trois  (jiiadnqnes  inscrites  d  la  surface  de  h'limme?',  et  appurtenant 
respective inent  d  trois  farrdlles  qui  ont  en  commun  quatre  plans  singuliers 
forrnant  un  tetraedre  de  Gopel,  se  touchent  deux  d  deux  en  deux  points; 
les  trois  droites  qui  joignent  les  trois  couples  de  points  de  contact  sont  con- 
courantes  et  s^appuient  respectivement  sur  les  trois  couples  d' aretes  opposees 
du  tetraedre;  de  plus,  en  ces  six  points  de  contact,  une  meme  quadrique 
(celle  qui  est  inscrite  aux  trois  quadriques  primitives)  toiiche  la  surface 
de  Kummer. 

Inversement,  trois  droites  menees  par  un  point  quelconque  de  Vespace 
et  s'appuyant  respectivement  sur  les  trois  couples  d'^arHes  opposees  d'un 
tetraedre  de  Gopel  de  plans  singuliers,  coupent,  au  total,  la  surface  de 
Kummer  en  douze  points,  qui  se  partagent  en  deux  groupes  de  six  points, 
situes  par  couple  sur  les  trois  droites  considerees  :  les  six  points  de  chaque 
groupe  sont  les  points  de  contact  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  sur j  ace 
du  second  ordre  (  '  ). 

40.  Considerons  maintenant  deux  families  de  quadriques  inscrites  a 


(')  Ce  llieori'iiie  el  celiii  du  n"  36  s  appliqueiil,  avec  de  simples  riiodilicalions 
de  langage.  a  loiiles  les  sni  faces  du  quatrieme  ordre  representees  par  une  equation 
de  la  forme  puis(|iie  cest  celte  forme  qui  a  servi  de  base  a  nos  calculs. 
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la  surface  de  Kuinmer  et  ayant  en  commun  quatre  plans  formant  an 
groupe  de  Bosenhain;  par  example,  les  families  [ap]  et  [  ay],  qui  onten 
commun  les  quatre  plans  aa',  a[ii',  ay',  ao'  :  remarquons  que  les  quatre 
autres  plans  singuliers  de  la  famille  [a^]  et  les  quatre  autres  plans  de  la 
famille  [ay],  a  savoir  :  (3a',  [BJB',  [i^f ,  po'  et  ya',  ^3',  yy',  yo',  appartiennent 
a  une  meme  famille  [,3^],  et  Ton  verifie  aisement  que  c'est  la  un  fait 
general, 

Cela  pose,  soit  un  des  quatre  plans  communs  aux  deux  families  con- 
sidcrees  primitivement,  aa'  par  exemple;  ce  plan,  associe  au  plan  [5ia', 
forme  une  quadrique  de  la  premiere  famille,  [a^],  et,  associe  au 
plan  ya',  une  quadrique  de  la  deuxieme  famille,  [ay  ] ;  les  deux  plans  ^a' 
et  ya'  forment  une  quadrique  de  la  famille  [py]  (n"  36). 

Designons  maintenant  par  ^  =  o,  r  =  o,  a?  =  o  les  equations  respec- 
tives  des  trois  plans  aa',  pa',  ya'  :  ces  trois  plans  se  coupent  au  point 
singulier  (oa'),  et,  par  suite,  leurs  coniques  de  contact  avec  la  surface 
Kummer  ne  peuvent  etre  sur  une  meme  quadrique. 

L'equation  de  la  surface  de  Kummer  pourra  se  mettre  sous  Tune  des 
trois  formes 

L,  M,  N,  I,  ni,  n  etant  des  polynomes  du  second  ordre  en  Jr,y,  z,  /.  On 
pourra  evidemment  disposer  des  facteurs  constants  qui  figurent  dans 
ces  polynomes  pour  qu'on  ait  identiquement 

L-  —  /  rz~  M-  —  III  z.v  =  i\-  —  n  xy. 

On  en  deduit 

L-  —  \l-=  z  {I  y  —  /nx), 

ce  qui  montre  que  L  —  M  ou  L  +  M  est  divisible  par     On  a  ainsi 

L  ±:  M  =  2  rz,       M±N  =  ipx,       N  rb  L  = 

p,  q,  r  etant  lineaires  en  x,y,  z,  t.  Comme  L,  M,  N  ne  figurent  dans 
l'equation  de  la  surface  de  Kummer  que  par  leurs  carres,  ils  ne  sont 
determines  qu'au  signe  pres  et  Ton  peut  ecrire,  sans  diminuer  la  gene- 
ralite, 

L  +  M  =  2/;,       M  +  N  =  i2/j^-,       N±L  =  2<7v. 
On  a  done  deux  cas  a  distinguer. 

Si  Ton  prend  le  signe  —  dans  N  ±  L,  on  ecrira,  en  changeant  pour 
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la  symetrie  les  signes  deM  eip 

L  —  M  =  9,  rx,       M  —  "S  =  2  px,       X  —  L  =  2  qy, 

(I'oil 

px  +  qy  +  rzz=io\ 

c'est-a-dire 

ip  =  (y — bz.        iq  —  az  —  cx,        ■.>.r=zbx  —  ar. 

a,  b,  c  designant  des  constantes.  On  en  conclut 

L  —  a  ^  z  —  W  —  bzx  =  X  —  ''^J', 

et,  en  appelant  V  la  valeur  commune  de  ces  expressions,  les  trois 
formes  de  I'equation  de  Kummer  deviennent 

V- — /'yz  =  o.        V- — ni'zx  =  o,        \'  —  n'xy  =  o, 

I',  m',  n'  etant  des  polynomes  du  second  ordre.  On  en  deduit  de  suite 

r=T.x\,       m'=:Tr,  n'=Tz. 

T  etant  du  premier  ordre,  et  la  surface  de  Kummer  a  pour  equation 

V-  —  xvzT  —  o. 

Les  trois  coniques  de  contact  des  plans  a;  =  o,j'  =  o,  ;=o  sont  sur 
une  quadrique,  V  =  o  :  c'est  le  cas  examine  plus  haut,  ce  n'est  pas 
celui  dans  lequel  nous  nous  sommes  supposes  places;  nous  devons 
done  admettre  la  seconde  hypothese,  celle  ou  Ton  a 

L  +  M  =  '2rz,       M  +  N  =  2px,       \  +  L  =  a  qy, 

qui  donne 

L  =  qj  -+-  rz  —  px,        M  —  rz  +px  —  qy,       IN  =  px  ^-  qr  —  rz. 

La  relation 

L-—  M-i=  z(lr  —  mxj 

devient  alors 

'i  '■((/,>■  —  P'^)  —  f.y  —  mx^ 

et,  de  meme,  on  a 

'\p{rz  — qy)  =  niz —  v, 

d'oti  Ton  tire 

/  —  'irq       m  —  4/7^       n  —  .\pq 

X  y  z 

et,  par  suite, 

/  =  9x-^Lirq,       in  —  By-^Jirp,       n  =  Bz  +  L^pq, 
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0  etant  lineaire  en  x,  y,  2,  t.  L'equation  de  la  surface  de  Kummer, 
h.  —  lyz  -—  o,  est  alors 

(i3)  9a;jz.  =  f/'  y- -+-  r-z- —  ipfjxy  —  y.pr.rz  —  Af/rj  z. 

Les  trois  families  de  quadriques  inscrites  auxquelles  appartiennent 
respectivement  les  couples  de  plans  =  o,  zx  =  o,  xy  =  o  ont  pour 
equations,  en  designant  par  A,  [j.,  uy  des  constantes  arbitraires, 

A  =:  I'j'z  +  2  '/.(qr  +  r  z  —  [)  t)  -i-  !i  rq  +Bx  z=io, 
B  =  jjL^SA-  +  2  |JL(  /•  c  +  />J7  —  q  y  )  4-  \pr  +  By  -  o, 
C  =  vs'-xy  H-  'ix^ipx  -t-  q  y  —  /':;  )  -i-  '-\pq  +  9  c  =  o ; 

car  on  verifie  de  suite  que  I'enveloppe  des  surfaces  A  =  0,  B^o,  C  =  o 
est  bien  la  surface 

Ces  equations  montrent  que  toute  quadrique  A  coupe  loute  qua- 
drique  B  ou  C  suivant  une  droite  et  une  cubique  gauche;  on  a,  en  effef, 
identiquement, 

A  y  —  B.f  =  (/.  V  I-  [j.x  +  •:>.  r)  [  z{'/.  y  —  [j.x)  -i~  :>.{q  y  ~—  p-'c)  \- 
Or  le  plan 

O  —  ).  }■  +  [J-X  -f  2  /• 

louche  A,  car  on  verifie  immediatement  que  la  droite  de  ce  plan, 
Aj -h  27- =  o,  =  o  est  sur  la  quadrique  A;  ce  plan  touche  de  menie 
la  quadrique  B.  II  resulte  de  ces  remarques  et  de  I'identite  precedente 
que  les  deux  quadriques  A  et  B  ont  une  droite  commune,  situee  dans 
le  plan  +  2/- =  o;  on  verrait  de  meme  que  les  surfaces  A, 

B,  C  se  coupent  deux  a  deux  suivant  une  droite  et  une  cubique. 

La  biquadratique  de  contact  de  la  surface  A==o  et  de  la  surface  de 
Kummer  est  donnee  par  les  deux  equations 

y.jz  4-  qj  +      — px  —  o,        't-iqy  H-  I'z  —  px)  -f-  ^rq  -i-  Bx  —  o. 

Or,  considerons  le  polynome  du  troisieme  ordre, 

S  =  O-.yz  -\-  qy  +  /■;;  — px)  {2mr  4-  2iJ.q  -+-  iJ-inx  —  5) 

—  (Iqy  -+-  Arz  —  Ipx      ^rq      9x)  (nr  v  +  p.z  +  '.ip). 

D'apres  la  forme  meme  de  son  equation,  la  surface  cubique,  S  =  o, 
passe  par  la  biquadratique  de  contact  de  la  quadrique  A  avec  la  sur- 
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face  de  Kummer  :  si  nous  developpons  cette  equation  nous  trouvons 

S  =  -i-  '/.iJ.TS.r}  z  -I-  }. )  :  (/j-Y  4-  ot/'  —  0)  H-  2ij  y(iJ.r/  —  }.p  —  nsr) 

—  '/nsrj  y-    -+■  iJ.z-.i-  ( /./>  -h  r^r  —  0)  +  2/-    (mr  —       —  Xp) 
-  '/.ij-r  z-    -I-  CT.i;r(  'l.p     ^.7  —  /.y^  —  [j.f/  —vsr) 

-  -  jj.7^/?.r"-    — /  (/>.v -h  r/y-[- rz)  —  S/>f/f. 

On  voit  ainsi  que  S  est  symetrique  par  rapport  a  x,  r,  z;  p,  q,  r; 
\,  [J.,  rrr;  c'est-a-dire  ne  change  pas  quand  on  permute  -r,  j,  z  en  per- 
mutant  de  la  memc  maniere  p,  <j,  /•  et  >,,  a,  gj,  et  laissant  0  invariable  : 
il  resulte  de  cette  remarque  que  la  surface  S  =  o  passe  par  les  courbos 
de  contact  de  la  surface  de  Kummer  avec  les  trois  quadriques  A,  B,  C. 

Cette  surface  cubique,  S  =  0,  coupe  A,  en  dehors  de  la  biquadra- 
tique  de  contact,  suivant  une  conique;  comme  on  pent  ecrire  identi- 
quement 

S  =  {'l.  yz  +  fj  y  +  i  z  —  pa  ) 

X  {[1.TSX  +  't.my  +  l[i.z  -\-        +        +  ivsr  —  6 ) 
—  A(/j(.;  H- cT  i- +  2/y). 

le  plan  de  cette  conique  a  pour  equation 

P  =  i^jj^x  +  ).C7  )•  -I-  /.fv. ;  +  :>,  l.p  +  2       4-  2  CT/'  —  h  —  o. 

Cette  equation  est  encore  symetrique  en  07,  j,  z  \  p,  7,  a,  ij.,  try; 
il  en  resulte  que  les  trois  coniques  suivant  lesquelles  la  surface  S  =  0 
coupe  les  trois  quadriques  A,  B,  C  sont  dans  un  meme  plan,  P  =  o. 

Or  la  section  de  la  surface  S  =  o  par  ce  plan  est  du  troisieme  degre; 
on  deduit  de  la,  en  se  rappelant  que  les  quadriques  x\,  B,  C  se  coupent 
deux  a  deux  suivant  une  droite  et  une  cubique,  que  le  plan  P  —  o 
coupe  S  =  o  suivant  trois  droites,  qui  sont  les  droites  communes  aux 
surfaces  A,  B,  C  prises  deux  a  deux. 

Ce  resultat  pent  d'ailleurs  se  verifier  directement  sans  dificulte. 

On  a  ainsi  les  propositions  suivantes  : 

Soient  deux  families,  F,  et  Fj,  de  quadriques  inscrites  a  la  surface  de 
Kummer^  ayant  en  commun  quatre  plans  singuliers  formant  un  groupe  de 
Rosenhnin;  les  quatre  autres  plans  singuliers  de  chacune  de  ces  families 
appartiennent  a  une  troisieme  famille  F;,. 

Trois  quadriques  inscrites  quelconques,  appurtenant  respectivement  d 
ces  trois  families,  se  coupent  deux  d  deux  suivant  une  droite  et  une  cubique 
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gauche;  les  troisdroiles,  communes  d  ces quadratiques prises  deux  a  deux, 
sont  dans  un  meme plan. 

Les  biquadratiques  de  contact  des  trois  quadriques  avec  la  surface  de 
hummer  sont  sur  une  meme  surface  du  troisieme  ordre,  qui  passe  en  outre 
par  Irs  trois  droites  precedentes  ('  ), 

\[.  Remarque.  —  Les  notations  que  nous  avons  adoptees  pour 
representor  les  plans  singuliers  dc  la  surface  de  Kummer  sont  liees 
d'une  maniere  tres  etroite  a  I'algorithme  de  Hesse  pour  la  represen- 
tation des  bitangentes  d'une  courbe  plane  du  quatrieme  ordre. 

Soient  huit  caracteres  i,  -i,  3,  l\,  ]',  2',  3',  4'  '■  combines  deux  a 
deux  sans  distinction  entre  les  caracteres  accentues  et  ceux  non  accen- 
tues,  ils  donnent  vingt-huit  syinboles,  12,  i3,...,  1 1',  .  .  . ,  3'4',  qui, 
dans  la  notation  de  Hesse,  representent  respectivement  les  vingt-huit 
bitangentes  d'une  quartique,  et  les  symboles  peuvent  etre  appliques 
aux  bitangentes  de  maniere  a  verifier  les  conditions  suivantes. 

On  salt  que  la  courbe  du  quatrieme  ordre  admet  soixante-trois 
systemes  de  coniques  inscrites,  c'est-a-dire  la  touchant  chacune  en 
quatre  points;  chacun  de  ces  systemes  comprend  six  couples  de  bitan- 
gentes, qui,  dans  la  notation  de  Hesse,  correspondent  a  deux  types  de 
symboles. 

Dans  le  premier  type,  on  obtient  les  six  couples  de  bitangentes  en 
divisant  les  huit  caracteres  en  deux  groupes  de  quatre,  et  en  combi- 
nant  deux  a  deux  les  caracteres  de  chaque  groupe;  ainsi^  en  partant 
de  la  division  i23i',  42'3'4',  on  obtient  les  six  couples  12, 3i';  i3,2i'; 
ii',23;42',3'4';43',2'4';44',2'3'. 

Le  systeme  de  coniques  inscrites  correspondant,  c'est-a-dire  le  sys- 
teme auquel  appartiennent  les  six  couples  precedents,  pourra  se  desi- 
gner par  [i23i'J. 

Dans  le  second  type,  on  obtient  les  six  couples  de  bitangentes  d'un 
meme  systeme  en  combinant  deux  des  caracteres,  i  et  2  par  exemple, 
avec  les  six  autres,  ce  qui  donne  les  six  couples  12, 23;  i4,24;  1  i',2i'; 
12', 22';  i3',23';  i4',24',  et  le  systeme  de  coniques  inscrites  corres- 
pondant pourra  se  designer  par  le  symbole  [12]. 


(')  On  a  des  proprieles  semblables  pour  les  surfaces  du  quatrieme  ordre  donl 
I'equation  peut  se  mellre  sous  la  forme  (i3). 
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Cela  pose,  la  relation  enlre  la  notation  de  Hesse  et  la  n6tre  est  la  sui- 
vante  :  la  section  de  la  surface  de  Kummer  par  un  plan  admet  pour  tan- 
gentes  doubles  les  intersections  de  ce  plan  avec  les  seize  plans  sin- 
guliers;  on  peut  appliquer  la  notation  de  Hesse,  de  telle  sorte  que  ces 
seize  bitangentes  aient  les  memes  symboles  que  les  seize  plans  singu- 
liers  correspondants  dans  notre  notation. 

Ainsi  la  bitangente  situee  dans  le  plan  ii'aura  la  notation  ii'.  On 
verifie  cette  regie  sans  difficulte,  en  parfant  des  proprietes  des  families 
de  quadriques  inscrites. 

On  voit  aussi  que  les  notations,  dans  le  systeme  de  Hesse,  des  trente 
families  de  coniques  inscrites  qui  sont  les  sections,  par  le  plan  consi- 
derc,  des  trente  families  de  quadriques  inscrites  a  la  surface  de 
Kummer,  coincident  avec  les  notations  que  nous  avons  proposees  pour 
ces  families  de  quadriques. 

CHAPITRE  IV. 

SEXTIQUES  ET    SURFACES  INSCRITES  DU  TROISlfiME  ORDRE. 

42.  II  y  a,  sur  la  surface  de  Kummer,  trente-deux  families  de 
courbes  du  sixieme  ordre  ou  sextigues,  se  partageant  en  deux  groupes 
de  seize  families  chacun  (n"  30). 

Les  coin-besdu  premier  groupe,  que  nous  allons  tout  d'abord  etudier, 
sont  les  intersections  de  la  surface  de  Kummer  avec  des  quadriques 
menees  par  une  des  seize  coniques  singulieres;  a  chaque  conique  sin- 
guliere  correspond  ainsi  une  famille  de  sextiques,  que  nous  represente- 
rons  par  le  symbole  meme  de  cette  conique,  aa'. 

L'equation  generale  des  sextiques  d'une  famille  aa'  est  de  la  forme 
(n"  30) 

/.,  9,  H-  A,  B.  -f-        +  1, 64  +  A,  9,=  o, 

les  A  etant  des  constantes  arbitraires  et  les  0  des  fonctions  theta  nor- 
males,  du  troisieme  ordre,  de  meme  caracteristique,  simultanement 
paires  ou  impaires,  qui  s'annulent  pour  les  six  demi-periodes  corres- 
pondant  aux  points  singuliers  du  plan  aa',  points  qui  sont  situes  sur 
toutes  les  sextiques  de  la  famille  aa'. 

Un  plan  singulier,  autre  que  aa',  passe  par  deux  des  points  singu- 
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liers  situes  dans  ce  plan;  il  en  resulte,  par  la  repetition  d'un  raison- 
nement  fait  n"  37,  que  toutes  les  sextiques  de  la  famille  aa'  touchent  en 
deux  points  chacun  des  quinze  plans  singuliers  autres  que  aa'. 

Lc  long  de  chaque  sextique  de  la  famille  on  peut  inscrire  a  la  surface 
de  Kummer  une  surface  cubique  (n"  17),  qui,  d'apres  ce  qui  precede, 
touchera  en  deux  points  les  plans  singuliers,  le  plan  aa'  excepte,  c'est- 
a-dire  aura  une  droite  dans  chacun  de  ces  plans. 

Deux  sextiques  de  la  famille  aa'  se  coupent  en  six  points  en  dehors 
des  six  points  singuliers  qui  leur  sont  communs;  en  effet,  les  deux 
fonctions  0  correspondantes  ont  2.3.3=  i8  zeros  communs;  si  Ton 
retranche  les  six  demi-periodes  relatives  aux  six  points  singuliers  du 
plan  aa',  il  reste  douze  zeros,  deux  a  deux  egaux  etde  signes  contraires, 
qui  donnent  six  points  de  la  surface  de  Kummer. 

Ces  six  derniers  points  sont  sur  une  conique,  car  les  deux  qua- 
driques  qui  passent  respectivement  par  les  deux  sextiques  considerees 
se  coupent,  en  dehors  de  la  conique  aa',  suivant  une  deuxieme 
conique. 

Les  surfaces  du  troisieme  ordre  inscrites  a  la  surface  de  Kummer  le 
long  des  deux  sextiques  precedentes  se  touchent  done  en  six  points, 
situes  dans  un  meme  plan,  et  ont,  par  suite,  en  commun,  dans  ce  plan, 
une  courbe  du  troisieme  ordre. 

Parmi  les  surfaces  cubiques  inscrites  le  long  des  sextiques  de  la  fa- 
mille aa',  et  que  nous  appellerons  surfaces  inscrites  de  la  famille  aa', 
figurent  des  groupes  de  trois  plans  singuliers  :  on  les  obtient  en  menanl 
par  la  conique  aa'  des  quadriq'ues  coupant  la  surface  de  Kummer  sui- 
vant trois  nouvelles  coniques;  les  plans  de  ces  trois  coniques  forment 
evideniment  une  surface  cubique  inscrile  de  la  famille  aa'.  Le  nombre 
de  ces  surfaces  decomposables  est,  d'apres  cela  (n°  25),  egal  au  nombre 
des  groupes  de  Gopel  qui  comprennent  le  plan  singulier  aa'  :  comme  il 
y  a  soixante  groupes  de  Gopel,  chaque  plan  singulier  appartient  a 

=  i5  de  ces  groupes,  et  il  y  a,  daus  la  famille  aa',  i5  surfaces 

cubiques  inscrites  composees  de  trois  plans  singuliers. 

Une  quelconque  de  ces  surfaces  decomposables  a,  comme  on  vient  de 
le  dire,  une  cubique  plane  commune,  avec  une  surface  cubique  inscrite 
de  la  famille  aa'  :  cette  cubique  plane  se  decompose  necessairement  en 
trois  droites;  en  d'autres  termes,  on  peut  dire  que  les  quinze  droites 
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qu'uiie  surface  cubique  inscrite  de  la  farnille  aa'  a  respectivement  dans 
les  quinze  plans  singuliers  autres  que  le  plan  aa'  sont  reparties  trois  a 
trois  dans  quinze  plans  ('). 

Voici  quelques  propositions  geometriqucs  relatives  a  ces  quinze  plans, 
qui  sont  des  plans  tritangcnls  de  la  surface  cubique  inscrite  consideree. 

Soient  S  {il,  »  )  la  fonction  du  premier  ordre  qui  correspond  au  plan 
aa';  0,,  02,  0:,,0,4  les quatre  fonctions  normalesdu  second  ordre  a  carac- 
teristique  nullequi  sont  proportionnelles  auxcoordonnees 
d'un  point  de  la  surface  de  Kummer. 

Les  fonctions  0,  d'ordre  trois,  qui  correspondent  aux  sextiques  aa', 
ont(n'29)  meme  caracteristique  que  la  fonction  £r,  et  sont  paires  ou 
impaires  en  meme  temps  qu'elle;  il  en  resulte  qu'on  obtiendra  quatre 
de  ces  fonctions,  lineairement  independantes,  en  multipliant  0, ,  ©o,  ©a, 
0.,  par  Si  maintenant  nous  designons  par  0^  une  autre  fonction  du 
troisieme  ordre,  de  meme  caracteristique,  etpaire  ou  impaire  en  meme 
temps  que  2-,  I'equation  d'une  sextique  aa'  serade  la  forme 

(i)  9,= 2r0j  4-  >.,  Sr0,  +  'L,  2^0,  +  Sr©,^, 

les  A  etant  des  constantes. 
Soit  une  autre  sextique 

f  I ' )  9,  =  a',  &0 ,  +  /;,,  2r0,  +  >.;,  270.,  +  /.',  &0, , 

il  vient,  en  retranchant  ces  equations  membre  a  membre, 

O  =:  [  (  A,  -  a',  )  0^  +  ...+  (  A,^  _      )  0,J&. 

Le  plan 

( >. ,  —  A'l )  ,_f,  +  ( }.2  —  >.'. )  x.  +  ( \  —  A'., )  X,,  +  ( >,4  —  /.;,  )x,,—  o 

est  done  celui  qui  passe  par  les  six  points  non  singuliers  communs  aux 
deux  sextiques  (i)  et  (i'). 

Laseconde  sextique  se  decompose  en  trois  coniques  singulieres  pour 
quinze  systemes  de  valeurs  des  A';  pour  un  de  ces  systemes  de  valeurs, 
le  plan  precedent  etant,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit  plus  haut,  un  plan  tri- 
tangent  de  la  surface  cubique  inscrite  le  long  de  la  sextique  (t),  il  s'en- 
suit  que  quinze  des  plans  tritangents  de  cette  surface  auront  des  equa- 


(')  Ces  quinze  droites  formenl  la  figure  obtenue  en  enlevant  parmi  les  vingl- 
sept  droites  d'une  surface  cubique,  douze  droites  d'un  meme  double-six. 
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tions  de  la  forme 

J-;,  +  }.,.r,  +  >..j:;;+ =  A,,-       (i  =  i,  a  iT)), 

Ics  A,  etant  des  fonclions  lineaires  des  x,  dont  les  coefficients  ne  de- 
pendent pas  des  X,,  Ao,  A3,  A,. 

Ces  equations  sont  lineaires  en  A,,  .  .  . ,  "a, ,  et,  en  retranchant  membre 
a  membre  deux  quelconques  d'entre  elles,  on  trouve  une  expression 
independante  de  X;  les  quinze  plans  se  coupent  done  deux  a  deux  sur 
des  plans  fixes,  A,  —  A/  =  o;  quant  au  fait  que  les  a  figurent  lineaire- 
ment,  on  pent  en  deduire  aussi  quelques  consequences  geometriques. 
En  efTet,  I'equation  de  la  quadrique  qui  passe  par  la  conique  r  =  o  et 
par  la  sextique  donnee  par  la  relation  (i)  s'oblienten  multipliant  les 
deux  membres  de  cette  relation  par  ret  en  remplagant  ensuite  les  fonc- 
tions  'xjQ-,  ...  par  leurs  expressions  en  fonction  quadratique 

de  X.2,  iCn,  X,,  :  cette  equation  est  done  lineaire  par  rapport  aux  \,  et 
de  la  forme 

(a)  R.,=  +  l.,.r.,-\-  A,,.r,,)R|  ; 

les  R  sont  des  polynomes  en  x,  de  degre  egal  a  I'indice;  R,  =  o  est  le 
plan  de  la  conique  .r  o.  Done,  si  Ton  etablit  entre  les  a  deux  rela- 
tions lineaires,  homogenes  ou  non,  a  coefficients  constants,  cela  revient 
a  ecrire  que  la  quadrique  (2)  passe,  en  outre,  par  deux  points  fixes  de 
I'espace,  et  reciproquement;  si  Ton  etablit  trois  relations  lineaires  entre 
les  X,  on  exprime  de  meme  que  la  quadrique  precedenle  passe  par  trois 
points  fixes,  et  reciproquement.  Les  equations  des  quinze  plans  tritan- 
gents,  si  Ton  y  remplace  deux  ou  trois  des  X  en  fonction  lineaire  des 
autres,  deviennent  alors 

}.,Pi  +  }..,P.,:=  AjH-  p.,        dans  le  premier  cas, 

et 

/.,0|  — A,+  Q^        dans  le  secorrd  cas, 

les  P  et  Q  etant  lineaires  en  x,,x.,,  x-^,  x..,  et  restant  lesmemes  dans  les 
quinze  equations.  Done,  dans  le  premier  cas,  les  quinze  plans  tritan- 
gents  pivotent  respectivement  autour  de  quinze  points  fixes  qui  sont  sur 
la  droite  P,  =r  o,  P^  =  o;  et  dans  le  second  cas,  autour  de  quinze  droites 
fixes,  qui  sont  dans  le  plan  Q,  =  o.  D'ailleurs  I'equation  ( 2)  de  la  qua- 
drique devient 

R,-^.  R,P,=z(/.,P,H-}..P,)R,        dans  le  premier  cas. 
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et 

Rj  +  R,  Q„= /.,  0|  R,       dans  le  second. 

Oil  voit  ainsi  que  les  deux  points  fixes  par  lesquels  passe  cette  qua- 
diique,  dans  le  premier  cas,  sont  sur  la  droite  P,  =  o,  —  o,  et  que 
les  trois  points  fixes  par  lesquels  elle  passe,  dans  le  second,  sont  dans 
le  plan  Qi  =  o. 

43.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  Pelade  du  premier  groupe  de 
sextiques  et  de  surfaces  cubiques  inscrites,  et  nous  enoncerons  les  pro- 
prietes  que  nous  venons  d'etablir,  dans  le  resume  suivant : 

Soil  C  line  conique  de  la  surface  de  Kummer:  les  quadriques  rnenees 
par  C  coupent  en  outre  la  surface  suivant  une  famille  quatre  fois  infinie 
de  sextiques.,  le  long  de  chacune  desquelles  on  peut  inscrire  a  la  surface  de 
Kummer  une  surface  du  trois ieme  ordre. 

Deux  de  ces  surfaces  inscrites  se  touchent  en  six  points  situes  sur  une 
conique  et  ont  en  commun  une  cubique  plane  dans  le  plan  de  cette  conique. 

Toute  surface  cubique  inscrite,  de  la  famille  consideree,  a  une  droite 
dans  chacun  des  plans  singuliers  de  la  surface  de  Kummer  autr-es  que  le 
plan  de  la  conique  C ;  ces  quinze  dr  oites  sont  trois  d  trvis  dans  quinze  nou- 
veaux  plans y  qui  sont.,  par  suite ,  des  plans  tritangents  de  la  surface 
cubique. 

Pour  une  surface  cubique  inscr-ite,  variant  dans  la  meme  famille,  les 
(juinze  plans  tritangents  ainsi  de  finis  se  coupent  deux  a  deux  sur  des  plans 
fixes. 

Par  la  conique  C  et  par  deux  points  A  et  B  de  Pespace,  faisons passer 
des  quadr'iques,  et  considerons,  le  long  des  coiir-bcs  qu'elles  decoupent  sur 
la  surface  de  Kumrner,  les  surfaces  cubiques  inscrites  a  celle-ci  :  pour  cha- 
cune de  ces  surfaces,  les  quinze  plans  tritangents  de  finis  plus  haut  pivotent 
respectivement  autour  de  quinze  points,  alignes  sur  la  droite  AB. 

Si  les  quadriques  qui  pas  sent  par  la  conique  C  passent  par  trois  points  de 
Vespace  A,  B,  D,  les  quinze  plans  pi-ecedents  piwtenl  r-espectivement  autour 
de  quinze  drvites,  sitiiees  dans  le  plan  des  points  A,  B,  D. 

^'i.  Arrivons  maintenant  a  I'etude  du  second  gr-oupe  de  families  de 
sextiques  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  de  Kummer. 

Chacune  de  ces  families  s'obtient  par  I'intersection  de  la  surface  avec 
des  surfaces  du  troisieme  ordre  menees  par  trois  coniques  singulieres 
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qui  ont  un  point  singulier  commun ;  soit  .r  =  o  I'equation  de  la 
conique  aa'  qui  forme  avec  les  trois  precedentes  un  groupe  de  Rosen- 
hain ;  ['equation  des  sextiques  de  la  famille  consideree  sera  (n°  *29)  de 
la  forme 

( 3  )  6,  +     9,  H-  h 9;.  +  >v. K—o, 

les  X  etant  des  eonstantes  et  les  0  des  fonctions  normales,  d'ordre  trois, 
de  meme  caracteristique  que  r,  toutes  impaires  si  r  est  pair,  et  toutes 
paires  si    est  impair. 

Ces  courbes  passent  (n"  29)  par  les  dix  points  singuliers  qui  ne  sont 
pas  dans  le  plan  aa';  cliacun  des  quinze  plans  singuliers  autres  que  aa' 
les  coupe  done  en  quatre  points  singuliers  et  les  touche  par  suite  en  un 
point;  quant  au  plan  aa',  il  les  touche  eyidemment  en  Irois  points, 
situes  sur  la  conique  aa'. 

Les  surfaces  cubiques,  inscrites  le  long  des  sextiques  considerees, 
passent  done  par  les  dix  points  singuliers  qui  ne  sontpas  dans  le  plan  aa', 
et  admettent  ce  plan  pour  plan  tritangent,  les  trois  points  de  contact 
etant  sur  la  conique  aa';  elles  touchent  en  un  point  les  quinze  autres 
plans  singuliers. 

Deujc  sextiques  de  la  famille  (3)  se  coiipent,  en  dehors  des  dix  points 
singuliers  qui  leur  sont  communs,  en  quatre  points  :  en  effet,  les  pre- 
miers membres  des  equations  des  deux  courbes  ont,  d'apres  la  formule 
de  M.  Poincare,  2.3.3=  i8  solutions  communes,  parmi  lesquelles 
figurent  dix  demi-periodes ;  les  huit  autres  solutions^  deux  a  deux 
egaies  et  de  signes  contraires,  donnent  quatre  points  de  la  surface  de 
Kummer. 

45.  Cela  pose,  soient  S,  —  o,  Sa  =  o  les  surfaces  cubiques  inscrites 
a  la  surface  de  Kummer  le  long  de  deux  sextiques,  et  ;  S  =  o  la  sur- 
face cubique  qui  passe  par  ces  deux  courbes;  on  a  identiquement 
(n°  34) 

(4)  s,s,-s^=iva, 

G  etant  du  second  ordre  par  rapport  aux  coordonnees 

et  K  designant  toujours  le  premier  membre  de  I'equation  de  la  surface 

de  Kummer. 

De  cette  identite  decoulent  des  consequences  nombreuses  et  importantes . 
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40.  Observons  d'aGord  que  les  surfaces  S,  —  o,  S2  =  o,  S  =  o  n'ont 
pas,  en  general,  de  courbe  commune.  Pourdemontrer  cetle  proposition, 
il  siiffit  de  la  verifier  dans  un  cas  particulier,  celui,  par  exemple,  ou  la 
surface  S.j  se  decotnpose  en  trois  plans  singuliers,  formant  avec  le 
plan  aa'  un  groupe  de  Rosenliain;  on  voit  alors  de  suite  que  les  trois 
surfaces  n'ont  pas  de  courbe  commune. 

Cela  pose,  Videntite  (4)  montre  d'abord  que  les  points,  en  nombre 
egal  a  27,  conimuns  aux  trois  surfaces  S,  =  0,  82  =  0,8  =  0,  sont  des 
points  doubles  de  la  surface  KG  =  o  :  or,  ces  trois  surfaces  passent 
d'abord  par  dix  memes  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer;  de 
plus,  elles  se  touchent  en  chacun  des  quatre  autres  points  conimuns 
aux  deux  sextiques  .v,  et  s<,  \  il  est  clair,  d'ailleurs,  qu'elles  n'ont  pas 
d'autre  point  commun  sur  la  surface  de  Kummer.  Les  points  qui  pre- 
cedent comptent  pour  10  +  4.4  =  26  points  d'intersection ;  les  trois 
surfaces  8,  =  0,  83  =  o,  8  =  0  ont  done  un  vingt-septieme  point  com- 
mun, non  situe  sur  K  =  o,  et  ce  point,  etant  un  point  double  de  la  sur- 
face KG  =  o,  est  un  point  double  de  la  quadrique  G  =  o  :  celle-ci  est 
done  un  cone  du  second  ordre. 

Videntite  (4)  montre  en  second  lieu  que  le  cone  G  =  o  touche  la  sur- 
face de  Kummer  en  chacun  des  quatre  points  communs  aux  deux  sex- 
tiques .y,  et  ^:>,  en  dehors  des  points  singuliers  :  la  proposition  est  evi- 
dente. 

47.  En  troisieme  lieu,  le  cone  G  =  o,  en  vertu  de  Videntite^  est 
inscrit  a  chacune  des  deux  surfaces  8,  =0,  8.,  =  o,  le  longde  la  courbe, 
non  situee  sur  K  =  o,  ou  cette  surface,  8,  ou  8.,,  est  coupee  par  S  =  o. 
La  courbe  commune  a  S,  et  S  comprend  la  sextiques, ,  situee  surla  sur- 
face de  Kummer,  et  une  cubique  gauche  :  le  c6ne  G  =  o  touche  done, 
suivant  une  cubique  gauche,  chacune  des  deux  surfaces  8, ,  8... 

Remarquons  maintenant  que  I'equation  de  la  surface  8=0,  lorsque 
la  surface  8,  est  donnee,  depend  lineairement  de  quatre  coefficients, 
c'est-a-dire  de  trois  parametres  :  soient,  en  effet, 

}.,  9,  +  >,., 9,  +  A. +  >.,  9^  =  o       el       iJ.JJ^-h  jj-J.-h  p.,, 9-,,  +  /j.,,  9,  =  o 

les  deux  equations  des  deux  sextiques  .v,  et  s.,;  la  surface  8  =  0  qui 
passe  par  ces  deux  sextiques  aura  une  equation  de  la  forme 

2i/.,-,u/,A,v,=  o. 
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(n"  32),  les  A,/,  etant  des  polynomes  d'ordre  (rois  par  rapport  aux  coor- 
donnees.  Si  les  A  sont  donnes,  celte  equation  est  lineaire  et  homogene 
par  rapport  aux  quatre  coefficients      [u,  a.,,  [j.,,. 

II  y  a  done  une  infinite  triple  et  lineaire  de  surfaces,  S  =  o,  passant 
par  lacourbe  de  contact  des  surfaces  K  =  oet  S,  =  o;  conime  parmi  les 
surfaces  S  —  o  figure  evidemment  la  surface  S, ,  il  en  resulte  que  les  sur- 
faces S  =  o  decoupent  sur  S,  une  infinite  G?ow6/g  de  cubiques  gaudies 
variables.  En  d'autres  ternies,  on  peut  tracer  sur  S,  une  double  infinite 
de  courbes  le  long  de  chacune  dcsquelles  un  cone  du  second  ordre  est 
circonscrit  :  la  reciproque  de  la  surface  S,  admet  done  une  infinite 
double  de  coniques;  c'est,  par  suite,  d'apres  un  theoreme  de  M.  Dar- 
boux,  une  surface  de  Steiner,  et  la  surface  S,  est  unc surface  du  troisieme 
ordre  a  (juatre points  doubles ). 

48.  Ce  resultat  peut  etre  retrouve  et  complete  par  une  autrevoie  :  en 
effet,  ridentite  (4)  montre  que  les  points  communs  aux  trois  surfaces 
S  =  o,  K  =  o,  G  =  o  sont  des  points  doubles  de  la  surface  S, So  =  o. 
Or  les  surfaces  S  =  o,  K  =  o  se  coupent  suivant  les  deux  sextiques  .y, 
et-Vo,  qui  ont,  en  dehors  des  points  singuliers  de  la  surface  dcKummer, 
quatre  points  communs  p,,p.2,  p^,  pr-,  la  surface  G  =o  passe  par  ces 
quatre  points  et  touche,  en  chacun  d'eux,  les  surfaces  S=:o,  K=:o, 
comme nous  I'avons  vu.  Chacune  des  deux  sextiques, s^  et^j  coupe  done 
lec6neG  =  o  en  2.6  —  8  =  4  po' 'its,  diflerents  des  quatre  points/>,,...,/),,; 
nous  oblenons  ainsi,  en  dehors  des  points  p,,  huit  points,  qui  sont, 
d'apres  ce  qui  precede,  des  points  doubles  de  la  surface  S|S..,  =  0. 
Quatre  de  ces  points  sont  sur  la  sextique  .y,  et  les  quatre  autres  sur  la 
sextique  s.r,  pour  demontrer  que  les  quatre  premiers  sont  des  points 
doubles  de  S,  et  les  quatre  seconds  des  points  doubles  de  S,,  il  suffira 
done  d'etablir  que,  en  general,  aucun  d'eux  n'est  situe  ii  la  fois  sur  S, 
et  sur  S.,. 

Or  les  points  communs  a  S,  et  S.,,  et  situes  sur  la  surface  de  Kummer, 
sont  :  i"  les  quatre  points  yj,,  .  .  .,  /j.;  2"  dix  points  singuliers.  Nous 
savons  que  les  huit  points  trouves  plus  haut  different,  en  general,  des 
quatre  points  y;,,  ....  p., ;  pour  montrer  qu'ils  diflerent  des  points  sin- 


f '  )  Bullelin  des  Sciences  mnthcinotiques.  u''  serie.  I.  I  \  ,  p.  iijo. 

(El  VHES   DU  C.    IIIXJUERT,   T.  II. 
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guliers,  il  suffit  d'elablir,  puisqu'ils  sont  sur  le  cone  G  =  o,  quece  cone 
ne  passe  par  aucun  des  dix  points  singuliers  consideres. 

Soit  tin  de  ces  points  singuliers,  que  nous  supposerons  place  a  I'ori- 
gine  0  des  coordonnees,  dans  le  systeme  de  coordonnees  cartesienncs 
non  liomogenes.  La  surface  S,,  etant  inscrite  a  la  surface  de  Kummer 
et  passant  par  le  point  0,  y  touche  necessairement  un  des  plans  tan- 
gents de  cette  derniere  surface  au  ineme  point.  Soit  .x-  =  o  ce  plan  ;  soit 
de  meme  j  =  o  le  plan  tangent  en  0  a  la  surface  S._,  :  ces  deux  plans 
touchent,  suivant  deux  generatrices,  le  cone  des  tangentes  de  la  sur- 
face de  Kummer  au  point  0,  et  il  est  clair  que  le  plan  des  deux  gene- 
ratrices de  contact  louche  en  0  la  surface  S  =  o,  qui  passe  par  les  deux 
courbes  de  contact  des  surfaces  S,  et  So,  avec  la  surface  de  Kummer  : 
soit  ^  =  o  ce  troisieme  plan.  Les  tcrmes  de  moindredegre  dans  les  poly- 
nomesS,,  S2  et  S  sont  respectivement  x,y  et^;  les  termes  de  moindre 
degre  dans  S|S.  —  S-  sont  done  xy  —  z-  :  I'origine  est  done  un  point 
double,  et  seulenrent  double,  de  la  surface  SiS,  —  S*  — o,  c'est-a-dire 
de  KG  ==  o.  Comme  ce  point  est  double  pour  la  surface  K  =  o,  parhypo- 
tliese,  il  ne  saurait  etre  sur  la  surface  G  ==  o. 

Nous  voyons  ainsi  que  la  surface  S,  =  o  a  quatre points  doubles  etque 
ces  points  sont  sur  la  surface  de  Kummer. 

49.  Les  propositions  qu'on  vient  d'etablir  peuvcnt  se  resumer  ainsi  : 

La  surfaee  de  Kummer  admct  seize  families  de  surfaces  inscrites  du 
troisieme  ordre,  a  quatre  points  doubles  ('  ). 

Les  points  doubles  de  ces  surfaces  sont  sur  la  surface  de  Kummer. 

Les  surfaces  inscrites  d'une  meme  famille  sont  en  nombre  trois  fois 
infini:  elles  passent  par  les  dix  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer 
qui  ne  sont  pas  situes  dans  un  des  plans  singuliers  de  cette  surface ,  et  elles 
admettent  ce  plan  pour  plan  tritangent;  elles  touchent  simptement  les 
quinze  autres  plans  singuliers . 

Deux  surfaces  inscrites  d'une  m&me  famille  se  touchent  en  quatre  points 
de  la  surface  de  Kummer;  il  existe  un  cone  du  second  ordre  tangent  d 


(  ')  M.  Darboux  a  fail  connailre,  sans  tleinonslralion  et  sans  details,  que  la  sui'- 
face  de  Kuinnier  atlniel  des  surfaces  inscrites  dii  troisieme  ordre,  a  quatre  points 
doubles  (  Bulletin  des  Sriciires  Diatliematiqiicx.  i serie,  t.  F,  [).  355). 
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celle-ci  en  ces  quatre  points,  et  circonscrit  d  chacune  des  deux  surfaces 
cubiques  considerees  ( ' ). 

50,  Remarque.  —  Lne  surface  du  troisieme  ordre  a  quatre  points 
doubles  est,  comme  on  sait,  representable  point  par  point  sur  un  plan, 
de  telle  sorte  que  les  sections  planes  aient  pour  image  des  courbes  du 
troisieme  ordre  passant  par  les  six  sommets  d'uii  quadrilatere  com- 
plet(  Ces  sommets  sont  les  images  desdroitos  qui  joignent  les  points 
doubles  de  I'espace  deux  a  deux,  et  les  droites  du  plan  sont  celles  des 
cubiques  gauches  Ic  long  desquelles  on  peut  circonscrire  a  la  surface 
des  cones  du  second  ordre.  II  en  resulte  aisement  qu'une  surface  quel- 
conque  du  troisieme  ordre  menee  par  une  de  ces  cubiques  coupe,  en 
outre,  la  surface  a  quatre  points  doubles  suivant  une  sextique,  dont 
I'image  est  une  courbe  duquatrieme  ordre  qui  passe  par  les  six  sommets 
du  quadrilatere.  La  sextique  de  I'espace  rencontre  par  suite  en  un 
point,  distinct  des  points  doubles,  chacune  des  droites  joignant  ceux-ci 
deux  a  deux. 

En  faisant  application  de  ce  resultata  une  surface  S,,  a  quatre  points 
doubles,  inscrite  a  la  surface  de  Kummer,  on  voit  que  chacune  des 
droites  qui  joignent  les  quatre  points  doubles  deux  a  deux  rencontre  en 
un  nouveau  point  la  sextique  de  contact,  et  louche  par  suite  en  ce  point 
la  surface  de  Kummer. 

Soient  a^,  a.,,  a^,  a^,  les  quatre  points  doubles  deS, ;  designonspar  a,/ 
le  point  ou  la  droite  a,aj  touche  la  surface  de  Kummer. 

On  sait  qu'une  surface  cubique  a  quatre  points  doubles  n'a,  en  dehors 
des  droites  qui  joignent  ceux-ci  deux  a  deux,  que  trois  droites,  situees 
dans  un  meme  plan  tritangent :  soient/;,  q,  ?-les  sommets  du  triangle, 
forme  par  ces  trois  droites.  Le  long  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
doubles,  la  surface  admet  un  plan  tangent  unique,  soit  en  tout  six  plans 
tangents  remarquables,  dont  il  passe  deux  par  chacune  des  trois 
droites pq,pr,  qr. 


( ')  On  petit  dire  aiissi  ([ue  deux  sextiques  d' tine  metne  jainille,  passant  pai' 
di.r  points  singuliers,  se  roupent  en  outre  en  quatre  points ;  en  ces  quatre  points 
les  plans  tangents  d  la  surface  de  Kummer  sont  concourants  et  touchent  un 
meme  cone  du  second  ordre  qui  passe  par  les  quatre  points. 

(-)  Voir  par  exemple  Laguerrf.,  Bulletin  de  la  Societe  matliematique  de 
France,  i.  I ,  p.  ■>.  i . 
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Pour  la  surface  S,,  le  plan  tritangent  est  celui  d'une  conique  singu- 
liere,  aa' ;  les  points p,  q,  r  sont  sur  cette  conique  (n°  44),  et  il  est  clair 
que  le  plan  tangent  unique  le  long  de  la  droite  touche  la  surface  de 
Kumnier  au  point  a-,  -,. 

Ccla  pose,  observons  que  les  points  a^,  (li^a,,  peuvent  se  deduire 
des  points  p,     r  par  la  construction  suivante  : 

Pour  chacune  des  droites  pq,  pr,  rq,  on  pent  mener  a  la  surface  de 
Kummer  deux  plans  tangents  distincts  du  plan  aa';  les  six  points  de 
contact  (le  ces  plans  sont,  d'apres  ce  qui  precede,  les  points  «,/;  de  plus, 
le  plan  tangent  en  a,/  con  tenant  la  droite  a/Oy  et,  par  suite,  les  points  a. 
et  fij,  on  voit  que  les  six  plans  tangents  precedents  se  rencontrent  trois 
a  trois,  sur  la  surface  de  Kummer,  en  quatre  points  qui  sont  les  points 
a.,,  a.,,  a,. 

Remarquons  maintenant  que  les  points  p,  q,  r  peuvent  etre  choisis 
arbitrairement  sur  la  conique  ay.'  :  on  pent,  en  effet,  par  trois  points 
quelconques  de  cette  conique  mener  une  sextique  de  la  famille  consi- 
deree  (c'est-a-dire  passant  par  les  dix  points  singuliers  non  situes  dans 
le  plan  aa'),  puisque  I'equation  generale  (3)  des  sextiquesde  la  famille 
rcnferme  trois  parametres;  la  surface  cubique  inscrite  le  long  de  cette 
sextique  touchera  le  plan  aa'  aux  trois  points  choisis. 

Done  enfin  le  tetraedre  dont  les  sommets  sont  a,,  a^,  a-j,  a,  est  imcril 
parses  sommets  et  cii-conscrit par  ses  six  aretes  a  la  surface  de  Kummer,  et 
il  y  a  un  nombre  t}'iplement injini de  tels  tetraedres.  Ce  fait  constitue  un 
theoreme  :  en  efl'et,  les  tetraedres  inscrits  a  une  surface  dependent  de 
liuit  parametres;  en  exprimant  que  les  six  aretes  touchent  la  surface, 
on  a  six  conditions,  et,  par  suite,  le  nombre  des  tetraedres  inscrits  par 
leurs  sommets  et  circonscrits  par  leurs  aretes  a  une  surface  quelconque 
est  doublementinfini  ( ' ). 

51.  Nous  pouvons  done  enoncer  les  propositions  qui  suivent : 

Il  existe  seize  families  de  tetraedres  inscrits  par  leurs  sommets  et  cir- 


(')  M.  Klein  a  doiiiie  une  i)ro[)osilion  de  mcme  naliiie  i)Oiir  los  letraedres 
inscrits  par  leurs  sonunels  el  circonscrits  |)ar  leurs  laces  a  la  surface  de  Kummer; 
ces  tetraedres  sont  en  nnniljre  ciuq  fois  infini  {Math.  Aniinleii,  t.  XXVII, 
|).  Ill  1. 
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consents  par  leurs  aretes  d  luie  surface  de  Kummer,  chaque  Jamille  coin- 
prenant  un  nombre  triple  me  nt  infinide  tetraedres. 

On  obtient  les  tetraedres  d\ine  mcinc  famille  par  la  construction  sui- 
vante.  Soient  trois  points  quelconques  (fune  meme  coniquc  de  la  surf  ace  de 
Rummer  :  par  les  trois  droites  qui  les  joignent  deux  a  deux passent  au  total 
six  plans  tangents  de  la  surface^  distincls  du  plan  de  la  conique:  ces  six 
plans  se  coupent  trois  a  trois  sur  la  surface  de  Kurnmeren  quatre  nouveaux 
points  qui  sont  les  sommets  d'un  des  tetraedres  cherches.  Les  six  points  de 
contact  des  aretes  du  tetraedre  avec  la  surf  ace  coincident  avec  les  six  points 
de  contact  des  plans  tangents  precedents. 

Les  sommets  d'un  des  tetraedres  sont  les  points  doubles  d'une  surface 
cubique  inscrite  a  la  surface  de  Kummer. 

Nous  retrouverons  ces  tetraedres  par  uiie  voie  analytiquedans  iin  des 
Chapitres  suivants. 

52.  Les  surfaces  cubiques  inscrites,  a  quatre poiuts  doubles,  peuvent 
se  reduire  a  des  surfaces  re  glees  dans  le  cas  suivant  : 

Supposons  que,  dans  le  plan  de  la  conique  aa',  un  des  sommets, /) 
par  exemple,  du  triangle pqr,  coincide  avec  un  des  six  points  singuliers 
situes  sur  cette  conique  :  les  deux  plans  tangents  (')  autres  que  aa', 
menes  a  la  surface  de  Kummer  par  la  droite/)^,  sont  confondus  et  leur 
position  commune  est  cellc  du  plan  tangent  Q,  autre  que  aa',  qu'on 
peut  mener  par  la  droitey^^  au  cone  des  tangentes  au  point /j.  II  en  est 
de  meme  des  deux  plans  tangenfs  passant  par pr,  qui  sont  confondus  en 
un  plan  R,  et,  par  suite,  les  quatre  points  doubles  de  la  surface  cubique 
inscrite  correspondant  au  triangle  pqr  sont  deux  a  deux  confondus  et 
se  reduisent  ainsi  aux  deux  points  distincts,  non  singuliers,  ou  la  sur- 
face de  Kummer  est  coupee  par  la  droite  D,  commune  aux  plans  Q  et  R. 
Cette  surface  cubique  passant,  d'ailleurs,  commedanslecas  general,  par 
les  droites  pq  et  pr,  et  passant  evidemment  aussi  par  la  droite  D,  a  un 
nouveau  point  double  au  point  p,  commun  a  ces  trois  droites,  puisque 
celles-ci  ne  sont  pas  dans  un  meme  plan.  11  en  resulteque  la  droite  D, 
sur  laquelle  la  surface  a  trois  points  doubles,  est  une  droite  double  de 


(')  Nous  admettons  ici,  ce  qui  est  d'ailleurs  evident,  que  la  surface  de  Kummer 
est  de  qualrieme  classe;  nous  l  avons  deja  adniis  au  n"  50. 
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cctte  surface  qui  se  reduit  des  lors  a  uiic  surface  regUe  da  troisicmc 
ordre. 

La  direclrice  rectiligne  simple  que  rencontrent  toutes  les  droites  de 
la  surface  est  evidemment  (jr. 

Ce  resultat  peut  s'enoncer  ainsi  : 

Parmi  les  surfaces  cubiques  d'ltne  mc/nc  faniille  inscrites  d  la  surface 
de  Kummcr  el  passant  par  les  dix points  doubles  non  situes  dans  un  plan 
singulier,  P,  celles  quipassent^  en  outre,  par  un  quelconque  des  six  points 
doubles  situes  dans  ce  plan  sent  des  surfaces  reglees  :  pour  chacune  d'elles, 
la  directj-ice  double  passe  par  le  point  double  considere,  la  directrice  simple 
est  dans  le  plan  P. 

La  liaison  entre  la  directrice  double  et  la  directrice  simple  est  celle 
qui  a  ete  indiquee  plus  haut,  entre  les  droites  D  et  qr. 

Les  generatrices  rectilignes  d'une  de  ces  surfaces  reglees  inscrites 
sont  evidemment  des  bitangentes  de  la  surface  de  Kummer. 

CHAPITRE  V. 

COURBES  DU  HUITIEME  ORDRE  ET  SURFACES  INSCRITES  DU  Ql'ATRIEME  ORDRE. 

53.  Les  trente-deux  families  de  courbes  du  liuitieme  ordre  sifuees 
sur  la  surface  de  Kummer  se  divisent,  d'apres  la  theorie  generale  du 
n°  28,  en  irois  groupcs  : 

1°  Les  courbes  suivant  lesquelles  la  surface  est  coupee  par  les  qua- 
driques  de  I'espace.  Ces  courbes  ne  presentent  aucune  particularite 
interessante. 

2°  La  famille  que  nous  avons  appelee  singidiere  (n**  'M),  et  qui  est 
formee  de  courbes  passant  par  les  seize  points  doubles  de  la  surface 
de  Kummer;  nous  I'etudierons  en  dernier  lieu. 

3"  Trente  families,  ]deux  a  deux  associees,  de  courbes  passant  par 
liuit  points  doubles,  et  dont  nous  allons  nous  occuper  maintenant. 


54.  L'equation  des  courbes  de  Tune  de  ces  trente  families  est 
(n°  30)  de  la  forme 

(5)  l^B\  +  l,V,  +  ...  +  l,fJ',, 


TiiEonrE  g^:nkrale  des  suhfacks  h yperklliptiqi;ks. 


Irs  a  etant  des  constantes  arbitraires,  et  les  0'  des  fonctions  d'ordre 
quatre,  normales,  toutes  paires  ou  toutes  impaires,  de  ineme  caracte- 
ristique  non  nulle. 

11  est  aise  de  voir  qu'on  pent  exprimer  ces  foiictions  a  I'aide  des 
fonctions  normales  du  second  ordre. 

Soient,  en  effet,  0,  et  0^  deux  fonctions  quelconques,  lineairement 
independantes,  d'ordre  deux,  ayant  meme  caractoristique  que  les  0', 
et  paires  ou  impaires  selon  que  les  0'  sont  pairs  ou  impairs;  soient 
toujours  0|,  02>  0:i.  ©4  les  fonctions  normales  d'ordre  deux,  de  carac- 
teristique  nulle,  qui  sont  proportionnelles  aiix  coordonnees  d'un  point 
de  la  surface  de  Kummer;  les  huit  fonctions 

'^.e,,    9,0,,    0,Q,,  5,0,,, 

o,&,,  e,0,,  o,&,„  o,&,, 

sont  d'ordre  quatre;  elles  out  meme  caracteristique  que  les  6'  et  sont 
paires  ou  impaires  en  meme  temps  que  ces  dernieres  fonctions.  De 
plus,  elles  sont  lineairement  independantes,  car,  s'il  existait  une  rela- 
tion de  la  forme 

9,  («, 0,  +  f/j0.,  +  a,©:,  +  ri,  &, )  +9,{ h,  0,  ^-  .  .  .  H-  b,®,, )  =  o. 

on  en  deduirait  que  la  courbe  9,  o,  qui  est  une  biquadratique  quel- 
conque,  difi'erente  de  la  courbe  0^  =  o,  serait  dans  le  plan 

bf,%\  +  b.,x.,  +  b.Xj  -+-  6,  o, 

ce  qui  est  impossible. 

Par  consequent,  les  huit  fonctions  0'  sont  des  combinaisons  lineaires 
et  homogenes  des  huit  fonctions  O/,0;  precedentes,  et  I'equation  gene- 
rale  des  courbes  du  huitieme  ordre  de  la  famille  consideree  sera  de  la 
forme 

( 6 )  9 ,  ( « ,  0 ,  +     0,  H-  a,  0,  -I-     0,,, ) 

+  9,(^^,0,  +  6, 0„+  /,^;,0,+  b,&,)  —  o, 

les  a  et  b  etant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  forme  met  en  evidence  une  propriete  importante  des  courbes 
correspondantes  :  c'est  que  chacune  de  celles-ci  admet  une  secante 
quadruple^  ayant  pour  equations 


Q  = 


a,  .r,  +  fr^.fo  +  a-^X;.,  4-  a,,  x,^  =  o. 

b ,  +  b.,x.,  -A-  b-i  j:-.  -\-  b,^  x,^  =  o, 


IJ2  OEl'VRES   DE  GEORGES  IIUMBEUT. 

ct  que  tout  plan,  '/.P -\- <j.()  =  o,  menc  par  cctte  secantc,  coupe  on 
outre  la  courbe  en  (juatre  points  situes  sur  uno  nit'ine  biquadratique, 
;j.O,  —  aO,  =  o. 

II  est  aise  de  voir  que  la  courbo  etudiee  n'a  qu'///<r  sciilc  secantc  qiia- 
(Iruple.  En  efTet,  cette  courbe  est(n"  30)  sur  une  surface  du  troisienie 
ordre,  passant  par  deux  coniqucs  C,  et  C..  do  la  surface  de  Kummer. 
Les  deux  coniques  C,  et  C..,  se  coupant  en  deux  points,  sont  rencon- 
trees  Tune  ou  I'autre  par  vingt-six  desdroitos  de  la  surface  cubiquc;  la 
vingt-septieme  droite  est  celle  qui  s'appuie  sur  les  deux  droites  (con- 
courantes")  situees  dans  les  plans  do  ('.,  et  C;. ;  elle  no  rencontre  ni 
ni  V..,  et  coupe,  par  suite,  la  surface  de  Kummer  en  quatre  points 
qui  sont  sur  la  courbe  propusoo.  Inversoinont,  loute  droite  coupant 
cette  courbe  en  quatro  points  doit  otre  sur  la  surface  du  troisieme 
ordre,  et,  par  suite,  il  n'existe,  comme  nous  I'avions  annonce,  qu'unc 
seule  secante  quadruple. 

L'analyse  conduirait  aisemcnt  au  meme  resultat. 

•k").  Les  courbes  de  la  famille  (())  passent  par  les  huit  points  singu- 
liers  de  la  surface  de  Kummer  qui  sont  communs  aux  couples  d'un 
octaodre  do  Gopel  (n°  30);  done  chacune  d'elles  louche  en  deux  points 
non  singuliers  les  plans  de  cet  octaedre,  et  en  trois  points  non  singuliers 
les  plans  de  f  octaedre  associc. 

Deux  courbes  de  la  famille  se  rencontrent,  en  dehors  des  huit  points 
singuliers  qui  leur  sont  communs  en  ^2. 4-4  —  8]  =  i2  points  de  la 
surface  de  Kummer;  on  le  demontre  a  I'aido  de  la  formule  de  M.  Poin- 
care  en  repetant  un  raisonnement  fait  plusieurs  fois. 

Les  douze  points  non  singuliers  communs  aux  deux  courbes 

(6)  (y,  ( r/i  0,  +  .  .  .  +  a,  <d, )  -I  5,  (6,0,+...  -I-  Ih.  ^.  )  =  o, 

(G')  0,H-...-!-r/'.0,,)  0', -I  ...  ( ■ //,  0',, )  =  o 

sont  sur  la  quadrique  PQ'— 0P'=o,  1'  et  Q  ayant  la  signification 
indiquee  plus  haul,  ot  P',  Q'  otant  definis  de  la  meme  maniere  avec 
les  a'  et  les  h' . 

Le  long  de  cbaque  courbe  (6)  on  peut  inscrire  a  la  surface  de 
Kummer  une  infinite  do  surf  aces  du  quatrieme  o/y//-^  formant  un  faisceau 
ponctuel,  et  touchant,  d'apres  ce  qui  precede,  huit  des  plans  singuliers 
en  deux  points  et  les  huit  aulres  en  trois  points. 
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50.  Paraii  ces  surfaces  inscrites  du  quatrii-me  ordre  il  en  est  de  par- 
ticulierement  interessantes,  que  Ton  obtient  comnne  il  suil. 

.\ous  Savons  (n"  10)  que  les .fonctions  0^,  0,0:,,  Oi;  sont  des  I'onctions 
quadratiques  entieres  de  0,,  02,  0:i,  0,,  que  nous  desigiierons  respec- 
livement  par  A,,  A,.,  et  A...;  elovons  niaintenant  au  carre  Texpression 

et  remplacons,  dans  le  developpement  0^0,0.,,  01  par  leurs  valeurs  pre- 
cedentes,  en  substituant  a  0, ,  0.,,  0;,,  0,  les  coordonnccs  o',,  .r^,  a-,,,  a:,; 
nous  obtenons  une  expression  S 

S  =  A,P-    -  \,J'<) 

qui,  egalee  a  zero,  represente  une  surface  du  quatrieme  ordre,  S  =  o, 
inscrite  a  la  surface  de  Kummer  le  long  de  la  courbe  (0 ). 

Cette  surface  a  la  droite  double  P  —  o,  Q  =  o,  qui  est  la  secante  qua- 
druple de  la  courbe  de  contact. 

L'enveloppe  des  surfaces  S  =  o,  c'est-a-dire  la  surface  de  Kummer, 
a  evidemment  pour  equation 

A,  \,  =  <.. 

Les  surfaces  du  quatrieme  ordre  qui  touchent  la  surface  de  Kummer, 
le  long  de  la  meme  courbe  que  la  surface  S  =  o,  ont  pour  equation 

(7)  A,PH-2A„F(^  +  A,0^.+  /.(Ay,-A,A,)  =  o, 

A  etant  unc  constante  arbilraire.  Cette  equation  peut  s'ecrire,  au  fac- 
teur  prt's  —  y 

ce  qui  montreque,  si  A  n'est  ni  nul  ni  infini,  la  surface  (7)  a  hnitpoints 
doubles  situes  sur  les  trois  quadriques 

—  A,  /.  =  o,      P-  -  Ao  /.  =  (),      A , , I  -\- 1  '(^)  =  o. 

Ces  huit  points  sont  d'ailleurs  sur  la  surface  A',,.  —  A,  A2  =  o,  c'est-a- 
dire  sur  la  surface  de  Kummer  :  on  le  voit  en  eliminant  P,  Q  et  a  entre 
les  trois  dernieres  equations. 

■^l .  De  toute  cette  analyse  resultent  les  enonces  suivants  : 

Soil  F  une  des  trente  families  de  courbes  du  huitieme  ordre  determinees , 
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.V///-  Id  surface  de  h'limmrr,  par  des  surfaces  cubiques  passant  par  deux 
coniques singulii'res :  lescourbes  de  la  famille  F passent  toules parhuit points 
singuliers,  situes  sur  les  couples  de  plans  d'un  nieme  octabdre  de  Gopel : 
elles  touchent  en  deux  points  non  singuliers  les  plans  de  cet  octaedrc  et  en 
trois  points  non  singuliers  les  plans  de  I'octaedre  associe. 

Toute  courbe  de  la  famille  Y  a  une  et  une  seule  secante  quadruple; 
chaque  plan  niene  par  celte  secante  coupe  en  outre  la  courbe  en  quatre 
points  qui  sont  situes  sur  une  biquadratique  de  hi  surface  de  Kummer, 
passant  paries  huit  points  singuliers  comnmns  aux  courbes  de  la  famille  V. 

Deux  courbes  de  la  famille  ont,  en  dehors  des  points  singuliers,  douse 
points  communs  qui  sont  situes  sur  une  quadrique  passant  en  outre  par  les 
deux  secantes  quadruples  des  deux  courbes. 

Le  long  de  chaque  courbe  de  la  famille  on  pent  inscrire  a  la  surface  de 
hummer  une  infinite  de  surfaces  d^ordre  4  formant  un  faisceau,  et  qui 
ont  chacune,  sur  la  courbe  consideree,  huit  points  doubles,  variables  d'une 
surface  d  I'autre. 

Parmi  ces  surfaces,  il  en  est  une  qui  a  pour  droite  double  la  secante 
quadruple  de  la  courbe  consideree,  sans  avoir  generalement  de  point  mul- 
tiple en  dehors  de  cette  droite. 

."iH.  II  nous  reste  a  etudier  les  courbes  clu  huitieme  ordre  apparte- 
nant  a  la  famille  singuliere,  c'est-a-dirc  (n°  30)  determinees  sur  la 
surface  de  Kumnier  par  une  surface  du  quatrieme  ordre,  menee  par  les 
quatre  coniques  singulieres  d'un  groupe  de  Rosenhain. 

Dans  les  paragraphes  qui  vont  suivre,  nous  nous  bornerons  ii  une 
etude  sommaire,  nous  reservant  de  revenir,  par  d'autres  methodes, 
sur  ces  courbes  interessantes. 

Les  courbes  du  huitieme  ordre  de  la  famille  singuliere  passent  paries 
seize  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer  et,  par  suite,  touchent  en 
un  point  mobile  chacun  des  seize  plans  singuliers. 

Reciproquement,  toute  courbe  du  huitieme  ordre  tracee  sur  la  sur- 
face de  Kummer  et  passant  simplement  par  les  seize  points  doubles, 
appartient  a  la  famille  singuliere  (n°  31 ). 

Deux  courbes  de  la  famille  se  coupent,  comme  on  le  voit  par  la  for- 

mule  de  M.  Poincare,  en  ^(2.4.4  —  16)  =  8 points  mobiles. 

Soient  S,  =  o  et  83  =  o  deux  surfaces  du  quatrieme  ordre,  circons- 
crites  a  la  surface  de  Kummer  le  long  de  deux  courbes  .y,  et     de  la 
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famille  sini^uiiore;  S  =  o  une  surface  du  ineme  ordre  passant  par  ces 
deux  courbes  (n"  ')4);  on  a  idenficjuement 

S,S,r=S=-h  KG, 

G  etant  un  polynome  d'ordre  /|  Cette  identite  montre 

que  les  points  communs  aux  surfaces  S  =  o,  K  =  o,  G  =  o  sont  des 
points  doubles  de  la  surface  8,8.,  =  o. 

Or  on  demontre  sans  difficulte,  en  appiiquant  les  metliodes  suivies 
aux  n"*  46-48,  que  les  trois  surfaces  S  —  o,  S,  =0,  Sj  =  o  n'ont  pas, 
en  general,  de  courbe  commune,  et  que  la  surface  G  =  o  nc  passo 
pas  par  les  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer. 

Cela  pose,  nous  savons  que  la  surface  S  =  o  coupe  K=o  suivant 
deux  courbes  et  s.,  d'ordre  8,  (|ui  passant  par  les  seize  points  singu- 
liers et  out  huit  autres  points  communs  p.,  .  .  . ,  jo„  :  en  ces  huit 
derniers  points,  les  surfaces  S,  =0,  S^,  =  o,  S  =  o,  K  =:  o,  G  =  o  sont 
tangentes,  comme  le  montre  Tidentite  precedente;  la  courbe  s^  touche 
done  en  chacun  d'eux  la  surface  G  =  o,  qu'elle  coupe  par  suite 
en  4-8  —  2.8  =  16  points  distincts  des  points  p^,  jh,  .  .  • ,  />s-  Ces  seize 
nouveaux  points  sont,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit,  des  points  doubles  de 
la  surface  8,82  =  0;  ils  ne  sont  pas  situes  sur  la  surface  =  o,  car  la 
courbe  .y,  ne  rencontre  cette  derniere  qu'aux  points  p.,  et 
aux  seize  points  singuliers  de  la  surface  de  Rummer;  ils  sont  done  des 
points  doubles  de  la  surface  S,  =0.  Celle-ci  est  done  une  surface  du 
quatrieme  ordre  a  seize  points  doubles,  c'est-a-dire  une  surface  de  Kum- 
mer; les  seize  points  doubles  sont  sur  la  surface  de  Kummer  primitive. 

Done  : 

Les  surfaces  generales  du  quatrieme  ordre  inscrites  a  la  surface  de 
Kummer  le  long  des  courbes  du  huitieme  ordre  de  la  famille  singuliere 
sont  des  surfaces  de  Kummer,  ay  ant  leurs  seize  points  doubles  sur  la  sur- 
face de  Kummer  primitive . 

D'apres  cela,  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces  de  Kummer 
passe  par  les  points  doubles  de  la  seconde,  comme  elle  passait  deja  par 
les  points  doubles  de  la  premiere;  il  en  resulte  qu'elle  apparticnt  a  la 
famille  singuliere  sur  Tune  et  sur  I'autre,  et  qu'elle  touche  les  plans 
singuliers  des  deux  surfaces.  En  d'autres  termes  : 

Deux  surfaces  de  Kummer  etant  inscrites  Vune  a.  I'autre,  les  points  sin- 
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guliers  dc  I'nne  sont  sur  I'autre,  et  les  plans  singuliers  dc  I'une  touchent 
V autre  en  des  points  situcs  sur  la  courbc  de  contact. 

On  peut  compU'ter  ces  resultats  en  etablissaiit,  par  la  incthodc 
suivie  ail  n°  ^iG,  que  la  surface  G  est  aussi  une  surface  du  quatrieme 
ordre  a  seize  points  doubles,  c'est-ii-dire  une  surface  de  Kummer; 
ellc  est  circonscrite  a  S,  et  S^,  les  courbes  dc  contact  etant  sur  S. 

M.  Klein  est  arrive,  par  des  considerations  fondees  sur  la  Linien- 
geometrie  ii  demon trer  I'existence  des  surfaces  de  Kunimer  inscrites 
a  une  surface  de  Kummer  donneo;  il  en  a  deduit  des  consequences 
nombreuses  ct  remarquables  pour  la  configuration  (jue  forment,  sur 
cette  derniere,  les  seize  points  ou  les  seize  plans  singuliers  d'unc  sur- 
face de  Kummer  inscrite  (').  Nous  n^'nsisterons  done  pas  sur  un  sujel 
traite  a  fond  par  I'eminent  geometre;  nous  nous  bornerons,  plus  tard, 
a  examiner  certains  cas  particulicrs  dans  lesquels  les  surfaces  de  Kum- 
mer inscrites  degenerent  en  surfaces  a  lignes  multiples, 

CHAPITRE  VI. 

SECTIONS  DE  LA  SURFACIi  DE  KUMMER   PAR  SES  PLANS  TANGENTS. 

.v.).  Soit  <')  la  fonction  normale  du  premier  ordre  tie  caracleris- 
tique  j  '    *^  jj  qui  s'annule  (n"  7)  pour  les  six  demi-periodes 

b  .       r  .       h  C 

o.    o:        f),    T.i\        ->    7:/ -1-    ;        T.i -\ — » 

'}.  :>.  ?.  '>, 

abbe  .a       bb  r 

__(__,    -  +  -  :        r.i  ^  1-    7     -  ^  

2222  2222 

Si  Ton  designe  par  a  et  \}.  deux  constantes,  la  fonction 

^(//,  v)  —  l2(u  —  }„  (•  —      Sr(V/  -f-  /„  V  +  \x) 

est  une  fonction  paire  de  u  et  r,  puisque  est  une  fonction 

impaire.  D'ailleurs  0(//,  c)  est  evidemment  une  fonction  normale,  du 
second  ordre,  a  caracteristique  nulle;  elle  est  done  exprimable  lineai- 


('j  IvLEiN,  Math.  Annaten,  I.  XX.\  II ;  Con/iguralionen  bei  dcr  Kiinimcr.s'chrn 
Fldche. 
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rement  en  fonclion  des  coordonnees  d'un  point  de  la  surface  do  Kuin- 
mer,  et,  par  suite,  la  courbe  0(a,  i^)  =  o  est  une  section  plane  de  cette 
surface.  Cette  courbe  a  evidemment  un  point  double,  car,  d'apres  la 
formule  de  M.  Poincare,  les  equations 

ont,  en  u  et  c,  deux  solutions  communes,  egales  et  de  signes  contraires, 
auxquelles  correspond  un  seul  point  de  la  surface  de  Kummer  :  les 
coordonnees  u,  <■  de  ce  point  annulant  0(//,  c)  et  ses  deux  premieres 
derivees  sont  celles  d'un  point  double.  La  courbe  est  done  la  section 
de  la  surface  par  un  de  ses  plans  tangents;  reciproquement,  etant 
donne  un  point  r„,  si  Ton  determine  A  et  \j.  (ce  qui  est  possible 
d'une  seule  maniere,  les  solutions  a,  [j.  et  —  a,  —  <j.  etant  considerees 
comme  identiques)  par  les  equations 

il  est  clair  que  le  point      (■„  sera  le  point  double  de  la  courbe 

&  (  II  -I-  /..  ('  -i-  [J.)  ?j{  II  —  A,  ('  —  IJ.  )  =  (;. 

Les  courbes  0(//,  p)  =  o  sont  done  Jes  sections  de  la  surface  de  Kummer 
par  ses  plans  tangents. 

A 'un  systeme  de  valeurs  des  deux  arguments  hyperelliptiques  a,  a 
correspond  ainsi  un  plan  tangent  de  la  surface  de  Kummer;  recipro- 
quement, \x  un  plan  tangent  correspondent  deux  systemes  d'arguments, 
de  la  forme  A,  \j.  et  —  — 

GO.  Le  fail  que  lo  premier  membrc  de  I'equation  de  la  section  de  la 
surface  par  un  plan  tangent  se  decompose  en  deux  facteurs  ^  du  pre- 
mier ordre  est  fondamental. 

Soit,  en  eflet,  un  plan  tangent  quelconque  donne;  clioisissons un  des 
deux  systemes  d'arguments  a,  \j.  et  —  A,  —  a,  qui  lui  correspondent,  et 
considerons  I'equation 

(i)  —  A.  r  —  ij.)  =  I). 

Un  point  de  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  tangent  a  deux  systemes 
d'arguments  //,  r  et  — //,  —  t'(a  des  periodes  pres);  de  ces  deux  sys- 
temes, f/7?  seul  satisfait  a  I'equation  precedente:  on  voit  ainsi  (|u'a  un 
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point  de  la  courbe  (i)  ne  correspond  qxi'un  .v^m/ system e  de  valeiirs  des 
arguinenis  //,  <•  a  des  multiples  pres  des  periodes. 
[1  resulte  de  la  que  les  deux  conrbes 

se  correspondent  point  par  point.  Soient,  en  effet,  //,  r  un  point  de  la  pre- 
miere et  //',  v  un  point  de  la  seconde  :  on  peut  etablir  enire  les  points 
des  deux  courbes  la  correspondance 

ear,  lorsque  le  point  //,  <  decrit  la  premiere,  le  point  v'  decrit  la 
seconde.  Or  a  un  point  de  la  premiere  courbe  correspond  un  seul  sys- 
teme  de  valeurs  de  u,  <'  a  des  periodes  pres,  et,  par  suite,  d'apres  les 
formules  precedentes,  un  seul  systeme  de  valeurs  de  //,  v\  c'est-a-dire 
un  seul  point  de  la  seconde  courbe,  et  reciproquement. 

Les  sections  de  la  surface  par  ses  plans  tangents  sont  done  des 
courbes  de  meme  genre  et  de  memes  modules;  or,  pour  une  courbe  du 
quatrieme  ordre  a  un  point  double,  on  sait  que  les  modules  sont  les 
rapports  anharmoniques  des  six  tangentes  issues  du  point  double. 
Done  : 

Les  rapports  anharmoniques  des  six  tangentes  doubles  qti'on  peut  mener 
d  la  surface  de  Kummer^  par  un  de  ses  points,  sont  constants. 

II  s'agit  la  des  rapports  anharmoniques  des  six  droites,  prises  quatre 
par  quatre. 

Ce  tlieoreine  est  analogue  a  celui  qui  donne  geometriquement  I'inva- 
riant  absolu  d'une  cubique  plane;  ici  nous  avons  trois  rapports  anhar- 
moniques, dependant  des  trois  periodes  a,  b,  c  de  nos  fonctions  0. 

On  peut  verilier  la  proposition  precedente  d'une  maniere  elemen- 
taire  dans  un  cas  particulier.  Menons,  en  effet,  par  un  point  singulier,  0, 
de  la  surface  de  Kummer  les  plans  qui  touchent  le  cone,  11,  des  tan- 
gentes en  ce  point,  et  considerons  les  sections  de  la  surface  par  ces 
plans.  Les  six  tangentes  doubles  qu'on  peut  mener  de  0  a  I'une  d'elles 
sont  evidemment  les  intersections  du  plan  de  la  courbe  avec  les  six 
plans  singuliers  qui  passent  par  0,  plans  qui  touchent  le  cone  11.  Les 
rapports  anharmoniques  des  six  tangentes  doubles  sont  done  ceux  des 
six  droites  suivaiit  lesquelles  un  plan  mobile,  tangent  a  uii  cone  de 
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second  ordre,  coupe  six  plans  fixes  tangents  a  ce  cone.  D'apres  iin 
theoreme  bien  connu,  ces  rapports  anharmoniques  sont  constants. 

Nous  avons  ainsi  une  expression  geonietrique  des  modules  des  sec- 
tions de  la  surface  par  ses  plans  tangents;  on  verrait,  par  voie  de  reci- 
procite  que  ces  modules  sont  aussi  egaux  aux  rapports  anJiarmoniques  de 
six  points  singuliers  situes  sur  une  meme  conique. 

61.  Remarque.  —  Soit0,„(//,  v)  une  fonction  normale  d'ordre  m;  on 
voit,  comme  plus  haul,  que  les  courbes  d'ordre  [\m, 

&„,(i'  —  A,  (■  —  f-j  =  o, 

out  m-  points  doubles,  et  que  deux  d'entre  elles  se  correspondent  point 
par  point;  nous  reviendrons  plus  tard  sur  ces  courbes  remarquables. 

02.  Reprenons  la  section  de  la  surface  de  Kummer  par  un  plan  tan- 
gent correspondant  a  I'equation 

(l)  '^{tl  —  A,  (■  — /j.)  =  o. 

Puisque,  a  un  point  de  cette  courbe,  on  pent  faire  correspondre  un  seul 
systeme  de  valeurs  de  a,  a  des  periodes  pres,  les  differentielles  du 
et  d^  seront,  le  long  de  la  courbe,  dos  differentielles  abeliennes;  comme 
elles  ne  deviennent  pas  infinies,  ce  seront  des  differentielles  abeliennes 
de  premiere  espece.  Par  suite,  en  chaque  point  de  la  courbe,  les  argu- 
ments hyperelliptiques  //  et  r  seront  egaux  a  deux  integrales  de  pre- 
miere espece,  appartenant  a  cette  courbe;  on  aura  ainsi 

a  et  [i  etant  deux  constantes,  g\t)  et  g\{t)  deux  integrales  de  premiere 
espece,  exprimees  en  fonction  d'une  variable  quelconque,  t;  cette 
variable  ne  jouera  d'ailleurs  aucun  role  dans  ce  qui  suit,  nous  ne 
I'introduisons  que  pour  rappeler  que  les  integrales  git)  et  ^■|(^)  ont  une 
meme  liniile  superieure  ('). 

Pour  limite  inferieure  de  ces  integrales,  ou  mieux  pour  leur  point  de 
depart,  nous  choisirons  le  point  //  =      r  =:  a,  qui  verifie  bien  la  rela- 


(')  Dans  ce  (jiii  siiil,  nous  ecrirons  ,;'/,  ^'|/,  en  supprimanl  la  pareiuliese. 
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tion  '^(ii  —  A,  f  —  u.)  =  o,  el  doiil  nous  verrons  plus  bas  la  signification 
geometrique.  II  resulte  de  ce  choix  que  a  et  ,3  sont  mils,  puisque,  en 
faisant  gi  —     /  =  o,  on  doit  trouver  u  —  A  et  r 

En  remplagant  //  et  c  par  leurs  valeurs  dans  I'equation  (i)  de  la 
courbe,  on  a 

(4)  aV)=o, 

equation  qui  a  lieu  pourtoute  valeur  de  t.  On  reconnaitla  un  theoreme 
fondamental  de  la  tlieorie  des  fonctions  hyperolliptiques  du  genre  2, 
qui  se  trouve  etabli  ici  par  voie  geometrique. 

Cela  pose,  observons  que  I'equation  —  a,  c —  [j.)=:o  ne  change 
pas  si  Ton  y  remplacc  u  et  r  par  2X  —  //,  2[j.  —  v  :  le  premier  membre 
ne  fait,  enell'et,  que  changer  de  signe.  II  en  resulte  que,  si  le  point  r 
est  sur  la  courbe  —  a,  c — u.)  =  o,  le  point  2/.  —  m,  2|j.  —  r  y  est 
egalement  :  ces  deux  points  sont  cvidemment  cn  imolution,  c'est-a- 
dire  que,  si  I'un  est  donne,  le  second  s'en  deduit  sans  ambigui'te  par 
une  determination  geometrique,  et  que  la  meme  construction,  appli- 
quee  au  second,  faitretomber  sur  le  premier.  Or,  sur  une  courbe  gene- 
rale  du  quatrieme  ordre  a  un  point  double,  il  n'y  a  d'autre  involution 
que  celle  que  constituent  les  couples  de  points  situes  sur  une  secante 
issue  du  point  double;  done  les  points  11,  vet  i\  —u,  —  v  sont  sur 
line  meme  secante  issue  du  point  double  de  la  courbe  (1).  En  parliculier, 
on  obtiendra  les  points  de  contact  des  tangentes  menees  par  ie  point 
double,  en  ecrivant 

ti  =  :i't.  —  i'  =  5!j7.  —  ('        ( mod  pei  iodes), 

c'est-a-dire 

''?  ''?, 

u  —  I.  H-  -  )         V  =  u.  H  ; 

2  '2 


^  et  ^  etant  deux  demi-periodes  correspondanles.  Mais  pour  que  le 

point  u,  r,  ainsi  defini,  soit  sur  la  courbe  (i),  il  faut  que  —  a,  c — a) 
soit  nul,  c'esl-a-dire 


2  2 


On  a  done  pour  ^  et  ^  les  six  systemes  de  valeurs  ecrits  plus  haut 
(n"  fiOV 


TH^ORIE  g6n6rALE  DES  SURFACES  HYPERELLIPTIQUES. 


8. 


En  parliculier,  au  systeme  de  valeurs  (o,  o)  correspond  le  point 
u  =  X,  V  =  [J. :  ce  point,  que  nous  avons  rencontre  tout  a  I'heure  et  pris 
pour  point  initial  des  integrales  gt  et  g\t,  est  done  un  des  points  de 
contact  des  tangentes  menees  k  la  courbe  (i)  par  son  point  double. 

63.   Remarque.   —  Les   deux  courbes  z(ii  —  A,   v — =  " 
.^(m'  —  a',  v'  —  ^J)  =  o  se  correspondent  point  par  point,  selon  les  rela- 
tions (2);  si  done  on  designe  par  g't  et  g\t  les  integrales  de  premiere 
espece  qui  correspondent  a  u'  et  v'  sur  la  deuxieme  courbe,  et  qui  ont 
pour  point  initial  le  point  V,  [j.',  on  aura,  en  vertu  de  (2)  et  (3), 

gl^g'l       el       ga  =  g\l- 

En  d'autres  terines,  on  pourra  supposer,  sans  nuire  a  la  generalite,  que 
les  integrales  gt  et  g\t  sont  prises  le  long  d'une  courbe  determince 
3(w  —  — [^o)  =  o»  ^  partir  du  point  X„,  |j.„  :  c'est  ce  que  nous 
admettrons  dans  ce  qui  suit. 


64.  L'equation  generale  qui  correspond  aux  sections  de  la  surface 
par  les  plans  tangents  en  un  point  singulier  ^>  est,  d'apres  ce  qui 
precede, 

a  etant  arbitraire,  et  ^>  -^^  designant  deux  demi-periodes  correspon- 
dantes. 

65.  Nous  renverrons,  pour  les  resultats  connus  qu'on  pourrait 
deduire  de  ces  relations  analytiques,  aux  Memoires  de  MM.  Klein  et 
Rohn  ('),  et  nous  aborderons  un  sujet  de  recherches  different  en  efu- 
diant  I'intersection  d'un  plan  tangent  quelconque  avec  certaines 
courbes  algebriques  tracees  sur  la  surface:  dans  cette  etude  nous 
ferons  usage  d'une  proposition  de  M.  Poincare,  qui  revient  au  theo- 
reme  d'Abel,  et  qu'on  pent  enoncer  ainsi  (-)  : 

Soient  0,„(".  ^)  deux  fonctions  thita,  normales^  de  caracte- 

(')  Klein,  Math.  Annalen,  t.  XXVII,  p.  106;  Rohn,  Math.  Annalen,  t.  XV. 
p.  3i5. 

(■-)  American  Journal,  I.  Vlll. 

aiUVRES  DE  0.  HUMREKT,  T.  II.  11 


OEl'VRES  DE  GF.ORGES  Hl'MBERT. 


ristique  jiulle  ;  les  deux  equations 

ont  imn  solutions  communes ,  u,  c,  u.,,  r._,,  .  . .,  entre  lesque/les  existent  les 
relations 

</,  +  //o  +  ■  ■  ■  =        (  A  -I-  /.').  f|  -I-      +  .  .  .  —  1)111  {[J.  -\-  [J.'). 

60.  Cela  pose,  reprenons  la  courbe,  que  nous  designerons  par  C,, 

S  (  «          /..  ('  —     )  =  o. 

On  sait,  par  le  theoreme  (TAbel,  que  les  sommes  des  integrales  gt  et  g\  t, 
qui  correspondent  aux  points  d'intersection  de  cette  courbe  et  d'une 
courbe  algebrique  d'ordre  m,  sont  constantcs. 

Inversement,  si  les  sommes  des  integrales  gt  et  ^'i  t  qui  correspondent 
k  [\m  points  de  la  courbe  C/.  ont  les  valeurs  constantes  precedentes, 
ces  [\m  points  ne  sont  pas  generalement  sur  une  courbe  d'ordre  /?/, 
mais  sont  sur  une  courbe  d'ordre  m  -f-  i,  passant  en  outre  par  le  point 
double  et  par  deux  points  quelconques  de  C,,  situes  sur  une  meme 
secante  issue  de  ce  point  ( ' ). 

Pour simplifier  le  langage,  nous  dirons  que  cette  courbe  d'ordre/;*  + 1 
adjointe  (c'est-a-dire  passant  par  le  point  double)  passe  en  outre  par  un 
couple  quelconque  de  points  conjugues. 

Cherchons  maintenant  I'expression  des  sommes  constantes  d'inte- 
grales  qui  correspondent  aux  points  d'intersection  de  C,  avec  une 
courbe  algebrique  d'ordre  m. 

Si  la' courbe  d'ordre  m  est  une  droite,  les  deux  sommes  s'evaluent 
aisement.  En  effet,  d'apres  la  proposition  de  M.  Poincare,  les  sommes 
des  quatre  valeurs  de  u  et  de  r  qui  verifient  les  equations 

?j(  II  —  A.  (•  —  p.  )  —  O,         0  (  " ,  v)  —  0, 

oil  0  est  une  fonction  normale  du  second  ordre,  de  caracteristique 
nulle,  sont 


("j  ^  oir,  par  exeinple,  noire  .Memoiie  Sur  I'applicotion  des  fonctions  fwli- 
siennes  d  In  Geonietrie,  lome  II  de  ce  journal,  /J''  serie,  p.  260  et  suiv. 


THltOlUE  G^NKRALF.   PES   SURFACES   H  Y  PERFLL IPTIQUF.S.  83 

Le  long  de  la  courbe  C  ,,  on  a 
il  vient  done 

les  deux  sommes  s'etendant  aiix  quatre  points  communs  a  C,,  ct  a  la 
courbe  plane  0(w,  v)  =  o. 

Ainsi,  pour  une  droite,  les  sommes  d'integrales  g  et  ^'i  ont  les  valeurs 
constantes  —  2A  et  —  2[j.',  il  en  resulteque,  pour  une  courbe  d'ordrem, 
ces  sommes  ont  les  valeurs  —  2X1/1  et  —  2ij.m,  puisque  la  courbe 
d'ordre  m  peut,  en  particulier,  se  decomposer  en  m  droites. 

On  deduit  de  lii  des  consequences  interessantes. 

()7.  I.  Soit  toujours  t^)  une  fonction  normale,  d'ordre  deux,  k 
caracterislique  nulle,  les  deux  equations 

0  ( ?^ ,(')=:  O,  —  '/..II  —  JJ. )  =  O 

ont  quatre  solutions.  Or  la  derniere  donne 

a  =  gt  +  A,        (•  —  gf  I  +  [x. 

Portant  ces  valeurs  dans  la  premiere,  celle-ci  devient 

(6)  0(i'/  +  7,        +  = 

elle  est,  d'apres  ce  qui  precede,  verifiee  pour  quatre  systemes  de 
valeurs  de  gt  et     t,  tels  que  Ton  ait 

Ainsi,  si  nous  designons  pari,,  t.,,  r,,  t,,  des  constantes  quelconques, 
I'equation 


0 

sera  verifiee  pour  quatre  systemes  de  valeurs  de  gt  et  o-,  /,  tels  qu'on  ait 

2  A'AH-  A'/.,, 

2]     /  =  .^-i  /  ,  +     /,     i'-,  ^3  +  A'l  / 
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Je  dis  que,  si  deux  des  solutions  de  ['equation  consideree  sont^z,, 
g\tt  et  gt^,  giti,  \es  deux  dernieres  seront  gt-i,  g^t-i     gt„,  g^t,. 

On  a,  en  effet,  en  designant  par  go,  g,  a  et  g^,  g,  i  les  deux  dernieres 
solutions 

et,  d'apres  la  theorie  generate  de  Tinversion,  les  deux  equations  prece- 
dentes  n'ont  pas  d'autres  solutions  que 

g(7=   gti,  gT=gii  o    /     .   •>  •^ 

(',y  =  3,  4  el />y). 

S^i<^  =  g'^'h       g,i  —  g\lj 

ce  qui  est  precisement  la  proposition  a  etablir. 

En  d'autres  termes,  si  I'equation  Q{u,  =  o  est  satisfaite  pour  deux 
des  quatre  systemes  de  valeursde  u  et  v  inscrits  au  tableau  suivant,  elle 
sera  egalement  satisfaite  pour  les  deux  autres  : 


gl.: 

-gt,), 

ft  1  ■■  1 

-gJ,- 

gl  t;; 

-git,). 

=  ;<- 

gt. 

-gt:). 

g^t^ 

+  g^  t  ,  - 

cr  t 

-gyt,). 

=  i(- 

gl-.: 

-gt.). 

„=!,- 

g\ts 

-g^t,+ 

g^  t  .: 

-git,), 

=  5<- 

-si-i- 

+  gt:f). 

g\  t\ 

-g.t,~ 

glt:: 

+  g,t,). 

Geometriqnement,  en  se  rappelant  qu'il  y  a  quatre  fonctions  &(u,  c) 
normales,  d'ordre  deux,  a  caracteristique  nulle,  lineairement  indepen- 
dantes,  et  que  ces  quatre  fonctions  sont  proportionnelles  aux  coordon- 
nees  d'un  point  de  la  surface  de  Kummer,  on  peut  dire  que  tout  plan 
qui  passe  par  deux  points  (u,  r)  du  tableau  passe  par  les  deux  autres. 
En  d'autres  termes,  le  tableau  donne  les  arguments  de  quatre  points 
de  la  surface  de  Kummer  situes  sur  une  droite,  et  sur  une  droite  quel- 
conque,  puisqu'il  y  a  quatre  parametres  arbitraires  r,,  t-^,  t,,,  t,,. 

II  va  sans  dire  qu'on  peut,  dans  ce  tableau,  changer  simultanement 
les  signes  des  arguments  //,  r  d'un  quelconque  des  quatre  points. 

Plus  simplement,  on  peut  dire  que  les  arguments  de  quatre  points  en 
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ligne  droite  sont  donnes  par  les  formules 

 I 

oil  £|  et  $2  peuvent  prendre  les  valeurs  ±\. 

Cette  formule  importante  est  due  a  M.  Klein,  qui  I'a  deinontree  sous 
une  autre  forme  et  par  une  voie  differente;  nous  en  ferons  plus  loin 
quelques  applications. 

68.  II.  Considerons  maintenant  une  fonction  0,  d'ordre  2m,  nor- 
male,  impaire,  a  caracteristique  nulle;  soit0,„,(^/,  r). 

Les  zeros  communs  aux  fonctions  02m(">  ^)  et  '^{u  —  \,  c  —  [x),  au 
nomb re  de  4m,  verifient  les  relations 

2  «  =  2  m  2  ('  =  3  in  p. ; 

le  long  de  la  courbe  C„,  c'est-a-dire       —  a,  c  —  ij.)  =  o,  on  a 
d'ou 

^  i'/  =  —  2  /n  >.,        2     /     —  2  w  p., 

les  sommes  s'etendant  aux  points  de  la  courbe  C,  situes  sur  la 
courbe  02„,(/<,  =  o.  Ces  deux  dernieres  relations  montrent  (n"  66) 
que  les  points  precedents  sont  sur  une  courbe  d'ordre  m-f-i, 
adjointe  a  C,,,  qui  passe  en  outre  par  un  couple,  qu'on  peut  choisir 
arbitrairement,  de  points  conjugues. 

On  peut  ajouter  que  les  lim  points  ne  sont  jamais  sur  une  courbe 
d'ordre  m,  si  aucun  d'eux  ne  coincide  avec  le  point  double  de  C;.. 

Nous  Savons,  en  efFet  (n°  30),  puisque  la  courbe  02m("?  <')  =  o  appar- 
tient  a  la  famille  singuliere  de  courbes  d'ordre  [\m,  qu'elle  est  sur  une 
surface  d'ordre  m  -h  2  passant  par  quatre  coniques  d'un  groupe  de 
Rosenhain.  Par  suite,  les  l^m  points  ou  elle  coupe  le  plan  de  la 
courbe  C.,  c'est-a-dire  la  courbe  elle-meme,  sont  sur  une  courbe 
d'ordre  m  -h  2,  passant  par  les  points  de  contact  de  quatre  tangentes 
doubles  de  C,, ;  si  done  ces  l\m  points  etaient  sur  une  courbe  d'ordre  m, 
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Ics  liilit  points  de  contact  des  quatre  tangentes  seraient  sur  une 
conique,  d'apres  une  propriete  generale  bien  connue  des  courbes  alge- 
briques  ( ' ). 

Or  il  est  aise  d'etablir  que  les  huit  points  d'intersection  d'un  plan 
avec  quatre  coniques  singulieres  d'un  groupe  de  Rosenhain  ne  peuvent 
jamais  etre  sur  une  conique  C.  Si  cela  etait,  en  efTet,  la  surface  dii 
second  ordre  menee  par  cette  conique  et  les  quatre  somrnets  du 
tetraedre  de  Rosenhain  considere  couperait  chacune  des  quatre 
coniques  singulieres  en  cinq  points,  dontdeux  sur  la  conique  C  et  trois 
en  trois  somrnets  du  tetraedre  :  quatre  coniques  d'un  groupe  de  Rosen- 
hain seraient  ainsi  sur  une  meme  quadrique,  ce  qui  est  impossible 
(n"  25). 

Nous  avons  ainsi  demontre  que  : 

Les  L\m  points  oil  une  coiirbe  algebrique  ordre  im,  tracee  sur  la  sur- 
face de  Kummer  et  appartenant  a.  la  famille  singuliere,  est  coupee  par  un 
plan  tangent  quelconque  de  la  surface,  sontsitues,  avec  le  point  de  contact 
de  ce  plan,  sur  une  infinite  de  courbes  planes  d' ordre  m.  +  i . 

Chacune  de  ces  courbes  d' ordre  m  -\-  i  coupe  en  outre  la  section  de  la 
surface  par  le  plan  tangent  considere  en  deux  points,  qui  sont  sur  une 
meme  secante  issue  du  point  de  contact. 

Le  plan  tangent  considere  pent  avoir  son  point  de  contact  sur  la 
courbe  d'ordre  l\m;  on  voit  alors  sans  difficulte,  soit  directement,  soil 
en  partant  des  resultats  precedents,  que  : 

Le  plan  tangent  a  la  surface  de  Kummer  en  un  point  d^une  courbe 
d^ ordre  l^m,  de  la  famille  singuliere,  tracee  sur  cette  surface,  coupe  en 
outre  la  courbe  en  [\m  —  2  points,  qui  sont  situes,  avec  le  point  de  contact 
du  plan  tangent,  sur  une  courbe  d'' ordre  m. 

Ces  propositions  s'appliquent  en  particulier  a  la  courbe  d'ordre  l\m 
formee  par  I'ensemble  de  deux  courbes  d'ordre  im,  appartenant  res- 
pectivement  a  deux  families  associees  (n°''  28  et  29);  car  le  produit 
des  0  qui  correspondent  a  ces  deux  courbes  est  une  fonction  normale, 
impaire,  de  caracteristique  nulle. 


(')  11  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  si  un  ou  plusieuis  des  '\m  points  coin- 
cident avec  le  point  double  de  C,,. 
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CHAPITRE  VII. 

APPLICATION'S  DIVERSES. 

60.  Nous  reunii'ons  dans  ce  Chapitre  quelques  applications  des  for- 
mules  des  paragraphes  precedents  et  quelques  complements  de  nos 
theories  generales;  nous  commencerons  par  I'elude  des  tetraedre.s^  en 
nombre  trois  fois  infini,  inscrits par  leurs  sommets  et  circonscrits par  leurs 
arStes  d  la  surface  de  Kummer;  nous  montrerons  qu'il  n'existe  pas 
d'autres  figures  de  cette  nature  que  celles  rencontrees  au  n"  50,  et  nous 
trouverons  I'expression  analytique  de  leurs  elements. 

D'apres  les  formules  du  n°  67,  il  est  aise  de  voir  que  la  condition 
necessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  joignant  deux  points  ,  f, ; 
?/2,  de  la  surface  de  Kummer  louche  cette  surface  en  un  troisieme 
point,  est  exprimee  par  les  formules 

£  designant  ±  i  et  p  etanl  une  constante  quelconque. 

Soient  r, ;  u,^  v.,;  11^,  \w  11,.,,  c,  les  sommets  d'un  tetraedre  inscrit 
a  la  surface  de  Kummer;  ecrivons  que  les  six  aretes  touchent  la  sur- 
face. On  aura  d'abord,  puisque  les  signes  de  et  peuvent  etre 
changes  simultanement, 

'   ''1—  <-'a=2^,p,         P,—  r,=  2^,cr,        v,—  (',=  2g\z. 

Les  conditions  de  contact  des  trois  aretes  qui  nc  partent  pas  du 
point  Uf,     seront : 

(  2  ) 

(         e(^..=  2g\M,        (•.,  + -^i  (■,,=  + ^  (■•,=  ■i.i,'-,--', 

p,  a,     CO,  GJ,  u  etant  des  constantes  quelconques ;  z,  /),  Z  designant  it  i . 
Supposons  d'abord  £,  v],    egaux  a  —  i .  II  vient  alors 

2g  (^  —  2{g  a  —  g  p),  2grn=2{gT  —  gp),  2g-J  =  2(^T  —  g<j), 
2g\M  =2{g,7  —  g^o)  ,   , 
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d'ou,  en  vertu  de  la  relation  '^{gt,     t)  =  o, 


etant  des  demi-periodes  simultanees. 


—  >  —  > 

2  3 

Ces  trois  relations,  evidemmentdistinctes,  donnent  Icsvaleurs  de  gp, 
gt  p ;  gi,  gi<y;  g'z,  t  et,  par  suite,  un  nombre  limite  de  solutions  pour 
le  probleme  quand  le  sommet  m,,  p,  est  connu;  les  tetraedres  ainsi 
trouves  sont  en  nombre  deux  fois  infini  seulement. 

Un  raisonnement  tout  semblable  montre  que,  si  s,  y],  'C  ne  sont  pas 
tous  les  trois  egaux  a  les  equations  (i)  et  (2)  determinent  u,,  v.^; 
U3,  ('3;  u,,,  en  fonction  de  ;  il  n'y  a  done  encore  qu'un  nombre 
doublement  infini  de  solutions  repondant  a  cette  hypothese. 

Reste  enfin  le  cas  oil  z  =  'q  —  'C  =  i . 

Des  deux  premiers  couples  d'equations  (i)  et  du  premier  couple  (2) 
on  tire,  en  designant  par  ^>     deux  demi-periodes  simultanees, 


II,  =  ^' w  —  g<7  +  gp  +  - ,  =  ff,  w  —  g\  a  +  g\  P  -t-  V  > 


2  "  ....  2 


Posons 


«'/.=  ,^'1  P  +  Si<^  —  A'l  w  +      +  V, 


et  portons  ces  valeurs  dans  les  deux  dernieres  relations  (i)  et  les 
quatre  dernieres  relations  (2),  ii  vient 

2  gM  —  U  =  2  ^'T,        2ga  +  U  =  2  gza,        igp  +  U  =  2  g\), 

2  o-,«  _  V  =2,^',7,         2i',cr+ V  =  2^,nT,         2^',p  -f- V  =2^,U. 


EliminantT,  xji,  u  entre  ces  equations,  a  I'aide  de  la  relation  ^(gt,gf  t). 
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on  a 


Uro-  H  \  >         H  \  =  o, 

\^  2  2      ^  2  2  / 


— I —  > 

2  2 


V 

2 

V 

2 

V 

— 1 

2 

o. 


U  V 

Si  nous  posons  pour  un  instant  ~  =  u,  -  =  r,  les  trois  equations  qui 

precedent  representent  (n°  64)  les  sections  de  la  surface  de  Kummer 
par  des  plans  tangents,  dont  les  points  de  contact  sont  respectivement 

c^f    cp'     c^ii    q>"     cj'f  q>"' 

les  trois  points  singuliers  — >  — ;  — ,  — ;  —>       et  elles  expriment  que 

ces  trois  plans  tangents  se  coupent  en  un  meme  point  u,  <'  de  la  sur- 
face . 

Or,  pour  que  le  probleme  ait  une  infinite  triple  de  solutions,  il  faut 
que  w,  a,  p  soient  arbitraires,  c'est-a-dire  que  trois  plans  tangents  arbi- 
traires,  dont  les  points  de  contact  sont  respectivement  trois  points  sin- 
guliers, distincts  ou  non,  de  la  surface  de  Kummer,  se  coupent  en  un 
point  de  cette  surface  :  cela  ne  pent  evidemment  seproduire  que  si  les 
trois  points  singuliers  coincident;  les  trois  plans  sont  alors  tangents  a 
la  surface  en  un  meme  point  singulier,  et  se  coupent  en  ce  point. 
D'apres  cela,  nous  devons  supposer 

^r"  If      'r "  ?r 


=  —  el 


I  *  I  ^1 


222  222 

et  les  trois  equations  precedentes  seront  satisfaites,  quels  que  soient  w, 
p,  par 

U  _  'f '         V  _  'f, 

2  2  '  2  2 

Les  quantites  U  et  V  sont  done  nulles,  a  des  periodes  pres,  et  les 
sommets  des  tetraedres  cherches  ont  pour  coordonnees  hyperellip- 
tiques 

«1=  P  +  ^'"^  +  ^  W  +  -  '  (',=  p  +  ^",  (7  +  ^-1  CO  +  -1, 

'f  ff, 

=  —  r^?  +  » +       H  J         (•-.  =  —  S\  p  +  ^^'i a  -h  g\(>)-{  ^ > 

2  2 

ST, 
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D'ailleurs  Ics  demi-periodes  simultanees  -^^       peuvent  prendre 

seize  systenies  de  valeurs;  on  trouve  ainsi  seize,  families  de  tetraedres 
inscrits  par  leurs  sommels  et  circonscrits  par  Icars  aretes  a  la  surface  de 
Kummer,  chaqiie  fainille  dependant  de  trois  parametres  arbitraires.  II 
n'v  a  pas  d'autre  famille  analogue  dependant  de  trois  parametres, 
comme  Ic  montre  I'analyse  precedente;  par  suite,  les  seize  families 
qu'on  vient  de  trouver  doivent  se  confondre  avec  les  seize  families 
obtenues  par  voie  geometrique  au  n°  5(1. 

70.  On  pent  verifier  ce  resultat  d'une  autre  maniere. 

Soient  a,,  a.,,  a^,  a-,  les  sommets  (//,,  ),  .  .  .,  (//..,  <•„)  d'un  des 
tetraedres  trouves  en  dernier  lieu ;  Ic  point  de  contact  de  la  droite  aiUj 
avec  la  surface  de  Kummer;  pour  demontrer  que  ce  tetraedre  est  un  de 
ceux  rencontres  au  n°  50,  il  suffit  d'elablir  que  les  plans  tangents  a  la 
surface  aux  six  points  a,,  se  coupent  deux  a  deux  suivant  les  trois  cotes 
d'un  triangle  pqr,  inscrit  dans  une  des  seize  coniques  singulieres. 

Or,  considerons  la  section  de  la  surface  par  un  plan  tangent 

—  ).,  V  —  [J.)  =  o ; 

ecrivons  que  ce  plan  passe  par  les  points  a,  et  a^,  il  vient 

Sr f      ^'-p  -I-       +       H-  -  —      ^^i ?  +  c'l +  A'l         ^  ~  ~ 
^—  ,A'  p  +  i'o-  +    0)  -4-      —  ^-j  ^  =  o. 

Ces  deux  equations,  d'apres  les  formules  de  M.  Poincare,  ont  deux 
solutions  communes  en  A,  et  la  somme  des  deux  valeurs  de  X  est 
2^0  +  2^  w,  celle  des  deux  valeurs  de  [j.  est  2^-,  o-  4-  2g,  to.  On  aperQoit 
de  suite  la  solution 

>i  =  '     +  ,.?  0-  +      W,  p.  =         -r-  A'  l      +  S  ,  W, 

^  2 

car,  en  rempla^ant  A  et  [j.  par  ces  valeurs,  les  premiers  membres  des 
deux  equations  deviennent  ^{gp,  g',p)  et  — ^'p,  — ^^ip),  et  sont 
bien  egaux  a  zero. 

La  deuxieme  solution  coincide,  par  suite,  avec  la  premiere,  d'apres 
les  expressions  des  sommes  des  valeurs  de  X  et  de  [j.. 
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En  d'autres  termes,  le  plan  tangent  qui  coupe  la  surface  suivant  la 
courbe 


^  It 


-A  )  (• 


passe  par  les  points  a.,  et  conipte  pour  deux  dans  le  nonibrc  dcs 
plans  tangents  menes  par  ces  deux  points  :  c'est  done  necessairement 
le  plan  tangent  au  point  r/,o,  oil  la  droite  c/,     touche  la  surface. 

On  arrive  ainsi  a  etablir  que  les  plans  tangents  de  la  surface  de 
Kummer  aux  points  rt,y  correspondent  aux  equations 


!     -I  ,  1' 


2 


8? 


—  > 

2 


—  » 

2 


O, 


o, 


=:  O, 


Les  quatre  plans  dans  I'equation  desquels  figurent  go  et  ^''i  p  passent 
par  le  point  u  =  go         v  =  g^o  comnie  on  le  verifie  immedia- 

tement,  soit  p  ce  point.  Soient  de  meme  q  le  point  g^^  +      g\'^  ^i 
'p  'p 

et  /•  le  point  gto  -4-  ~,  g^M  -h  Les  deux  plans  dans  I'equation  des- 
quels figurent  a  la  fois  les  parametres  p  et  a  passent  par  la  droite p^?,  et 
de  meme  pour  les  couples  de  parametres  p  et  w,  a  et  co.  Si  Ton  observe 
maintenant  que  les  points p,  7,  /•  sont  sur  la  conique  singuliere 

::>[  It  +  -  ,  V  H  

2  2 


on  voit  bien  que  la  proposition  a  etablir  se  trouve  maintenant  demon- 
tree,  et  qu'on  a  retrouve  analytiquement  les  propositions  que  la  Geo- 
metrie  avait  donnees  sur  les  seize  families  de  tetraedres. 
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71 .  La  configuration  remarquable  formee  par  les  sommets  et  les  aretes 
d'un  des  precedents  tetraedres  peut  etre  aisement  generalisee. 
Soient,  en  effet,  quatre  couples  d'integrales 

o  Pn     A'lpi;         A'Pa.     A'iP>;         8?:'n     A'lPs''         oPu     ^iP'.  ; 

considerons  les  huit  points  definis,  sur  la  surface  de  Kummcr,  par  les 
equations 

(£.,,     — ±1,  ;  =1,  2,  6,  4) 

A'l  pi  +  ^-iSi  p2  +  ^^8x  P:i  -1-  e-.£aA'i  P* 

(£,,  £,  =  ±1,7  ==1,  2,  3,  4). 

c^i  Pi  +  £-2 6'i  Pi  +     A'l  P:i  —  £i A''i  Pi 

On  pourrait,  en  outre,  ajouter  aux  n  une  meme  demi-periode,  et  aux  <>> 
la  demi-periode  correspondante. 

La  droite  qui  joint  un  des  quatre  premiers  points  a  un  des  quatre 
derniers  touche  la  surface  en  un  nouveau  point:  il  suffit  d'appliquer, 
pour  le  verifier,  la  regie  indiquee  plus  haut(n''  69). 

Nous  obtenons  ainsi  sur  la  surface  seize  families  de  conjigurations 
remarquables,  dont  chacune  depend  de  quatre  arbitraires;  une  de  ces 
configurations  est  formee  par  deux  groupes  de  quatre  points  de  la  sur- 
face de  Kummer,  tels  que  les  seize  droites joignant  les  points  du  premier 
groupe  aux  points  du  second  soient  des  tangcntes  de  la  surface.  11  est 
clair  que  sur  une  surface  quelconque  il  n'y  a  qu'un  nombre  limite  de 
telles  configurations. 

Plus  generalement,  si  Ton  considere  les  points  donnes  par  les 
relations 

I'i—  A''Pi  +  ^'.8?i  +  ^■iS'?-i  +  e/iA'?/" 
<'/=  A'l  pi  +    A''i  Pi  +  +  2/' A"!  p/'' 

ou  p, ,  pi2,  .  .  . ,  p/,  sontdes  arbitraires  et  £, ,  Sj,  .  .  . ,  £/,  des  quantitcs  egales 
a  -h  I  ou  a  —  I ,  on  voit  aisementque  les  droites  qui  joignent  un  d'entre 
eux  a  h  autres  sont  des  tangentes  de  la  surface.  On  obtient  ainsi  une 
configuration  de  2''~'  points  de  la  surface,  et  de  A. 2''"^  tangentes  de 
cette  surface,  tels  que  par  chaque  point  passent  h  tangentes  et  que  sur 
chaque  tangente  soient  situes  deux  points. 


II;  — 

et 

II  j= 


72.  Comme  seconde  application  des  resultats  du  precedent  Chapitre, 
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nous  donnerons  quelques  proprietes  des  courbes  duhuitieme  ordre  de  la 
f amille  singuliere  tracees  sur  la  surface  de  Kummer.  On  designera  par 
Cs  une  quelconque  de  ces  courbes. 

Tout  d'abord  les  tlieoremes  du  n°68,  appliques  a  ce  cas  particulier, 
deviennent : 

Les  hint  points  on  une  courbc  est  coupee  par  un  plan  tangent  quel- 
conque de  la  surface  de  Kummer  forme  nt,  avec  le  point  de  contact  du  plan, 
la  base  d'un  faisceau  de  couj'bes  du  troisieme  ordre. 

Chaque  courbe  de  ce  faisceau  coupe  en  outre  la  section  de  la  surface 
parle  plan  tangent  considere  en  deux  points,  quisont  sur  une  me  me  sec  ante 
issue  du  point  de  contact. 

Le  plan  tangent  a  la  surface  de  Kummer  en  un  point  d'une  courbe 
coupe  en  outre  celle-ci  en  six  points  qui  sont  sur  une  conique  passant  par 
le  point  de  contact  du  plan. 

Nous  Savons  de  plus  (n°  OS)  que  les  huit  points  oil  une  courbe  Cs  est 
coupee  par  un  plan  tangent  de  la  surface  de  Kummer  ne  peuvent  otre 
sur  une  conique  que  si  I'un  d'eux  coincide  avec  le  point  de  contact 
du  plan. 

Or  les  courbes  Cs  sont,  en  general,  de  genre  5,  comme  nous  Tetabli- 
rons  dans  le  Chapitre  suivant;  il  en  resulte,  d'apres  une  formule  de 
M.  Zeuthen,  qu'elles  ont  chacune  dix  secantes  quadruples.  Soit  D  une 
secante  quadruple  de  Cs ;  menons  par  D  un  plan  tangent  a  la  surface  de 
Kummer,  designons  par  A  le  point  de  contact  et  par/>, ,  jOo*  p^i. />.  les 
quatre  points,  non  situes  sur  D,  ou  ce  plan  coupe  Cs ;  soient  enfin  </, 
et  q.j,  deux  points  quelconques  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan 
tangent,  situes  sur  une  secante  issue  de  A.  D'apres  une  proposition 
precedente,  les  quatre  points  de  Cj  situes  sur  D,  les  points  jo,,  le  point  A 
et  les  points  q^,  q.,  sont  sur  une  cubique ;  done  les  points pi,  A,  q,,  q^ 
sont  sur  une  conique,  et,  si  le  point  A  etait  distinct  des  points  />,,  ces 
derniers  seraient  en  ligne  droite  :  les  huit  points  d'intersection  de  Cs 
avec  le  plan  tangent  considere  seraient  alors  sur  une  conique  (decom- 
posee  en  un  systeme  de  deux  droites),  ce  qui  est  impossible. 

11  faut  done  que  le  point  A  soit  un  des  points  /j,  :  en  ce  cas  deux 
de  ces  points  sont  confondus  en  A  et  les  deux  autres  sont  sur  une  secante 
issue  de  ce  point. 
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En  d'autres  termes : 


Clidcun  des  quatre  plans  tangents  menes  a  la  surface  de  Kummer  par 
une  secante  quadruple  d'une  courbe  a  son  point  de  contact  sur  cette 
courbe,  qu'il  coupe  en  outre  en  deux  points,  situes  en  ligne  droite  avec  Ic 
point  de  contact. 

Les  courbes  dependent  lineairement  de  cinq  parametres  (n°  30), 
et  se  coupent  deux  a  deux  en  huit  points  non  singuliers  ( n°  58)  :  celles 
de  ces  courbes  qui  passent  par  quatre  points  de  la  surface  de  Kummer 
ont  done  quatre  autres  points  communs,  et,  d'apres  cela,  la  proposition 
qui  precede  peut  s'enoncer  ainsi : 

Les  courbes  qui  passent  par  quatre  points  de  la  surface  de  Kummer 
situes  sur  une  droite,  passent  par  les  quatre  points  de  contact  des  plans 
tangents  qu'onpeut  niener  a  la  surface  par  cette  droite. 

73.  Parmi  les  surfaces  de  Kummer  inscrites  a  la  surface  primitive  ie 
long  d'une  courbe  Gs  (n"  58),  il  en  est  dix  qui  degenerent  en  surfaces 
du  quatrieme  ordre,  possedant  une  droite  double  et  huit  points  doubles. 

Pour  le  demontrer,  nous  nous  appuierons  sur  cette  remarque  evidente 
que,  si  deux  surfaces  sont  inscrites  I'une  a  I'autre,  loute  courbe  tracee 
sur  la  premiere  touche  la  seconde  en  tous  ses  points  de  rencontre  avec 
elle;  il  ne  peut  y  avoir  exception  que  si  I'lin  de  ces  points  est  un  point 
singulier  de  I'une  ou  I'autre  des  deux  surfaces. 

Cela  pos6,  soit  D  une  secante  quadruple  d'une  courbe  un  des 
plans  tangents  a  la  surface  de  Kummer  menes  par  D  touche  la  surface 
en  un  point  A,  de  Cs,  et  coupe  en  outre  en  deux  points,  y;, ,  yj^,  en 
ligne  droite  avec  A(n°  7*2).  Parmi  les  surfaces  du  quatrieme  ordre  ins- 
crites le  long  de  Cs,  surfaces  qui  forment  un  faisceau  ponctuel,  il  en  est 
une,  et  une  seule,  S,  qui  passe  par  un  cinquieme  point  de  D,  et  qui, 
par  suite,  contient  cette  droite.  En  vertu  de  la  remarque  precedente,  les 
quatre  points  ou  D  rencontre  la  surface  de  Kummer  sont  des  points 
doubles  de  S,  et  la  droite  D  est  des  lors  une  droite  double  de  S.  Obser- 
vons  maintenant  que  la  droite  Ap,p2  ((jui  coupe  D)  est  sur  la  surface  S, 
puisqu'elle  a  cinq  points  sur  celle-ci,  et  que  les  points  p,  et  p^  sont, 
d'apres  la  remarque,  des  points  doubles  de  S.  Le  meme  raisonnement 
pouvant  etre  reproduit  pour  les  quatre  plans  tangents  menes  k  la  surface 
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de  Kummer  par  la  droite  D,  on  voit  que  la  surface  S  a  liuit  points 
doubles.  Ainsi : 

Le  long  de  toute  coiirbe  Cs  generale  trade  sur  la  surface  de  Kummer, 
on  peut  inscrire  a  cette  surface  dix  surfaces  du  quatrieme  ordre,  ayant 
une  droite  double  et  hint  points  doubles. 

Pour  cliacune  de  ces  surfaces,  la  droite  double  est  une  des  dix  secantes 
quadruples  de  la  courbe  Cs ;  les  huit  points  doubles,  situes  sur  €»,  sont  par 
couples  dans  les  quatre  plans  tangents  qu^on  peut  mener  par  la  droite 
double  a  la  surface  de  Kummer. 

II  serait  aise  de  voir  que,  pour  certaines  courbes  particulieres, 
deux  des  surfaces  precedentes  peuvent  se  confondre  en  une  seule  sur- 
face du  quatrieme  ordre,  a  deux  droites  doubles;  dans  un  autre  cas, 
celui  ou  la  courbe  Cg  a  un  point  double,  une  des  surfaces  du  quatrieme 
ordre  inscrites  a  deux  droites  doubles,  concourant  au  point  double  et 
tangentes  a  la  surface  de  Kummer  en  ce  point ;  enfin,  dans  un  troisieme 
cas,  que  nous  rencontrerons  plus  loin,  ou  la  courbe  a  un  point  triple 
en  un  des  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer,  une  des  surfaces 
du  quatrieme  ordre  inscrites  est  une  surface  de  Steiner. 

74.  Ell  dernier  lieu,  nous  enoncerons,  relativement  aux  courbes  alge- 
briques  tracees  sur  la  surface  de  Kummer,  ces  quelques  propositions 
evidentes,  auxquelles  nous  aurons  a  renvoyer  par  la  suite. 

Les  courbes  d^  ordre  l\m,  qui  sont  les  intersections  completes  de  la  surface 
et  dune  surface  d ordre  m,  touchent  en  im  points  chacun  des  plans  sin- 
guliers. 

Les  courbes  d' ordre  l^m  de  la  famille  singuliere,  touchent  en  -im  —  3 
points  les  seize  plans  singuliers. 

Les  courbes  d' ordre  [\m,  appurtenant  a  I' une  des  trente  f  amilles  associees 
deux  a  deux,  touchent  huit  plans  singuliers  en  ini  —  i  points  ct  les  huit 
autres  cn  i  m  —  3  points. 

Les  courbes  d^ ordre  [\ni  -\-  2  qui passent par  six  points  singuliers  situes 
dans  an  inenie  plan  touchent  ce  plan  en  'im —  m  points,  el  touchent  les 
(jiiinze  autres  plans  singuliers  en  -2  ni  points. 

Les  courbes  d' ordre  l\m-]-2  qui  passent  par  les  dix  points  singuliers  non 
situes  dans  un  plan  singulier,  touchent  celui-ci  en  2m+i  points  et 
touchent  les  quinze  autres  en  ini —  i  points. 
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CHAPITRE  VIII. 

SURFACES  DEVELOPPABLES  CIRCONSCRITES  A  LA  SURFACE  DE  KUMMER. 

75.  La  reciproque  d'une  surface  de  Kummer  est  evidemment  une  sur- 
face de  Kummer;  aux  courbes  tracees  sur  la  premiere  correspondent 
des  surfaces  developpables  circonscrites  a  la  seconde,  et,  par  suite,  les 
propositions  demontrees  sur  la  classification  des  courbes  d'un  degre 
connu  donnent,  par  dualite,  la  classification  des  surfaces  developpables, 
d'une  classe  donnee,  circonscrites  a  la  surface  de  Kummer. 

Pourne  pas  etendre  inutilement  ce  Memoire,  nous  n'enoncerons  pas 
explicitement  toutes  ces  proprietes. 

Quand  on  transforme  par  reciprocite  une  surface  de  Kummer,  une 
courbe  C,  d'ordre  2m,  de  cette  surface  se  transforme  en  une  develop- 
pable  de  classe  im  circonscrite  a  la  surface  reciproque  suivant  une 
courbe  Co  :  pour  abreger,  nous  dirons  que  lescourbes  C,  et  sontreci- 
proqucs. 

Cela  pose,  nous  traiterons  les  questions  suivantes  : 

Etant  donnee  sur  la  siirf  ace  de  Kummer  une  courbe  C, ,  quel  est  le  degre 
de  la  courbe  reciproque  Co,  etd-quelle  famille  appartient  celle-ci  ? 

Le  degre  de  Co  est  d'ailleurs  egal  a  la  classe  de  la  developpable  cir- 
conscrite, le  long  de  la  courbe  C,,  a  la  surface'^de  Kummer  primitive. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  la  quadrique  qui  sert  a  definir 
la  transformation  reciproque  ait  pour  equation 

x]  -+-  XT,  +  Xr.  -h  x'l  =  o ; 

soient  toujours  0,,  0o,  ©3,  0,.  les  quatre  fonctions  normales,  d'ordre  2, 
a  caracteristique  nulle,  qui  sont  proportionnelles  aux  coordonnees  , 
x-i,  X:i,  X,  d'un  point  d'une  surface  de  Kummer,  K,. 

Les  coordonnees  X,,  Xo,  X;,,  X.,,  d'un  point  de  la  surface  K...  reci- 
proque de  K| ,  sont  donnees  par  les  formules 
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Designons  par  6,,  6.,,  0;i,  0.,  les  quatre  determinants  precedents  : 
chacune  des  fonctions  0,  est,  comme  on  le  voit  aisement,  une  fonction 
theta,  normale,  paire,  d'ordre  6,  a  caracteristique  nulle.  Elle  s'annule 
pour  la  demi-periode  —  o,  v  =  o,  ainsi  que  ses  derivees  preniieres 
par  rapport  a  u  et  r,  car  les  fonctions  intpaires        '-—^  s'annulent 

pour  0,  ^  =  0.  On  demontrerait  de  meme  que  les  quinze  autres 
demi-periodes  annulent  les  quatre  fonctions  6,  et  leurs  derivees  pre- 
mieres. 

Geometriquement,  les  courbes,  representees  sur  la  surface  K,  par 
I'equation 

9,  +  [J...  9.,  +  a-/:/..  -I-        =  o, 

[/.  ,  [J.,,  etant  des  constantes,  sont,  d'apres  ce  qui  vient  d'etre  dit,  les 

intersections  de  K,  avec  des  surfaces  du  troisieme  ordre  passant  par  les 
seize  points  singuliers  :  ce  resultat  etait  a  prevoir,  puisque  la  polaire 
d'un  point  quelconque  par  rapport  a  K,  est  precisement  une  surface  de 
cette  nature, 

Cela  pose,  soit0/;(z/,  (')=o  I'equation  d'une  courbe  quelconque  C, 
d'ordre  2p,  tracee  sur  K,  :  &p  est  une  fonction  normale,  d'ordre  p,  paire 
ou  impaire.  La  courbe  reciproque  C^.  sera  representee,  sur  la  surface  K^, 
par  la  meme  equation;  il  sera  aise,  d'apres  cela,  d'en  determiner  le 
degre  et  la  famille. 

76.  Supposons  d'abord  p  pair;  p  =  2.m;  trois  cas  sont  a  distinguer: 

i"  Si  la  courbe  C,  d'ordre  /[m,  est  I'intersection  complete  de  K,  et 
d'une  surface  d'ordre  m,  la  fonction  theta  correspondante  0a,„(i/,  t  )  est 
paire,  d'ordre  2m,  et  ne  s'annule,  en  general,  pour  aucune  des  seize 
demi-periodes. 

On  trouvera  le  degre  de  la  courbe  C2,  c'est-a-dire  de  la  courbe 
0j//,  <■)  =  0  sur  la  surface  K^,  en  cherchant  en  combien  de  points 
cette  courbe  coupe  le  plan  =  0.  Or  X,  est  proportionnel  a  une  fonc- 
tion 0/,  paire  et  d'ordre  G;  le  nombre  des  zeros  communs  aux  fonctions 
02,,,  et  6,  est  egal  i\  i.im.^  —  i[\ni,  et  comme  ces  zeros  sont  deux  a 
deux  egaux  et  de  signes  contraires,  le  degre  de  C,,  sera  la  moitie  de  ce 
nombre,  c'est-a-dire  \im. 

Si  la  courbe  C,  passe  par  un  ou  plusieurs  points  doubles  de  K,,  ce 
resultat  se  modifie.  Supposons,  par  exemple,  qu'elle  passe  par  le  point 
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singulier  u  =  o,  v  =  o  :  la  fonction  paire  02m(",<')'  s'annulant  pour 
u  =  0,  V  =  0,  aura  ses  derivees  premieres  nulles  en  ce  point  et,  par 
suite,  parmi  ies  2'\fn  solutions  communes  aux  deux  equations  0,=:o, 
0^,„  =  0  figurera  qiiatre  fois  la  solution        o,       o(').  Le  degre  de  Ga 

sera  ainsi  ^  (24^  —  4)  =  12m — 2;  on  voit  qu'il  s'abaisse  de  deux 

unites  toutes  les  foisqueC,  passe  par  un  point  singulier  de  la  surface  K,. 

La  courbe  C,  (n°  74),  si  elle  ne  passe  par  aucun  point  singulier, 
louche  en  2m  points  chacun  des  seize  plans  singuliers  de  K, ;  les  seize 
points  singuliers  de  K2  seront  done,  sur  Co,  des  points  multiples 
d'ordre  zm;  il  en  resulte  que  Cj  est  (n°  31)  I'intersection  complete  de 
la  surface  Ka  avec  une  surface  algebrique  d'ordre  3m  ayant  un  point 
multiple  d'ordre  m  en  chacun  des  seize  points  singuliers  de  Ka- 

Ce  dernier  resultat,  transforme  par  reciprocite,  donne  la  proposition 
suivante : 

La  developpable  circonscrite  d  la  surface  de  Kummer  le  long  d^une 
courbe  d' ordre  [\m^  intersection  de  cette  surface  avec  une  surface  d'ordre  m 
qui  ne  passe  par  aucun  point  singulier,  est  de  classe  12m;  elle  est  circons- 
crite d  une  surface  de  classe  3  m,  qui  touche  en  m  points  chacun  des  seize 
plans  singuliers. 

2°  Si  la  courbe  C,  appartient  a  la  famille  singuliere  d'ordre  [\m,  on 
trouve  sans  difficulte,  en  appliquant  les  memes  methodes  que  tout  a 

I'heure,  que  le  degre  de  Ca  est  egal  a^  [12.2m  —  2.16]  =  12m  —  16. 

En  general,  la  courbe  C,  touche  en  2m  —  3  points  chacun  des  seize 
plans  singuliers  de  K,  (n"  74);  sur  Co  les  seize  points  singuliers  de  K, 
sont  done  des  points  multiples  d'ordre  2m  —  3  :  il  en  resulte  (n"  31) 
que  Ca  appartient,  sur  Kg  a  la  famille  singuliere  de  courbes  dWdre 
4(3m-4). 

3"  La  courbe  C,  pent  enfin  appartenir  a  I'une  des  trente  families  de 
courbes  qui  passent  par  huit  points  singuliers  de  K, ;  on  trouve,  en  ce 

cas,  que  I'ordre  de  Ca  est  egal  a  -  [  12.2m  —  16]  =  12m  —  8. 


(')  Cela  lient,  geomelriquement,  a  ce  que  les  deux  courbes  ©jm  ("»  <')  =  Oi 
9;  (h,  r)  =0  ont  un  point  double  pour  u  =  0,  v  =  o,  sur  la  surface 
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En  general,  la  courbe  G,  touche  en  irn — i  points  huit  des  plans 
singuliers  de  K,  et  touche  les  huit  autres  en  am — 2  points  (n"  74). 

Done,  sur  Co,  huit  des  points  singuliers  de  sont  multiples  d'ordre 
im  —  I ,  et  les  huit  autres,  multiples  d'ordre  im  —  2 ;  par  suite  (n"  31 ), 
sur  la  surface  K2,  la  courbe  C2  appartient  a  une  des  trente  families, 
deux  a  deux  associees,  de  courbes  d'ordre  \'im —  8. 

Lesresultats  qui  precedent  ne  sont  exacts  que  si  les  courbes  C,  con- 
siderees  n'ont  de  point  multiple  (d'ordre  superieur  ou  egal  a  2),  en 
aucun  des  points  singuliers  de  K, ;  il  est  aise  de  calculer  I'abaissement 
que  la  presence  d'un  tel  point  multiple  amenerait  dans  le  degre  de  C2; 
on  trouve,  par  la  methode  suivie  plus  haut,  que,  pour  un  point  mul- 
tiple d'ordre  ih,  I'abaissement  est  egal  a  'ih,  et  pour  un  point  multiple 
d'ordre  2  /i  +  3 ,  egal  a  2  A  -|-  2 . 

De  plus,  on  determinerait  aisement,  dans  chaque  cas  jiarticulier,  a 
quelle  famille  appartient  Cq  :  il  suffit,  pour  cela,  de  chercher  en  com- 
bien  de  points  C,  touche  chacun  des  seize  plans  singuliers  de  K, ;  on 
connait  ainsi  I'ordre  de  multiplicite  des  points  singuliers  de  sur  la 
courbe  Cj,  d'ou  Ton  deduit  (n°  31)  la  famille  de  celle-ci. 

77.  Supposons  maintenant  p  impair;  p  —  2m +  1 ;  deux  cas  sont  a 
dislinguer  : 

1"  Si  la  courbe  C,,  d'ordre  [\m-{-i,  passe  par  six  points  singuliers 
dans  un  meme  plan,  le  degre  de  Cq  est  egal  a 

^[l2(2/?<  +  l)  —  2.6]  =  12/n. 

La  courbe  C,,  en  general,  touche  (n°  74)  quinze  des  plans  singuliers  de 
K,  en  •im  points  et  le  seizieme  en  im  —  2  points;  done  Ca  a  un  point 
multiple  d'ordre  2/?«  —  2  en  un  des  points  singuliers  de  K,,  et  un  point 
d'ordre  ini  en  chacun  des  quinze  autres.  La  courbe  est  done  I'inter- 
section  complete  de  K2  avec  une  surface  d'ordre  "im  ayant  un  point 
multiple  d'ordre  in  —  i  en  un  des  points  singuliers  de  K2  et  un  point 
d'ordre  m  en  chacun  des  quinze  autres. 

2°  Si  la  courbe  C,  passe  par  dix  points  singuliers  de  K,,  le  degre  de 

C2  est  egal  a  ^[i2(2m-i-i)  —  2 .  10]  —  i2//«  —  4 ;  on  voit,  comme  plus 

haut,  qu'elle  a,  en  general,  un  point  multiple  d'ordre  iin  -f- 1  en  un  des 
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points  singuliers  de  Ko  et  un  point  multiple  d'ordre  im  —  i  en  chacun 
des  quinze  autres.  La  courbe  Ca  appartient  done  a  la  famille  singuliere 
de  courbes  d'ordre  12m  —  4- 

Si  la  courbe  C,  a  un  point  multiple  en  un  point  singulier  de  K,,  ces 
resultats  cessent  d'etre  exacts,  etle  degre  de  Co  s'abaisse,  d'apres  la  loi 
indiquee  au  n°  70. 

78.  Comme  application,  on  pent  observer  que  la  reciproque  d'une 
courbe  C,  de  la  famille  singuliere  d'ordre  8,  n'ayant  de  point  multiple 
en  aucun  point  double  de  la  surface  de  Kummer,  est  egalement  une 
courbe  d'ordre  8  de  la  famille  singuliere;  par  suite  la  developpable 
circonscrite  le  long  d'une  telle  courbe  est  de  classe  8. 

Dans  le  cas  ou  la  courbe  C,  a  un  point  triple  en  un  point  singulier 
de  K,,  elle  ne  touche  aucun  des  six  plans  singuliers  passant  par  ce 
point  et  touche  les  dix  autres  en  un  point  :  la  reciproque,  Ca,  est  une 
courbe  du  sixieme  ordre  (n°  76),  passant  par  les  dix  points  singuliers 
de      non  situes  dans  un  meme  plan  singulier. 

Inversement,  la  reciproque  d'une  telle  courbe  Ca  du  sixieme  ordre 
est  une  courbe  C,,  d'ordre  8,  de  la  famille  singuliere,  ayant  un  point 
triple  en  un  point  singulier. 

Or,  le  long  de  Ca,  on  pent  inscrire  a  Ka  une  surface  du  troisieme 
ordre  a  quatre  points  doubles  (n°  49);  done,  le  long  de  C,  on  pourra 
inscrire  a  K,  une  surface  de  Steiner,  et,  par  suite  : 

II  y  a  seize  families,  chacune  trois  fois  infinie,  de  surf  aces  de  Steiner 
inscrites  a  une  surface  de  Kummer;  les  courbes  de  contact  des  surfaces 
d^une  meme  famille  sont  les  courbes  d^ ordre  S,  de  la  famille  singuliere, 
qui  ont  un  point  triple  en  mi  des  seize  points  singuliers. 

79.  Yoici  quelques  proprietes  de  ces  surfaces  deduites,  par  dualite, 
de  celles  enoncees  au  n»  49  : 

Les  surfaces  de  Steiner  inscrites  d  la  surface  de  Kummer  le  long  des 
courbes  d  ^ ordre  8  qui  ont  un  point  triple  en  un  mime  point  singulier  ont 
chacune  pour  droites  doubles  trois  droites  passant  par  ce  point  et  formant 
un  triedre  dont  les  faces  touchent  le  c6ne  des  tangentes  de  la  surface 
de  Kummer  au  point  singulier  considere. 

Inversement,  les  trois  arStes  d'un  triedre,  cijxonscrit  au  cdne  des  tan- 
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gentes  d^une  surface  de  Kummer  en  an  point  singulier,  sont  les  droites 
doubles  d'une  surface  de  Steiner  inscrite  a  cette  surface. 

Deux  surfaces  de  Steiner  inscritcs,  appartenant  d  une  merne  famille,  se 
touchent  en  quatre  points  de  la  surface  de  Kummer;  ces  quatre  points, 
situes  dans  un  meme  plan,  sont  les  points  de  contact  avec  cette  surface 
d'une  mime  conique,  qui  est  tracee  sur  les  deux  surfaces  de  Steiner  consi- 
derees. 

Observons  enfin  que  les  quatre  plans  singuliers  d'une  surface  de 
Steiner  inscrite,  c*est-a-dire  les  quatre  plans  qui  la  touchent  chacun 
suivant  une  conique,  forment  un  tetraedre  circonscrit par  ses  faces  et par 
ses  aretes  a  la  surface  de  Kummer.  Ces  tetraedres  sont  les  reciproques 
de  ceux  du  n"  50,  qui  sont  inscrits  par  leurs  sommets  et  circonscrits 
par  leurs  aretes;  le  theoreme  du  n"  51  se  transforme  ainsi : 

Les  trois  aretes  d^un  triedre  circonscrit  au  cdne  des  tangentes  d^une  sur- 
face de  Kummer  en  un  point  singulier  rencontrent  respectivement  la  sur- 
face en  deux  nom  eaux  points  :  les  six  points  ainsi  obtenus  sont  trois  a 
trois  sur  quatre  plans  qui  touchent  la  surface  de  Kummer,  et  ces  quatre 
plans  sont  les  faces  d^un  tetraedre  dont  les  six  aretes  touchent  egalement 
la  surface.  Les  points  de  contact  des  six  aretes  sont  les  six  points  primitifs. 


CHAPITRE  IX. 

GENRE  DES  GOURDES  ALGEBRIQUES  TRACEES  SUR  LA  SURFACE  DE  KUMMER. 
GEOMETRIE  SUR  CES  COURBES. 


80,  Nous  etudierons,  dans  ce  Chapitre,  les  courbes  tracees  sur  la 
surface  de  Kummer,  au  point  de  vue  de  leur  genre  et  de  toutes  les  pro- 
prietes  qui  se  rattachent  a  la  notion  de  genre;  nous  arriverons  ainsi, 
dans  ce  sujet  de  recherches,  a  des  resultats  simples  et  interessants, 
lies  d'une  maniere  etroite  a  notre  tlieorie  de  la  classification  des  courbes 
d'un  degre  donne. 

La  Geometrie  permet  d'indiquer  immediatement  le  genre  general 
des  courbes  d'un  meme  ordre  et  d'une  meme  famille,  sur  la  surface  de 
Kummer. 

Ces  courbes,  en  eff'et,  sont  les  intersections  de  la  surface  de  Kummer, 
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qui  est  d'ordre  4,  avec  des  surfaces  d'un  meme  degre,  passant  par 
//  coniques  singulieres  (h  =  o,  i,  i,  3,  4);  or,  d'apres  un  theoreme  de 
M.  Nother,  les  surfacos  d'ordre  </H-4  —  4»  c'est-a-dire  d'ordre^,  qui 
passent  par  les  h  coniques,  coupent  une  des  courbes  de  la  famille  consi- 
deree  en  i{p  —  i)  points  mobiles,  p  etant  le  genre  general  de  ces 
courbes  :  en  d'autres  termes,  deux  courbes  de  la  famille  se  coupent  en 
i{p  —  i)  points  variables.  De  plus,  ces  i{p  —  i)  points  forment,  sur  la 
courbe  a  laquelle  ils  appartiennent,  un  des  groupes  speciaux  qu'on 
designe  par  la  notation  ^^  jip-n?  ou  plus  simplement  ^,  et  dont  voici  la 
definition  generale  : 

Sur  une  courbe  plane  d'ordre  /??,  les  groupes  ^a(/,_))  sont  les  groupes 
de  i{p  —  i)  points  mobiles  decoupes  sur  la  courbe  par  les  courbes 
adjointes  d'ordre  m  ~  3;  sur  une  courbe  gauche,  intersection  partielle 
de  deux  surfaces  d'ordres  m  et  n,  les  groupes  ^  sont  decoupes  par  les 
surfaces  d'ordre  m  n  —  4  adjointes,  c'est-a-dire  passant  par  le  reste 
de  I'intersection  des  deux  surfaces,  et  par  les  points  doubles  de  la 
courbe  gauche,  si  elle  en  a.  Cette  derniere  definition  implique  un 
theoreme,  qui  est  du  a  M.  Nother  et  que  nous  venons  de  rappeler  tout  a 
'  I'heure.  Dans  tous  les  cas,  on  pent  dire  que  sur  une  courbe  gauche,  les 
groupes  sont  formes  par  les  points  qui  correspondent  univoquement 
aux  points  d'un  groupe  ^  sur  une  courbe  plane  de  meme  genre  et  de 
memes  modules,  ou  encore  sont  formes  par  les  points  ou  s'annule  une 
meme  differentielle  abelienne  de  premiere  espece. 

II  resulte  des  definitions  et  des  raisonnements  precedents  que  Ton 
obtiendra,  sur  une  courbe  algebrique  generale  de  la  surface  de  Kummer, 
tous  les  groupes  ^,  en  coupant  cette  courbe  par  les  courbes  du  meme 
ordre,  et  de  la  meme  famille ;  or  les  groupes  ^  forment,  sur  une  courbe, 
un  systeme  p  —  i  fois  infini,  d'apres  leur  definition  meme  sur  la  courbe 
plane  de  genre  p  :  on  voit  ainsi  que  p —  i,  pour  une  courbe  de  la  sur- 
face de  Kummer  est  egal  au  nombre,  diminue  de  i,  des  parametres 
dont  depend  lineairement  I'equation  des  courbes  du  meme  ordre  et  de 
la  meme  famille. 

Ce  resultat  peut  se  verifier  autrement  :  nous  avons  vu,  en  effet,  que, 
si  N  est  le  nombre  des  points  mobiles  communs  a  deux  courbes  du 
meme  ordre  et  de  la  meme  famille,  le  genre  general, />,  de  ces  courbes 
est  donne  par  la  relation  N  =  2{p  —  i);  comme  nous  savons calculerN, 
par  la  formule  de  M.  Poincare,  nous  pouvons  calculer  p,  et  nous  arri- 
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vons  ainsi,  sans  difficulte,  a  la  formule 

/;  =  H-  ^{m-—s). 

2m  etant  Tordre  de  la  coiirbe  consideree,  supposee  sans  point  multiple, 
p  son  genre  et  2.y  le  nonnbre  des  points  singuliers  de  la  surface  de 
Kummer  par  lesquels  elle  passe. 
Ainsi  : 

Le  genre  general  des  coiwbes  d'un  meme  ordre  et  d\ine  mime  famille 
trades  sur  la  surface  de  Kummer  est  egal  au  nomhre  des  parametres  dont 
depend  cette  famille. 

Deux  de  ces  courbes  se  coupent  en  des  points  mobiles  formant  sur  I'une 
et  sur  Vautre  un  groupe  special  (^np_y),  et,  sur  Tune  d''e  lies,  tous  les  groupes 
speciaux  ^-2 (/,_:)  sont  decoupes par  les  autres  courbes  de  la  famille. 


81.  Ces  resultats  peuvent  etre  etablis  par  une  metliode  analytique, 
que  nous  aurons  occasion  d'appliquer  dans  nos  recherches  ulterieures. 

Soit  (')  la  fonction  normale  la  plus  generale,  d'ordre  m  et  de 
caracteristique  donnee,  paire  ou  impaire  :  0o(''>  ^)  etant  une  quelconque 
des  fonctions  ainsi  definies,  la  courbe  0o  =  o  sera,  sur  la  surface  de 
Kummer,  d'ordre  im;  si  nous  designons  par  x,  y,  z  les  coordonnees 
non  homogenes  d'un  quelconque  de  ses  points,  toute  differenticlle  abe- 
lienne  appartenant  a  cette  courbe  sera  de  la  forme  Y{x,y,z)dx,  F  etant 
rationnel  en  x,  y,  z. 

Considerons,  maintenant,  le  long  de  la  courbe  ©o  =  o>  la  differen- 
ticlle 

V  J 

oil  Q(u,  v)  a  la  signification  qu'on  vient  d'indiquer.  Nous  allons  prouver 
que  c'est  une  differenticlle  abelienne  de  premiere  espece. 

Demontrons  d'abord  que  c'est  une  differentielle  abelienne,  c'est-a- 
dire  qu'en  tout  point  de  la  courbe  ©o  =  o»  on  a 

da  =  F{x,  y,  z)  da;, 
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ce  qui  revient  a  dire  que  la  foncfion 

Q{(i.  i  )  c/i/ 


<^0„  \  i/x 


est  exprimable,  le  long  de  la  courbe,  en  fonction  rationnelle  des  coor- 
donnees. 

Or,  sur  la  surface  de  Kummer  et,  par  suite,  le  long  de  la  courbe, 
les  coordonnees  x,  y,  2  d'un  point  sont  evidemment,  d'apres  le  mode 
de  representation  en  coordonnees  homogenes,  des  fonctions  uniformes, 
quadruplement  periodiques  et  paires  des  deux  parametres  u,  on  a 
done 

,      Ox  ,      Ox  , 

(fx  =    .—  Clll  H-  -z-  «C, 

Oil  Oi- 

^  et  etant  des  fonctions  quadruplement  periodiques  impairex.  D'ail- 
leurs,  le  long  de  la  courbe  0o(">  <0  — 

—. —  ail  H  r-^         =  O. 

Oil  Oi- 

11  vient  ainsi,  pour  Texpression  de  o(w,  «  ),  par  elimination  de  dec, 
diL  et  rfr, 


9  I"'  = 


Ox  0&„  Ox  0&„ 
Oil  Of       0(>  Oil 


Le  long  de  la  courbe  Q^,  =  o,  on  peut  ecrire 


1  Ox  Ov  Ov    "      Ox  dit         Oil  " 


0(11,  f)      On  Ov 

c'est-a-dife 

I   Ox  0  0„  Ox  0  0„ 

9(»,  (')      Oa  Ov  0  Ov  On  0 

Sous  cette  derniere  forme,  on  voit,  puisque  ^  est  evidemment  une 

fonction  quadruplement  periodique  paire,  que  ©(m,  r)  est  aussi  une 
fonction  quadruplement  periodique,  paire. 

Or  il  est  clair  que  toute  fonction  0(11,  v)  quadruplement  periodique 
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et  paire  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  coordonnees, 
X,  Y,  V,  du  point  (n,  c)  de  la  surface  de  Kummer;  car,  si  Ton  se  donne 
a^,  y,  les  parametres  u  et(^n'ont,  abstraction  faite  des  multiples  des 
periodes,  que  deux  systemes  de  valeurs  de  la  forme  u,  r  et  —  //,  — r, 
auxquels  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  de  ©(m,  c). 

La  fonction  z)(h,  c)  etant  ainsi  une  fonction  rationnelle  de  J^,y, 
notre  differentielle  est  abeliennc. 

Reste  a  etablir  qu'elle  est  de  premiere  espece.  Or  cette  differentielle, 

I') 


du, 


ne  peut  devenir  infinie,  puisque  0(//,  r)  est  une  fonction  entiere, 
qu'aux  points  de  la  courbe  &„  =  o  qui  annulent        Mais  la  relation 

-^r—  du  -\  5 —  «('  =  o 

du  ov 

montre  qu'en  ces  points  du  s'annule  egalement,  et  que  la  dilferentielle 
reste  finie;  I'analogie  avec  le  cas  des  courbes  algebriques  planes  est 
evidente. 

II  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  pour  les  points  de  la  courbe  =o 

qui  verifieraient  les  relations  ^  =  o,       =  o,  c'est-a-dire  pour  les 

points  qui  seraient  multiples  sur  la  courbe  consideree. 

Ecartant  provisoirement  ce  cas  particulier,  nous  voyons  que  pour 
une  courbe  6o('',  ^)  =  o,  sans  point  multiple,  les  integrates  abeliennes 

sont  de  premiere  espece. 


82.  Reciproquement,  toute  intcgrale  de  premiere  espece,  le  long  de 
la  courbe  %^  =  o  est  de  la  forme  precedente;  en  elTet,  nous  savons 
(n°80)  que  le  genre  de  0n  =  o  est  egal  au  nombre  (diminue  de  une 
unite)  des  parametres  qui  figurent  dans  I'equation  des  courbes  du 
meme  ordre  et  de  la  meme  famille;  si  ra  +  i  est  ce  nombre,  on  aura 
p  =  uj.  Mais  les  fonctions  telles  que  0,  lineairement  independantes, 
sont  en  nombre  ra  +  i,  par  definition;  si  Ton  fait  abstraction  de  la 
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fonction  ©o,  les  autres  donnent,  sous  la  forment  (i),  gj  (ou p)  inte- 
grales  distinctes  de  premiere  espece  le  long  de  la  courbe  0o  =  o-  I^c 
nombre  des  integrales  distinctes  de  premiere  espece,  sur  une  courbe 
de  genre  p,  etant  loujours  egal  a p,  on  voit  qu'on  a  ainsi  obtenu  toutes 
ces  integrales,  pour  la  courbe  0o  =  o,  sous  la  forme  (i). 

Ce  resultat  aurait  pu  d'ailleurs  s'etablir  directement  par  voie  exclu- 
sivement  analytique.  Done  : 

Les  integrales  abeliennes  de  premiere  espece,  appurtenant  a  une  courbe 
0o("j  v)  =  o  de  la  surface  de  Kummer,  ont pour  expression  generale 


ou  &{u,  designe  la  fonction  thdta  normale  la  plus  generale  de  meme 
ordre  et  dememe  caracteristique  que  la  fonction  0o(w,  v),paire  ou  impaire 
en  meme  temps  que  celle-ci. 

83.  Remarque.  —  Si  la  courbe  0o=o  a  un  point  double,  il  est  clair 
que  la  courbe  0  =  o  doit  passer  par  ce  point  pour  que  I'integrale  abe- 
lienne  correspondante  y  reste  finie ;  plus  generalement,  si  0o  =  o  a  un 
point  multiple  d'ordre  h,  on  voit,  comme  dans  le  cas  des  courbes  planes, 
que  la  courbe  0  =  o  doit  avoir,  au  meme  point,  un  point  multiple 
d'ordre  h  —  i.  Les  courbes  0  =  o  satisfaisant  a  cette  condition  seront 
dites  adjointes  de  la  courbe  0o  =  o. 

On  voit  egalement  qu'un  point  double  diminue  le  genre  de  une  unite, 
un  point  triple  de  trois,  etc. ;  il  peut  y  avoir  exception  si  le  point  mul- 
tiple est  un  des  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer;  mais  nous 
ne  discuterons  pas  ce  cas  special,  facile  a  examiner,  et  sans  interet 
pour  nos  recherches  actuelles. 

84.  L'etude  des  intersections  d'une  courbe  generale  de  la  surface 
de  Kummer  avec  les  courbes  de  la  meme  famille  et  du  meme  ordre 
revient,  d'apres  la  theorie  precedente,  a  celle  des  groupes  ^.  sur  cette 
courbe,  et  reciproquement.  Or  on  connait,  pour  une  courbe  algebrique 
quelconque,  un  certain  nombre  de  proprietes  generales  des  groupes^, 
qui  donneront  ainsi  autant  de  proprietes  correspondantes,  sur  la  surface 
de  Kummer,  relativement  aux  courbes  d'une  meme  famille. 
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Voici  deux  exemples  : 

Parmi  les  courbes  d'ordre  n  —  3,  adjointes  a  une  courbe  plane 
d'ordre  n  et  de  genre  p,  il  en  est  a''-' (2'' — i)  qui  touchent  celle-ci  en 
tous  leurs  points,  non  singuliers,  de  rencontre  avec  elle;  il  en  est 
p{p^  —  i)  qui  ont  avec  cette  courbe  un  contact  d'ordre  p  —  1  en  un 
point.  Done  : 

Parmi  les  courbes  da  meme  ordre  et  de  la  ineme  famille  qu'iine  courbe 
donnee,  de  genre  p,  sans  point  multiple,  sur  la  surface  de  Kummer  : 
1°  il  en  est  2''~'(2/'  —  i)  qui  touchent  la  proposee  en  tous  leurs  points 
(non  fixes)  de  rencontre  avec  elle;  1°  Hen  est p{p^  —  i)  qui  ont  avec  elle, 
en  un  point,  un  contact  de  r ordre  le plus  eleve possible . 


85.  Des  resultats  plus  nombreux  et  plus  interessants  derivent  de  la 
consideration  des  gronpes  de  points  sur  les  courbes  de  la  surface  de 
Kummer,  et  en  particulier  de  certains  groupes  speciaux;  mais,  avant 
d'aborder  ce  sujet  de  recherches,  il  est  necessaire  de  rappeler,  dans 
une  courte  digression,  quelques  definitions  ou  propositions  de  la  theorie 
generate  des  courbes  algebriques. 

Soil  C  une  courbe  algebrique  plane  d'ordre  n  et  de  genre  p  :  les 
courbes  d'un  degre  donne,  adjointes  a  C  et  passant  par  un  certain 
nombre  de  points  fixes  de  cette  courbe,  la  coupent  en  outre  en  h  points 
mobiles  :  les  groupes  de  h  points  ainsi  determines  sont  dits  equivalents 
entre  eux;  les  groupes  equivalents  a  un  groupe  donne  forment  un 
sy Sterne  de  groupes. 

Analytiquement,  deux  groupes  a^,  a^,  .  .  . ,  a,,,  et  6,,  60,  .  .  . ,  b^  sont 

equivalents,  lorsque  Ton  a,  en  designant  par  gdx,  une  integrale  quel- 
conque  de  premiere  espece,  appartenant  a  C, 

'     g  dx  +  i     g- dx     .  .       j     gdx  =  o    ( ' ) , 

Inversement,  si  une  telle  relation  existe  pour  chacune  des p  integrates 


(')  Le  second  membre  de  celte  relation  n'esl  nul  qu  a  des  multiples  pres  des 
ip  periodes  de  Tintegrale  /  gdx. 
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de  premiere  espece,  les  groupes  a,,  a^,  ...  et  6,,  h^,  .  .  .  sont  equiva- 
lents. C'est  le  theoreme  d'Abel  et  sa  reciproque. 

Dans  un  systeme  de  groupes,  on  distingue  deux  elements  : 
1°  Le  nombre  h  des  points  d'un  groupe  du  systeme  ; 
2"  La  multiplicite,  r,  du  systeme,  c'est-a-dire  le  nombre  de  points 
d'un  groupe  qu'on  peut  se  donner  arbitrairement. 

En  general,  d'apres  le  theoreme  d'Abel, points  d'un  groupe  d'un 
systeme  donne  sont  determines  par  les  h  —  p  autres ;  on  a  done 

r  =  li—  [), 

mais  il  peut  se  faire  qu'on  ait 

r  —  k  —  p  -\-  p, 

p  etant  positif;  on  dit  alors  que  le  systeme  correspondant  a  ces  valeurs 
de  h  et  /*  est  un  systeme  special,  (Vindice  p.  Les  groupes  d'un  systeme 
special  sont  dits  groupes  speciaux. 

D'apres  cela,  tout  systeme  de  groupes  comprenant  moins  dep  +  i 
points  est  special. 

Les  groupes  ^2i7)-i)  forment  un  systeme  special,  d'indice  i. 

La  theorie  des  systemes  speciaux  est  dominee  par  le  theoreme  suivant, 
A\ide  Biemann-Roch  : 

Par  les  points  d^un  groupe  appurtenant  a.  un  systeme  special  de  multi- 
plicite r  et  d^indice  p,  on  peut  faire  passer  un  nombre  c  —  i  fois  injini  de 
courbes  adjointes  d^ordre  n  —  3  :  ces  courbes  determinent,  par  leurs  points 
mobiles  d' intersection  avec  C,  un  nouveau  systeme  de  multiplicite  p  —  i, 
qui  est  un  systeme  special  dHndice  7-  -|-  i . 

Les  deux  systemes  seront  dits  complemcntaires . 

Une  courbe  plane  d'ordre  n  est  coupee,  par  les  droites  de  son  plan, 
suivant  des  groupes  de  n  points,  equivalents  entre  eux  :  il  resulte  du 
theoreme  de  Riemann-Roch  que,  si  le  systeme  determine  par  ces 
groupes  est  un  systeme  special,  d'indice  p,  la  courbe  consideree  admet 
une  famille  lineaire,  p  —  i  fois  infinie,  de  courbes  adjointes  d'ordre 
n  —  [\,  et  reciproquement.  Les  courbes  jouissant  de  cette  propriete  sont 
dites  speciales. 

De  meme,  si  les  groupes  de  points  determines  sur  une  courbe  plane 
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par  les  coniques  de  son  plan  appartiennent  a  un  systeme  special  d'in- 
dice  p,  la  courbe  proposee  admet  une  famille  lineaire  p  —  i  fois  infinie 
de  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  5 ;  .... 

Sur  une  courbe  gauche  C,  les  groupes,  speciaux  on  non,  d'un  nierne 
systeme,  sont  formes  par  les  points  qui  correspondent  aux  points  d'une 
des  courbes  planes  sur  lesquelles  C  est  representable  point  par  point. 

Une  courbe  gauche,  d'ordre  n,  est  dite  speciale  lorsque  le  groupe 
forme  par  les  n  points  ou  elle  est  rencontree  par  un  plan  quelconque 
determine  un  systeme  special.  Les  courbes  gauches  speciales  presentent 
un  grand  interet  :  c'est  a  leur  existence  que  liennent  les  difficultes  du 
probleme  de  la  classification  des  courbes  gauches  d'un  degre  donne. 

Toute  courbe  gauche  pour  laquelle  on  a  p^n  —  2  est  speciale;  en 
effet,  les  ii  points  ou  elle  est  coupee  par  un  plan  determinent  un  sys- 
teme de  groupes  dont  la  multiplicite  est  au  moins  egale  a  3;  par  suite, 
pour  ce  systeme,  p  —  //  +  o'est-a-dire p  —  n-t-r,  est  au  moins  egal  a  i , 
si/>>n  —  2 :  le  systeme  est  done  special. 

86.  Revenons  maintenant  aux  courbes  tracees  sur  la  surface  de 
Kummer,  et  introduisons,  pour  simplifier  le  langage,  une  nouvelle  defi- 
nition. 

Nous  dirons  que  deux  fonctions  theta  normales,  simultanement 
paires  ou  impaires,  appartiennent  a  la  meme  serie  si  leurs  ordres 
different  d'un  nombre  pair  d'unites  et  si  elles  ont  meme  caracteristique. 
D'apres  cela,  les  fonctions  normales  paires  et  impaires  se  repartissent 
en  64  series;  il  y  a,  pour  les  fonctions  paires,  32  series,  se  subdivisant 
en  16  series  de  fonctions  d'ordre  pair  et  iG  series  de  fonctions  d'ordre 
impair;  de  meme  pour  les  fonctions  impaires  :  c'est  la  traduction  des 
resultats  des  n""  4  et  5.  Les  courbes  de  la  surface  de  Kummer  qui  corres- 
pondent aux  fonctions  d'une  meme  serie  passent  toutes  par  les  memes 
points  singuliers  de  la  surface;  les  degres  de  deux  quelconques  d'entre 
elles  different  de  [\7i  unites.  iNous  dirons  egalement  qu'elles  appar- 
tiennent a  la  meme  serie. 

87.  Si  la  courbe  d'ordre  2m,  passant  simplement  par  is  points  sin- 
guliers de  la  surface  de  Kummer,  a  d  points  doubles,  la  valour  trouvee 
au  n"  80  pour  le  genre  devra  etre  diminuee  de  d  unites.  On  a  ainsi 

/>  =  !  +  -(  m-  —  s)  —  (/. 


I  lO 
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Si  laconclilion/)^2m  —  2  estverifiee,  lacourbesera  speciale (n° 85)  ; 
or,  si  d  est  nul,  il  est  a  remarquer  que  Tinegalite  precedente  est  toujours 
verifiee  des  que  m  depasse  4  ;  ainsi  : 

Toute  courbe  de  la  surface  de  Kummer,  sans  point  multiple,  et  d^ordre 
superieur  d^,  est  une  courbe  speciale. 

Pour  preciser  ce  resultat,  ii  y  a  lieu  de  determiner  la  multiplicite  du 
systeme  special  qui  comprend  les  groupes  de  points  de  la  courbe  situes 
dans  un  meme  plan ;  il  est  evident  que  ce  nombre  est  au  moins  egal  a  3 ; 
nous  allons  montrer  qu'il  a  precisement  la  valeur  3. 

Soit,  en  effet,  0o  =  o  I'equation  d'une  courbe  Co  d'ordre  im,  de 
genre  p,  sans  point  multiple;  designons  par  0'  la  fonction  theta  la  plus 
generale,  d'ordre  m  —  2,  et  de  la  meme  serie  que  ©o.  pai"  ,  02,  ©a,  0* 
les  quatre  fonctions  normales  d'ordre  2,  de  caracteristique  nuUe.  II  est 
Evident  que  la  fonction 

Oil  les  X  sont  des  constantes  arbitraires,  est  du  meme  ordre,  m,  et  de 
la  meme  famille  que  0o.  Par  suite,  les  deux  systemes  de  groupes  defi- 
nis  respectivement,  sur  la  courbe  Co,  par  les  points  mobiles  d'intersec- 
tion  de  cette  courbe  avec  les  plans  \^x^-\- .  .  . -\-^/.:,x„  =  o,  et  les 
courbes  0'=  o,  systemes  dont  le  premier  est  special  si p  est  au  moins 
egal  a  im  —  2,  sont  complementaires  :  le  second  est  done  egalement 
special,  d'apres  le  theoreme  de  Riemann-Roch.  Pour  demontrer  que 
la  multiplicite  du  premier  systeme  est  egale  a  3,  il  suffit  evidemment 
d'etablir  que  tous  les  groupes  de  ce  systeme  sont  formes  de  points  situes 
dans  un  meme  plan,  ou  bien,  en  vertu  du  theoreme  de  Riemann-Roch, 
de  demontrer  que  toute  courbe  0(^^  i  )  =  o,  de  meme  ordre  et  de 
meme  famille  que  0„  =  o,  qui  passe  par  les  points  non  fixes  ou  la 
courbe  C„  est  coupee  par  une  des  courbes  0'=  o,  la  coupe  en  outre  en 
un  points  situes  dans  un  meme  plan. 

Or  les  courbes  0  =  o,  0^  =  o,  0'  =  o  appartiennent  a  la  meme  serie ; 
la  premiere  passe  done  par  tous  les  ^o\ni?,,  fixes  ou  non,  qui  sont  com- 
muns  aux  deux  dernieres,  en  vertu  de  I'hypothese  meme;  la  courbe 
0 -h  A0O  =  o  passe  aussi  par  ces  points,  et  Ton  pent  choisir  la  cons- 
tante  \  de  maniere  a  la  faire  passer  par  un  nouveau  point  de  la  courbe 
0'  =  o:  elle  coupe  ainsi  cette  derniere  en  un  point  de  plus  quo  ne 
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I'exige  le  theoreme  de  M.  Poincare,  et,  par  suite,  puisque  la  courbe 
0'  =  o  peut  etre  choisie  indecomposable,  la  fonction  0  +  X0o  devra 
contenir  0'  en  facteur.  Le  quotient  ^  d'apres  la  nature  de  0, 

00,  une  fonction  theta,  normale,  d'ordre  2,de  caracteristique  nulle; 
il  vient  ainsi 

0  +  ?,0„  =  0'(A,©,  +  .  .  .  +  X,0,,), 

ce  qui  montre  bien  que  la  courbe  0  =  o  coupe  en  outre  ©o  =  o  en 
2m  points,  situes  dans  le  plan  AiX,  +  .  .  .  +  'k,,ccj,  =  o. 

Nous  avons  ainsi  etabli  que  la  multiplicite  du  systeme  special  forme 
par  les  groupes  de  points  de  C„  situes  dans  un  meme  plan  est  egale  a  3 ; 
de  meme  on  voit  que  les  groupes  du  systeme  complemeufaire  sont  for- 
mes uniquement  par  les  points  d'intersection  mobiles  de  la  courbe 
(d'ordre  -im)  avec  les  courbes  d'ordre  im  —  4     la  meme  serie. 

88.  Plus  generalement,  on  etablit  de  la  meme  maniere  que,  si p  est 
superieur  ou  egal  k  imq  —  ^(^  +  i )  (</  h-  2)  -t-  3)  +  2,  la  courbe  Co 
est  coupee  par  toute  surface  d'ordre  q  suivant  un  groupe  appartenant 
a  un  systeme  special  de  multiplicite  +1) (</-+- 2)  (5- +  3)  —  i ;  le 
systeme  complementaire  est  forme  par  les  groupes  des  points  mobiles 
communs  a  la  courbe  proposee  et  aux  courbes  de  la  meme  serie, 
d'ordre  im  —  [\q. 

Nous  pouvons  done  enoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  courbe^  sans  point  multiple^  tracee  sur  la  surface  de  Rummer,  et 
d^ordre  2  m,  est  coupee  par  les  courbes  de  la  meme  serie,  d^ordre  im  —  [\q, 
suivant  des  groupes  de  points  mobiles  formant  un  systeme  special.  Ce  sys- 
teme ne  comprend  pas  d'autres  groupes  que  ceux  ainsi  de  finis. 

Le  systeme  complementaire  est  forme  exclusivement  par  les  groupes  de 
imq  points  decoupes  sur  la  courbe  proposee  par  les  surfaces  d'ordre  q  de 
Vespace. 

II  est  inutile  d'enoncer  la  condition  restrictive 

plimq—  g(r/  +  i)(^  +  2)(7  +  3)  +  2; 

elle  est  verifiee  necessairement  s'il  existe  des  courbes  d'ordre  2m — l\q, 
de  la  meme  serie  que  la  proposee. 


I  I  2 
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Si  la  courbe  a  ties  points  doubles,  la  proposition  precedente  s'appliqiie 
aux  courbes  d'ordre  im  —  l\q  ndjointes  (n°  83)  a  la  proposee. 

II  resulte  aisement  de  ce  qui  precede  que,  sur  la  surface  de  Kummer, 
les  seules  courbes,  sans  point  multiple,  qui  ne  soient  pas  speciales, 
sont  les  seize  coniques,  les  biquadratiques,  les  sextiques  passant  par 
dix  points  singuliers  et  les  courbes  d'ordre  8  de  la  famille  singuliere. 

89.  fk'marqiw.  —  Les  surfaces  d'ordre  ^  decoupent  sur  une  courbe  Co 
de  la  surface  de  Kummer  des  groupes  appartenanl  ii  un  systeme  de  mul- 

tiplicite  au  moins  egal  a  ^^(^  -t-  2)(<'/4-  3)  —  i ;  si  le  systeme  est 

special,  la  multiplicite  a  precisement  cette  valeur,  comme  nous  venous 
de  le  voir.  L'indice  o  est  eaal  a 

/>  —  i/y/Y  +         -K  I)  ^7  +  2)  (7 -f- 3)  —  I  (';. 

p  et  2m  designant  loujours  le  genre  et  I'ordre  de  la  courbe. 

La  projection  de  cette  courbe  sur  un  plan  est  une  courbe,  C|,, 
d'ordre  2///  et  de  genre  p,  sur  laquelle  exisle  un  systeme  de  groupes 
speciaux  d'indice  p;  les  intersections  de  C,',  avec  les  courbes  d'ordre  q 
de  son  plan  forment  des  groupes  de  ce  systeme,  et,  par  suite  (n°  8;")), 
C|,  admet  une  famille  lineaire,  c  —  i  fois  infinie,  de  courbes  adjointes 
d'ordre  am  —  </ —  3. 

Dounons  quelques  exemples  : 

Les  sextiques  passant  par  six  points  singuliers  sitiies  dans  un  mdme 
plan  so  projettent  suivant  des  couj'bes  dii  sixieiiie  ordrr  qui  ont  six  points 
doubles  sitiies  sur  une  conique. 

Les  courbes  du  huitieme  ordre  ne  passant  par  aucun  point  singulier  se 
projettent  suiiuint  des  courbes  du  meme  ordre,  a  douze  points  doubles  :  ces 
douze  points  sont  sur  une  cubique,  et  sur  une  infinite  triple  de  quartiques . 

Les  courbes  du  huitieme  ordre  passant  par  huit  points  singuliers  se  pro- 
jettent suii'ant  des  courbes  du  meme  ordre,  d  quatorze  points  doubles  situes 
sur  une  infinite  simple  de  quartiques. 


(')  II  est  clair  que  si  la  courbe  consideree  est  sur  h  surfaces  d'ordre  </,  lineaire- 
menl  distinctes,  la  multiplicite  et,  par  suite,  Tindice  du  systeme  doivent  etre 
diminues  de  h. 
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90.  Etudions  maintenant  les  points  mobiles  commiins  a  (]„  cf  aiix 
courbes  de  la  meme  serie,  d'ordre  2m +  4^'- 

Ces  courbes  coupent  Cu,  comme  on  le  voit  de  suite,  en 
2.(p  —  1)4-  2mq  points  mobiles;  les  groiipes  de  points  ainsi  determines 
apparliennent  evidemment  ii  un  meme  systeme,  qui  n'est  pas  special, 
puisque  chaque  groupe  comprend  plus  de  2(p  —  i)  points.  La  multipli- 
cite  de  ce  systeme  est  done  p  +  2mq  —  2 ;  pour  qu'il  ne  comprenne  pas 
d'autres  groupes  que  ceux  qu'on  vient  de  definir,  il  fant  el  il  suffit  qu'on 
puisse  trouver  un  de  ces  groupes  comprenant/)  -f-  2my  —  a  points  arbi- 
traires  de  la  courbe  C„. 

Or  les  courbes  d'ordre  -i/n  -\~  /\q,  passant  par  -is  points  singuliers  de 
la  surface  de  Kummer,  dependent  lineairement  (n"  80)  de 

I  ,5 

I  -I —  (  ni  +  9.  a  y-  paranielres  ; 

parmi  ces  courbes  figurent  celles  qui  ont  pour  equation 

00  elant  loiijours  le  premier  membre  de  I'equation  de  €„,  e(  0,,  0..,  .  .  . 
designant  les  fonctions,  lineairement  distinctes,  paires,  d'ordre  2^,  de 
caracteristique  nulle.  Ces  fonctions  etant(n°  4)  en  nombreegal  a  2^-4-2, 
on  pourra,  parmi  les  points  communs  a  C„  el  a  une  courbe  de  la  meme 
serie,  d'ordre  2ni  -+■  \q,  en  clioisir  arbitrairement  un  nombre  egal  11 

1+  -  {ill  +  ■if/)-  —    —  ■>.(/-—■>., 
c'est-a-dire,  puisque p  =  i       {///-  —  .v ),  egal  a 

p  -+-  'A  qni  —  2.  f:.  y.  F.  n. 

Ainsi  les  groupes  determines  sur  C„  par  les  courbes  de  la  meme 
serie,  d'ordre  im  i\q,  apparliennent  a  un  systeme  qui  ne  contient  pas 
d'autres  groupes;  il  est  clair  d'ailleurs  qu'on  oblient  un  groupe  parti- 
culier  du  systeme  en  combinant  un  groupe  ^h,/;-,,  avec  le  groupe  de 
2mq  points  de  Co  silues  sur  une  surface  d'ordre  q. 

Yoyons  maintenant  ce  que  donnent  ces  proprietes  pour  la  courbe  t^,,, 
projection  de  C„. 

Au  systeme  de  groupes  considere  correspondra,  sur  C^,  un  systeme 
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de  groupes,  renfermant  cliacun  o.mq  +  i(p  —  i)  points,  et  parmi  les- 
quels  figurentles  groupes  obtenus  en  combinant  un  groupe  c^o,,,. avec 
celui  que  forment  les  imq  points  de  C,,  situes  sur  une  courbe  d'ordrey. 
Or  une  courbe  d'ordre  iin  —  3  adjointe  a  C|,  et  une  courbe  (Tordre  7 
forment  une  courbe  adjointe  d'ordre  2/;/ +  7  —  3  :  done,  d'apres  les 
proprietes  connues  des  courbes  adjointes,  tous  les  groupes  du  systeme 
seront  decoupes  sur  C„  par  les  courbes  adjointos  d'ordre  um-^f/  —  3 
et  reciproquement.  Ainsi  : 

Soient  line  courbe  cVordre  2W,  sans  point  multiple^  de  la  surface  de 
Kurnmer,  et  la  courbe  du  meme  ordre  suivant  laquelle  elle  se  projette  sur 
iin  plan  quelconque  :  les  courbes  de  la  surface  de  Kummer  de  la  meme 
sene  que  €„,  d'ordre  im  +  4</>  decoupent  sur  cette  courbe  des  groupes  de 
points  mobiles,  qui  ont  pour  projections  les  groupes  determines  sur  la 
courbe  C[,  par  les  courbes  adjointes  d'ordre  -irn-^-q —  3  et  reciproque- 
ment ( ' ). 

Ce  theoreme  permet  d'etendre  a  une  courbe  dc  la  surface  de  Kummcr 
les  propositions  si  nombreuses  que  Ton  connait  sur  les  groupes  de 
points  comniuns  a  une  courbe  plane  et  a  ses  adjointes  d'un  ordre 
donne. 

Sans  insister  ici  sur  ces  applications  bien  faciles,  nous  aborderons 
I'elude  de  courbes  interessantes  et  tres  generales  situees  sur  la  surface 
de  Kurnmer;  nous  les  appollerons  courbes  univoques,  en  raison  d'une  de 
leurs  proprietes  fondamenlales. 

CHAPITRE  X. 

COUKItl^S  UNIVOQL'KS. 

91.  Soit  0„(//,  \')  une  fonction  tlieta  quelconque  :  si  cette  f)nction 
nest  ni  paire,  ni  impaire,  et  si  elle  ne  le  devient  pas  quand  on  la  mul- 

liplie  par  e  -       (n'^  10),  la  courbe  0„(//,  r)r:ro,  sur  la  surface  de 


)  Si  Cn  ii  des  poiiili  floiihles,  lo  llieoremc  s'appliqiie  ;iu\  courbes  do  la  nn'me  , 
stM-ie.  iFordre  im  +  (ly,  (nii  liii  sont  adjointes  (ii"  8;ij. 
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Kiimmer,  doit  etre  en  realite  consideref  (-oinme  donnee  par  Teqiialion 

i  N.  V  )  6*,,  ( —  I/.  —  (-'1  =  0: 

olle  a  ete  comprise  dans  les  rocherches  ([iie  nous  avons  t'aites  jtisqirici 
( II"  \  A),  mais  elle  jonit  de  proprietes  particulieres  qui  rappelloni  celles 
(Ifs  sections  de  la  surface  par  ses  plans  tangents  :  ces  sections  appar- 
liennenl  d'ailleurs  a  la  categoric  de  courbes  donl  il  s'agit  (n°  59). 

I.a  fonction  6,i(^//,  <  )  pent,  comme  nous  le  savons  (  n°  2  ).  se  mettre 
sous  la  forme 

OJ  I/,  (•)  =  &„(//  —  A.  (•  —  IJ.), 

on  0o(".  *  )  est  une  fonction  theta  a  caracteristique  nuUe. 

iNous  retrouvons  ainsi  les  courhcs  dont  nous  avons  dit  iin  mot 
au  n"  61 . 

Klles  jouissenl  do  cette  propriete  fondamentale  que,  pour  chaque 
point  de  I'une  d'elles,  on  pent  separer  les  deux  couples  d'arguments  //, 
<•  et  —  II,  —  <'  qui  correspondent  a  un  point  de  la  surface  de  Kummer, 
car  si  la  fonction  0„(//  —  X,  r  —  u.)  n'est  ni  paire,  ni  impaire,  elle  iie 
s'annule  que  pour  un  seul  des  systenies  d'arguments  //,  r  et  —  //,  — r 
(|ui  appartiennent  a  un  point  de  la  cotirbc 

W„(  '/  -  -      f    -  y.)  ~  <>        I  n"  <)() ). 

Si  la  fonction  ('')o(//  —  a,  <'  —  ctait  paire  ou  impaire,  on  retonibe- 
rait  sur  les  courbes  generales  etudiees  jusqu'ici,  car  on  a  vu  (n"  14)  que 
toule  fonction  theta,  paire  ou  impaire,  est  necessairement  une  fonction 
norm  ale. 

Ce  cas  etani  exclu,  il  no  cori-espond,  a  un  point  do  la  coiirbe 

(■)„(  N  —  A,  (•  -  -      )  —  (), 

qu'un  seulsysle/ne  de  valeurs  des  paramelres  //  et  c,  aux  multiples  pres 
des  periodes  :  pour  rappeler  cette  propriete,  nous  donnerons  aux 
courbes  dont  il  s'agit  le  nom  de  courhcs  iinivnqiies. 

Si  0o("'  (')  est  une  fonction  theta  d'ordre  m,  la  courbe 

0„  (  II  —  A.  (•  —  f^.  j  =  (> 

est,  d'apres  le  iheoreme  de  JM.  Poincare,  (Tordre  \in\  elle  a  \\\"  (H) 
m-  points  do  1 1  hies,  donnes  par  les  deux  equations 

0„(  II  —  A,  (•  ~  [J. )  -  --  o.        0„(—  II  —  A.  —  r  —  ;J. )  =  o. 
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Enfin,  la  fonction  0o(//  —  X,  c  —  [j.)0n(—  '/  —  A,  —  r  —  jj.)  etant  une 
fonction  tlieta  normale  d'ordre  2m,  de  caracteristique  nulle  et  paire,  la 
courbe  precedente  est  (n°  H'))  1' intersection  complete  de  la  surface  de 
Kummcr  avec  une  surface  d^ordre  m,  touchant  la  premiere  en  m-  points. 

La  reciproque  de  cette  derniere  proposition  n'est  pas  vraie;  nous 
verrons,  en  effet,  plus  loin  de  quelles  proprietes  speciales  jouissent  les 
surfaces  d'ordre  m  qui  passent  paries  courbes  univoques  d'ordre  f\m. 

Les  courbes  representees  par  Tcquation 

0„(//           /,.  ('  —  |JL  )  =  O, 

(juand  on  fait  varier  A  et  en  laissant©,,  invariable,  se  correspondent 
on  general  point  par  point  (n"  (U);  enfin  (n"  02),  le  long  de  la  courbe 

©„(//  —        V  —  \J.)  =  o, 

du  et  dv  sont  des  differenticlles  abeliennes  de  premiere  espece. 

Le  genre  de  cette  courbe  se  determine  par  la  forrnule  du  n°  87,  oil 
Ton  fait  v  =  o  et  d  =  in- ;  on  trouve  ainsi 

J)  =  1-^  -(  \  iir]  —  />/-=  III- 1 . 


1)2.  Soil  0(//,  r)  une  fonction  nornialo  quelconque,  d'ordre  m,  a 
caracteristique  nulle;  I'integrale 

est  une  integrale  abelienne  de  premiere  espece  appartenant  a  la  courbe 

Elle  est  abelienne,  car  si  x,  y,  z  designent  les  coordonnees  cartesiennes 
d'un  point  de  la  surface  de  Kummer,  exprimees  en  fonction  quadruple- 
ment  periodiques  de  //  et     la  fonction 

—  /.,  (■  —  u)  du 

 JdOA   d. 
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peut  s'ecrire,  le  long  de  la  coiirbe  0o(''  —  <'  —  !^-)  =  «  (n"  81), 

I 

d  &(,{u  —  }..('  — (J.)      dx  ()  ©„(«  —  >.,    —  [J.) 

On  ()v   0(«  —  >.,  (•  —  |J.)      dv  On  Q{u  —  }.,  c  —  ij. ) 

Le  den(3minateiir  de  cette  expression  est  evidemment  line  fonction 
uniforme,  quadruplement  periodique  de  //,  v  :  or,  k  un  point  de  la 
courbe  0o("  —  ^ — [^)»  ne  correspond,  aux  multiples  pres  des 
periodes,  qu'un  seul  systeme  de  valeurs  de  ii,  v  (n^Ol)  et,  par  suite, 
qu'une  seule  valeur  de  la  fonction  cp(w,  t  )  :  celle-ci  est  done  exprimable 
rationnellement  en  fonction  des  coordonnecs  du  point  (a,  v)  de  la 
courbe  0o(/i  —  A,  ^  —  y.)  —  o.  En  d'autres  termes,  Tintegrale  consi- 
deree  est  abelienne. 

Elle  est  de  premiere  espece,  car  il  est  manifeste  qu'elle  ne  devient 
infinie  en  aucun  point  de  la  courbe     =  «,  a  moins  que  celle-ci  n'ait, 
en  dehors  des       points  indiqucs  plus  haut,  d'autres  points  doubles 
verifiant  les  relations 
^  ,  - 

fc)„  ( //  —  A.  (•  —  IJ-)  —  o.  —       O.  -T—  =  O. 

'  On  Oi' 

Nous  ecarterons,  sauf  avis  contraire,  ce  cas  special. 
On  trouve  ainsi  un  nombre  d'integrales  de  premiere  espece  egal  a 
m-  —  I,  puisqu'il  y  a      fonctions  0  lineairement  distinctes  parmi  les- 

quelles  figure  ©o;  ces  integrales,  jointes  aux  integrates  j'duei  j dv, 
donnent  le  nombre  total  -f- 1,  ou  p,  des  integrales  distinctes  de  pre- 
miere espece. 

93.  Cela  pose,  nous  appellerons  courbes  unwoqucs  d'un  meme  ordre 
et  d'une  meme  famille  celles  qui  sont  representees  par  une  equation  de 
la  forme  —  A,  v — [j.)=:o,  ou0(//,  v)  est  une  fonction  de  caracte- 
ristique  nulle,  d'un  ordre  donne,  et  ou  \  et  \j.  sont  fixes  :  une  famille  de 
courbes  univoques  est  done  definie  par  I'ordre  de  la  fonction  0(/^,  c)  et 
par  les  valeurs  de  X  et  [j.. 

II  est  a  observer  que  la  famille  de  courbes  univoques  definie  par  des 
valeurs  a  et  \j.  des  deux  parametres  est  la  meme  que  celle  definie  par 
les  valeurs  — a  et  —  \x:  en  effet,  0(i/,  etant  une  fonction  normale  a 
caracteristique  nulle,  la  fonction  0(— //,  — c)  est  une  fonction  de 
meme  ordre  et  de  meme  caracteristique,  0'(//,  r),  en  sorte  que  la 
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courbe  —  \- — a)  =  o,  qui  csl,  siir  la  surface  de  Kumnier,  la 
meine  que  la  courbe  (-)( —  //  -  a,  —  r  —  'j.)  =  o,  est  aussi  la  inline  quo 
la  coui'be        -+- t  +  <j.)  —  o, 

1(1.  Hemurque.  —  Deux  courbes  univoques  d'ordre  [\m  et  4'''  se 
coupent  en  4^"  points;  on  pcul  observer  que  ces  points  se  repar- 
tissent  en  deux  groupes  distincts  de  nun  points  chacnn.  En  effet,  les 
deux  courbes 

^"^/((  "  —  I  •  >'  —  ,'-'•  >  =         W„(  //  —  /.',  (■  —  [J.' )  —  (), 

ou  les  0  sonl  des  t'onctions  d'ordre  marque  par  I'indice,  se  coupent 
aux  'linn  points  dont  les  coordonnees  u,  r  verifient  les  deux  equations 
precedentes;  la  premiere  pouvant  aussi  s'ecrire 

(■),„(-    II  —  /.,  —  f  —  rj.  )  —  (>  ; 

les  iiiin  solulions  conununes  a  cette  equation  et  a  re(|uation 

(■)„  (  II  —  /,',  r  —       —  () 

donnent  -imn  nouveaiix  points  d'intersection  des  deux  courbes. 

Si  les  deux  courbes  sont  du  meme  ordre  et  de  la  meme  I'amille  caiac- 
terisee  par  les  valeurs  a,  on  peut,  d'une  seule  facon,  mettre  leurs 
equations  sous  la  forme 

I(!S  ini-  points  coininuns  aux  deux  courbes,  et  dont  les  argumenis  veri- 
lient  ces  deux  equations,  jouenl  un  rule  plus  importani  que  les  2///^ 
autres  points  d'intersection.  Aussi  leur  reservons-nous  le  nomAe points 
communs  aux  deux  courbes. 

D'apres  ce  qui  precede,  deux  courbes  iiniso(/iies  (Tun  Diane  ordre  '\m, 
ci  d'une  meme  famille,  onl  nm?  points  communs,  formant  sur  chacune 
(Celles  un  groups  ^2„,_  1,;  mais  tous  les  groupes  ^2,,,_i  sur  une  courbe 
univoque  ne  sont  pas  oblenus  de  la  niome  maniere,  a  cause  de  ['exis- 
tence des  deux  integrales  de  premiere  espece  J du  el  j di ,  (\u\  ne 
rentrent  pas  dans  le  type  (i ). 

II  serail  aise  de  demontrer  des  propositions  analogues  a  celles  des 
n"'  88  et  1)0,  relativement  aux  groupes  de  points  decoupes,  sur  une 
courbe  univoque,  par  les  courbes  univoques  d'ordre  inferieur  ou  supe- 
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rieur  :  nous  lie  developperons  pas  ici  ces  considerations,  sur  lesquelles 
nous  aurons  a  rovenir  a  propos  des  surfaces  hyperelliptiques  generales ; 
nous  nous  bornerons,  dans  ce  qui  suit,  a  ctablir  quelques  proprietes 
speciales  ii  la  surface  de  Kumrner. 

95.  Soient  Qn{u  —  a,  r  —  u.)  —  o,  (-)(//  —  "a,  c  —  u.)  =  o  deux  courbes 
univoques  de  la  ineme  famille  et  d'ordre  les  fonctions  0„  ef  0  sont 
d'ordre      La  fonction 

{■2)  '^{ii.  v)=     ^^{ii  —  'l..  (•  — (^{—11      '/..  —  r— rj. ) 

H-  0(n  —  '/..  ('  —  y.)  &„(—  II  —  'l.,  —  f  —  rj.) 

est  evidemmenlt,  puisque  Q^iu,  i  )  et  0(//,  v)  sont  des  I'onctions  de 
caracteristique  nulle,  une  fonction  theta  normale,  paire,  d'ordre  iiti, 
de  caracteristique  nulle.  La  courbe  cp(/^,  ^•)  —  o  est  done  I'intersection 
complete  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  d'ordre  im.  Cette 
courbe,  d'apres  la  forme  cp(;/,  v),  passe  : 

1°  Par  les  points  qui  annulent 

0„  (  (I  —  A,     —  [J.)     el     (')„(—     —  A,  —  (■  —  ), 

c'est-a-dire  ( n"  1)1  )  par  les  points  doubles  de  la  courbe 

(     —  A,  v  —  y)  ~o\ 

Par  les  points  doubles  de  la  courbe  0(//  —  a,  r  —  tj:)  =  o; 
3"'  Par  les  •im'^  points  communs  aux  deux  courbes  univoques  propo- 
sees.  Done  : 

Les  'xm^  points  communs  d  deux  courbes  univoques^  (tordre  !\fft,  de  la 
m^me  famille,  et  les  m'^  points  doubles  dc  chacune  d^elles  sont  sur  une 
meme  surf  ace  d'o?'dre  m  ). 

(')  Celte  proposition  constitue  bien  un  theoreme.  En  ellet,  sur  une  surface  du 
quatrieme  degre,  comme  la  surface  de  Kummer,  le  nombre  des  points  arbitraires 
par  lesquels  on  peut  faire  passer  une  surface  d'ordre  ni  (ne  comprenant  pas  la 
surface  pioposee)  est  au  plus  egal  a 

p  ( m  +  I )  ( m  +  ■•>.)  ( III  H-  3  )  —  ^  ( III  ~-  '.'■>}  {Ill  —  'i)  { III  —  T  I  —  I . 

c*est-a-dire  a  >.  in' -\r  i  ■  Or,  dans  la  proposition  ci-dessus.  on  elabiit  qu  une  sur- 
face d'ordre  in  passe  par  4 in-  points  de  la  surface  de  Kummer  :  c  est  done  bien 
un  theoreme.  Une  observation  analogue  s'applique  aux  propositions  qui  suivent. 
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De  meme,  la  fonction 

(O  j  0|  («,   (■)  =        (■)„(  //           >,.    (■  IJ.)    (")(—   II  /..    ('    JJ.) 

—  —  }..  (•  —  y.)  0„f  -  II  —  A.  —  (■  —  IJ.) 

est  line  t'oncUon  ihela,  normale,  impaire,  d'ordre  2///,  de  caracleris- 
tique  nulle;  la  courbe  ^,{11,  <")  =  o  est  done  une  courbe  d'ordre  4'"  de 
la  I'amille  singiiliere,  et,  par  snilc  : 

Les points  comrnuns  a  deux  courbes  unii'oquex,  (Fordre  de  la  meme 
fdiniUe  et  les  ni'-  points  doubles  de  chncune  d^elles  sonl  sur  une  meme 
courbe,  d'ordre  l\m,  de  la  Jamille  singuliere. 

DC).  Une  courbe  univoque  d'ordre  lim,  d'une  faniille  donnee,  peut  se 
decomposer  en  m  courbes  du  quatrieme  ordre.  Soit,  en  eftet,  r)  la 

fonction  thela  normale  d'ordre  i,  de  caracteristique  nulle;  designons 
par  a,,  [3, ;  7.3,  [B^, ;  .  .  . ;  a,„,  3,„  des  constantes  :  la  fonction 

Oi  II,  i')  =  ?sj  II  —  y.^.  (•  —  ,2.,  )  .  .  .  'n„{ii    -  y.,„,  c  —  [:>„,) 

pent  (n"  2^  etre  mise  sous  la  forme  (■)(//  —  A,  r —  ou  0(//,  *  )  est  une 
fonction  normale,  d'ordre  ///,  de  caracteristique  nulle;  les  ([uantites  a 
et  u.  sont,  par  exemple,  donnees  par  les  equations 

a,  +  a.,  +  .  .  .  +  y.,„  —  m  }.  =  o,       ,5,  +  |3.  +  .  .  .  +  [j,,,  —  iit  >j.  —  o. 

La  courbe  univoque  — a,  c  —  a)  =  o  se  decompose  ainsi  en 
ni  courbes  d'ordre  4,  sections  de  la  surface  de  Kummer  par  //i  plans 
tangents  (n"  .V,));  et  Ton  peut  appliquor  ii  ce  systeme  de  n/  courbes  les 
theoremes  generaux  (jui  precedent. 

Rappclons-nous,  a  cet  effet,  que  les  !\/ii  points  comniuns  a  la  courbe 

et  a  la  courbe  plane 

II  —  y..  V  —      —  " 

se  repartissent  (n°  eii  deux  groupes  de  lui  points;  I'un  de  ces 
groupes  est  defini  par  les  equations 

0„ ( II  —  A.  f  —  [J.)  =  o.  II  —  a.  (•  —      =  <>, 

et  I'autre  par 

0„(  «  —  A,  f  —  J7.  )  =:  (>.  r'„(  ^/  +  a,  ('  H-  |6j  =  o  : 
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rien  ne  les  distingue  I'un  de  raiUre  si  Von  se  borne  a  se  donner  geome- 
triquement  le  plan  tangent  qui  coupe  la  surface  suivant  la  courbe 

^,)(      —  a,  V  —  p)  —  i>. 

Observous  cnlin  (|uc  les  [)oiuts  doubles  de  la  courbe  0(//,  c)  =  o, 
decomposee  en  ///  sections  de  la  surface  par  dcs  plans  tangents,  sont  : 

1°  les  points  de  contact  de  ces//?  plans;  2"  -//'(j"  —  i)  couples  de  points 

cotnmuns  a  deux  de  ces  plans  et  donnes  (n"  91)  par  des  equations  de  la 
forme 

?:!„(  II  ~  y.,.  i- —  Pi)  =  II  —  y./.  ~i'  —  pj)  =  o. 

Cela  pose,  nous  pouvons  enoncei-  le  theoriMiie  suivant,  consecjuence  de 
ceux  du  n"  95  : 

Soil  C  line  courbe  unU'oquc  iracce  sur  l<i  surface  de  Kununer  el 
d'ordre  [\m.  On prend  d  volonte  m  —  i  plans  tangents  de  la  surface,  dont 
chacun  determine  sur  C  deux  groupes  de  2  m  points,  et  Von  choisit  arbi- 
trairement  un  de  ces  groupes:  les  points  des  m  —  1  groupes  ainsi  obtenus 
sont  situes,  (nec  les  m'^  points  doubles  de  C,  sur  une  surface  S,  d'ordre  ni, 
qui  coupe  en  outre  (]  en  ■ini  points,  situes  dans  un  nouveau  plan  tangent 
de  la  surface  de  Kummer. 

La  surface  S  passe  egalement  par  les  points  de  contact  des  in  plans  tan- 
gents precedents  avec  la  surface  de  Kummer,  et  par-^  ni(m  —  i)  couples  de 

points,  cominuns  d  cette  surface  et  aux  j^m{in  —  1)  droites  d' intersection 

des  rn  plans,  pris  deux  d  deux. 

Tous  les  points  dont  il  vient  d'etre  parle,  par  lesquels  passe  la  surface  S, 
sont  egalement  situes  sur  une  ineme  courbe  de  la  surface  de  Kummer, 
d'ordre  [\m,  appartenant  d  la  famille  singuliere. 

Voici  une  application  de  ce  theoreme  : 

Nous  savons  (n°  94)  que  les  sections  de  la  surface  de  Kummer  par 
deux  plans  tangents  se  coupent  en  quatre  points,  qui  se  repartissent  en 
deux  couples,  comme  M.  Klein  I'a  d'ailleurs  montre  par  une  autre 
voie  (');  a  un  couple  de  plans  tangents  correspondent  ainsi  deux 
couples  de  points,  situes  sur  la  surface  de  Kummer  et  sur  I'arete  du 
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couple  (Ip  plans  :  chacun  de  ces  couples  de  points  sera  dit  conjuguc  du 
couple  de  plans. 

Cela  pose,  la  courhc  (\  du  tlicorcinc  precedcnl  pent  clle-incnic  se 
decomposer  en  m  sections  de  la  surface  de  Kuuimer  par  des  plans  tan- 
genls,  d'ou  cette  proposition  tres  generale,  et  qui  se  prete  a  de  nom- 
breuses  applications  : 

II  existe  des  conligurations  remarquables  formecs  p(tr  im  plans  tan- 
gents de  la  surface  de  k'lunnter  et  par  m{'ini  —  i  )  couples  de  points  de 
cette  surface  : 

I"  Les  m{-zni  —  i)  couples  de  points  sont  situes  respect iiement  sur  les 
aretes  des  ni(^'2m  —  i)  couples  de  plans  ohtenus  en  associant  deux  d  deux 
les  2ni  plans  tangents  de  la  configuration :  sur  chaqiie  arete ^  le  couple  de 
points  est  conjugue  du  couple  de  plans; 

1"  Les  mi^nm  —  i)  couples  de  points  el  les  2ni  points  de  contact  des 
plans  sont  sur  line  meme  surface  d'ordre       S  ; 

3"  Jls  sont  egalernent  sur  nne  meme  courbe  d'ordre  /\m,  de  la  faniille 
singuliere,  tracee  sur  la  surface  de  Kummer^  C  ,,„  ; 

4°  Le  long  de  la  courbe  C^,,,,  on  peat  inscrire  a  la  surface  de  Kunimer 
une  surface  d^oj-dre  -irn,  qui  touche  chacun  des  m  plans  de  la  configura- 
tion siiivant  une  courbe  d'ordre  in:  ces  in  coiirbes  de  contact  sont  sur  la 
surface  S  ( ' ). 

Le  dernier  paragraplie  {\°)  de  ce  theorenie  resultera  de  nos  recherches 
ullericures  (f^l)- 

De  plus  :  parmi  les  ini plans  tangents d' une  configuration^  -iin  —  i  sont 
arbitraires . 

Exemple.  —  11  existe  des  telraedres  formes  par  qualre  plans  tangents 
de  la  surface  de  Kummer,  jouissant  des  proprietes  suivantes  :  i'ne  menie 
(juadrique  S,  coupe  chaqiie  arete  du  letraedre  en  deux  des  points  oii  cette 
arete  perce  la  surface  de  Kummer ^  et  passe  en  outre  par  les  points  de  con- 
tact des  qiiatre  faces  du  tetraedre  avec  la  surface.  Les  doiize  points  oil  S 


(')  13"apres  cela,  requation  de  la  surface  inscrile  d  oidre  •xni  donl  il  s'agil  est 
de  la  forme 

s;;,-I^l^...     =  „: 

S,„=o  elanl  celle  de  S,  el  P,=  o  celle  d  un  des  im  plans  de  la  configuration. 
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coupe  les  aretes  dii  ictraedrc  ct  les  quaUr  points  de  contact  des  faces  sont 
sitr  line  meine  courbe  €»,  d\)rdrc  8,  de  la  Jamillc  singuliere :  unr  des  sur- 
faces de  Kunmier  inscrites  a  la  surface  de  Kuninicr  proposee  le  long  de  C]^ 
louche  cliaque  face  du  letraedre  le  long  de  la  conique  suivanl  laquelle  cellc 
face  est  coupee  par  la  quadrique  S. 

\Ln  d'aiitres  terines,  les  tetraedres  consideres  sunl  des  tetraedres 
Gopel  pour  les  surfaces  de  Kummer  inscrites  a  la  proposee. 

1)7.  Reprenons  les  deux  fonctions  ©  et  o,  du  n°  95;  on  a  la  relation 
( I )  'r  —  ?T  =  t  ^'Vi  f "  —      -  y- ) 

X  (■)„(  -  II  —  '/..  —  r  —  iJ.)  i-idi  —  /..  r  -  '  [J.)  (■)(—//-  /.       r  —  ). 

qui  pent  etre  interpretee  geoinetriquement  comnie  il  suit  : 
Soient 

re(|ualion  d'une  quelconque  des  surfaces  d'ordre  ///  qui  coupent  la  sur- 
face de  Kummer  suivant  la  courbe        (')  =  o  (n"  95); 

celle  d'une  des  surfaces  d'ordre  ■ini  qui  touchenl  la  surface  de  Kummer 
le  long  de  la  courbe  9,  (//,  —  o,  qui  est  d'ordre  4^''  ft  de  la  famille 
singuliere ; 

\i,=z  0       el        A  =  0 

les  equations  de  deux  surfaces  d'ordre  ///,  coupant  respectivement  la 
surface  de  Kummer  suivant  les  courbes  univoques  0„(</  —  X,  \  —  — o 
et  0(//  —  A,  r  -      =  o  (n"  91). 

L'identite  (4)  pent  s'ecrire,  en  designant  par  S,„('/,  <'),  .  .  .,  A(//,  r) 
ce  que  deviennent  les  polynomes  S,„,  .  .  .,  A  lorsqu'on  y  remplace  Jes 
coordonnees  x,,  .  .  .,  a-.,  par  leurs  valeurs  hyperelliptiques  correspon- 
dant  a  un  point  u,  <•  de  la  surface  de  Kummer, 

.s,,,„f//.  (■)  =  s,-;, ( (•)  — /|A„(/^  »')A(//.  I'l, 

d'ou  Ton  conclut,  pour  un  point  quelconque  de  I'espace,  I'identite  nou- 
velle 

=:  Sri,  f .r, ,  ....     )  —  (\  A„ ( ,  .  .  . ,  .X'; )  A  v,^ )  -f-  KG  k^x^  x^ ) , 
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K(.r,,  .  .     .r,)  etant  toujours  le  premier  membre  de  Tequation  de  la 
surface  de  Kiiminer,  et  G  designant  iin  polyiiome  d'ordre  2m  — 
Si  Ton  pose 

11  vient 

(6)  i,,„=s;;,- 1  \„.\. 

La  surface  ^■,,„  =  «  est,  d'apres  (5),  uiie  surface  d'ordre  mi  touchant  la 
surface  de  Kuminer  le  long  de  la  courbe  cp,  (11,  v)  =  0. 

L'identitc  (G)  montre  que  les  surfaces  d'ordre  m  representees  par 
IVMjuation 

(7)  or-  \„  -f-  r,)S,„+  A  =  (), 

ou  CO  est  un  parametre  variable,  out  pour  e.m-cloppe  la  surface  lj,„  =  o. 
D'ailleurs,  observons  que  la  surface  oj- Ao  +  foS,„  + A  =  o  coupe  la 
surface  de  Kuinmer  suivant  une  courbe  ayant  pour  equation  hyperellip- 
tique 

o  =z  r,)-  0„ { II  —  "/.,  (•  —      0,1  (—  II  —  '/..  —  r  —  /J.)  -i-  ci)  o{u,  (•) 
-4-  &{ti  —  1,  V  —  iJ.{  0(—  II  —  I.  —  I  —  /J.), 

ce  qui  pent  s'ecrire,  en  rempla^ant  o{u,  *  )  par  sa  valeur  (2), 

(  S)         I  r„  0„(  „  —  •/,,  r  _  p.j  +  0(  „  —  7,    _  'J.)] 

X  [  «  0„  (  —  II  —  A,  —     —  /J. )  -I-  0  (—      —  A,  —  ('  —      )  J  =  0, 

La  courbe  ainsi  delinie  est  done  une  courbe  iiniivquc,  du  rneine  oj-dre 
et  de  la  meme  famille  que  les  deux  courbes  primitivement  considerees 
et  passant  par  les  points  communs  a  celles-ci. 

Si  nous  remarquons  enfin  que,  parmi  les  surfaces 

M-  A„  -I-  w S„,  +  A  =  o, 
figurent  les  surfaces  A^—  o  et  X  =  o,  nous  pouvons  dire  que  : 

Toute  surface  iVordre  m,  passant  par  une  courbe  univoque  d'ordre  4m, 
estinscrite  ( '  )  «  une  surface  d'ordre  2  m  qui  touche  la  surface  de  Kummer 
suivant  une  courbe  de  la  famille  singuliere. 


(')  Nous  diions,  comme  loujours,  que  deux  surfaces  son  I  inscrites  I'une  a  I'aulre 
lorsqu'elles  se  touchenl  lout  le  long  de  leur  intersection. 
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De  plus  :  Etant  donnees  deux  surfaces  d'ordre  passant  respective- 
ment  par  deux  courbes  univoques  d''ordre  l\m  et  de  la  meme  famille,  on 
peut  toujours  trouver  une  surface  d'ordre  im,  1,  inscrite  aux  deux prece- 
dentes  el  touchant  la  surface  de  Kumtner  le  long  d'' une  courbe  ( d'ordre  :\ni ) 
de  la  famille  singuliere. 

Les  courbes  de  contact  de  la  surface  d'ordre  -im  avec  les  deux  surfaces 
d'ordre  m primitives  sont  siir  une  troisieme  surface  d''ordre  ni. 

Knfin,  la  surface  d'ordre  'im,  2,  adrnet  un  systeme  de  surfaces  inscrites 
d^ordre  m,  parmi  lesquelles  figurent  les  deux  surfaces  prindtives,  et  qui 
coupent  toutes  la  surface  de  Kunimer  suivant  des  courbes  univoques 
d'ordre  l\m,  d\ine  meme  famille^  ay  ant  -inr  points  comrnuns  ( ' ). 

On  peut  ajouter  que  le  lieu  des  points  doubles  de  ces  courbes  uni- 
voques est  la  courbe  d'ordre  l\m  dc  la  famille  siuguliere  consideree 
plus  haut. 

La  propriete  (4°)  des  configurations  signalees  an  n"  9()  est  une  appli- 
cation immediate  du  theoreme  precedent. 

La  reciproque  de  ce  theoreme  est  vraie,  et  s'enonce  ainsi  : 

Si  une  surface  d^ordre  ■mi,  inscrite  d  la  surface  de  Kununer  le  long 
d'une  courbe  {d'ordre  [\m)  de  la  famille  singuliere,  est  V enveloppe  de  sur- 
faces d^ordre  rn,  dont  r equation  renferme  au  second  degre  un  paramelre 
variable,  celles-ci  coupent  la  surface  de  Kummer  proposee  suivant  des 
courbes  univoques,  appurtenant  d  la  meme  famille,  el  passant  toutes  par 
les  points  communs  d  deux  d\'ntre  elks. 

Soit,  en  efFet,  la  surface  d'ordre  im,  !!..„,=  o, 
(())  i,,„=s;^,™  1  \„  \, 

enveloppe  des  surfaces  d'ordre  m,  w'-'A,,  +  coS„,  +  A  =  o. 

Si  elle  est  inscrite,  le  long  d'une  courbe  de  la  famille  siuguliere,  a  la 


(')  L'ideiilile  i^'^^^/H — 4^0*^  nioiilre  que  les  points  communs  aux  surfaces 
S,„=o,  Ao=o,  A  =  o  sont  des  points  doubles  de  S.^,,,;  or,  parmi  ces  points 
figurent  (n"  93)  les  points  communs  aux  courbes  univoques  0„(m  —  /.,  c  —  ^)  —  o 
el  0(«  —  A,  ('  —  /jl)  =  o.  Done  : 

La  surface  ^  a  nr  points  doubles,  parmi  lescjiiels  figurent  les  ?.ni°-  points 
communs  aux  courbes  univoques  primitives. 
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surface  de  Kiimnier,  en  chaque  point  de  celle-ci,  on  aura 

i.,„(x-|  r,  )  =        II.  I'  I, 

i  )  etant  une  t'onclion  Iheta  inqxiire,  d'ordre  'iiii  cl  de  caraclei'is- 
tique  nulle.  On  a,  d'ailleurs,  en  cha(jue  point  de  la  surface  de  Kumnier, 

o  etant  une  fonction  d'ordre  -iiii,  de  caracterislique  nulle  el  paire. 

[.'expression  (9)  de  Z^,,,  donne  ainsi,  sur  la  surface  de  Kunimer,  la 
relation 

( 10 )  I  \„  \  =  o-     'S\  =  I  9  —  o, )  (  9  -h  9,  ). 

Or,  sur  la  surface  de  Kumniei".  A„  ot  A  sont  egaux  a  deux  fonctions 
(heta,  0„(//,  «•)  et  0(//,  c),  paires,  d'ordre  'nn  et  decaracteristique  nulle: 
d  apros  cela,  0,///, »  )  ne  pcut  etre  egal  a  aucune  des  fonctions  d'ordre  ->nt, 
z  —  9i  et  0  +  cii.  qui  ne  sont  pas  paires,  et  de  meme  pour  ^){u,  t  ).  On 
en  conclut  necessairement  (jue  0„(//,  <)  et  0(//,  r)  se  deconiposent 
chaenn  en  un  |)rnduit  de  deux  fonctions  theta,  d'ordre  inferieur  ;i  -im 

rjjii.  ,-)  =  r//;;;.  = 

el  que  Ton  a 

(Ml  •^6'',//'=:  9        9|,  U^/V/zzr  9  9,. 

Mais  si  Ton  change  //,  r  en  —  //.  —  r.  0„  et  0  ne  changent  pas,  9  — 
el  '^4-  9,  sont  permutes  Tun  dans  I'aulre  :  il  en  resulte  bien  facilemenl 
que  0„  et  Oj',,  de  meme  que  0'  et  0"  se  permulent  quand  on  change  les 
signes  de  //,  v\  c'est-a-dire  (jue  0„  et  0  sont  de  la  forme 

0,,(ii,  (•)=:''/„(//,  v)f)\,{—ii,  — r);        0{ii,  v)=0'{ii.  f)0'{  -  II,  — ci, 

0,,  et  0'  etant  des  fonclions  theta  d'ordi-e  ni. 
On  en  conclut,  d'apres(  ri), 

9(     (•)  =  fj\J  ii.  (•)  97—     —  (•)  +  9'„(  -  //,  —  (')  'j'i  II.  i'). 

et  pour  que  soit  une  fonction  de  caracleristique  nulle,  ii  faut 

que  les  fonclions  0„  et  8'  aient  les  memes  multiplicateurs  (n"  I  ).  c'esl- 
ii-dire  qu'on  puisse  les  mettre  sous  la  forme 

r)  =  0„(//      /.,  (•  —  ij.). 
0(ii,  (•  )  1=  0  (//  ■   }..  r  —  11), 
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A  et  [J.  etant  deux  constantes  et  0o("'  *')'  ®("'  *')  designant  deux  fonc- 
tions  Iheta  d'ordre  m  a  caractoristique  nulle. 

Des  lors,  la  surface  fo'-A„H- ojS„, -i-A=  o  coupe  la  surfaoo  de  Kummer 
suivatil  la  coui'hc 

f)  —  W-  (■)„  (  II  —  /..  (•  —  IJ.)  0„  ( —  II  —  /.,  —  ( 

-f-  0(  II  —  '/..  r  -  fj.)  0(  —  //  —  /,,  —  ( 

c'est-a-(lire 

()  =      I  tj)       (  //  —  A.  (•  —  IJ.)  -\-  0  (  )..  (•    -  y.  I  ] 

X  I  M  0„(' —  //      /..      r  -  [J.  I  H-  0(  —  II  -  /.,      I'  —  [J.  I ; 

ce  qui  demontre  la  reciproque  a  etablir. 

*.)(S.  Les  propositions  qu'on  vient  de  faire  connaitre  donnent  iiue 
definition  geomrtrique  des  coiirbes  univoqucs,  et  rendent  a  peu  pres  evi- 
dentes  cellos  du  n°  95.  On  voit  que  les  eourbes  univoques  soiit 
decoupees,  sur  la  surface  de  Kuminor,  par  des  surfaces  inscrites  a  c<dles 
qui  touchent  la  surface  de  Kummer  le  long  de  coiirhes  de  la  f;imille 
singuliere. 

Par  exemple,  les  plus  simples  des  eourbes  univoques  apres  les  sec- 
lions  par  les  plans  tangents,  c'est-a-dire  les  eourbes  iiniwqtirs  de  Inii- 
lienie  ordre,  sont  decoupees  par  les  quadriques  inscrites  iiux  surfaces  de 
Kummer  qui  touchent  la  proposee  le  long  des  eourbes  Cs  dr  la  farniUe  sin- 
guliere. 

09.  On  pent,  suivant  line  marcbe  analogue  a  cello  du  n"  9."),  arriver 
a  d'autres  proprietes  des  eourbes  univoques. 

Soil,  en  eflfct,  S^ov"'  *')  fonction  normale.  d'ordre  un,  de  caracteris- 
tique  nulle;  la  fonction 

/( //.  r  )  =     ^7„(—  //  —  ).'.  -  -  r  —       0„(    —  /.,  c  —  (J.) 

--h  ?jj  II  —  /.'.  (■  —  fj.' )  0„  (—  II  —  /..  —  (■  —  ), 

ou  A'  et  IJ.'  sont  des  constantes,  est  evidemment  paire;  elle  sera  une 
fonction  thefa  normale  (d'ordre  m  +  i),  et  de  caracterislique  nulle,  si 
Ton  a 

/,'=  III '/..      [J-  —  I" 


•  —  ,a  I  +     o  f  II.  V  } 
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En  ce  cas,  la  f'onction 

_/",  (//,  I-  1  -  ;      ^,,1—  //  —  /.',  —  <•  —  IJ.' )  —  A,  f  -  ij.) 

^7„  ( —  >.',  V  —       0„(—  It  —  A,  —  i-      ;j. ) 

sera  uno  fonclion  thela.  d'ordre  ni -\- \ ,  de  raractei  istique  iiulle,  et 
impairc. 

On  peut  maintenant  reproduire,  avec  les  fonclions  /  el y  , ,  les  raison- 
nenients  fails  plus  haul  avec  et  o, ;  on  arrive  ainsi,  sans  difliculte, 
aux  resullals  suivanls  : 

I.  Soil  line  coiirhe  lumoqiw  qiielconqiic  (Forfhr  (S///'-|- 'i.  Par  ses 
(^2/;/'  +  i)'  points  doubles  on  peut  itiener  une  surface  cVordre.  i,  la 
coiipant  en  outre  en  /|///'H-  2  points,  qui  sont  situes  dans  iin  nicme  plan 
tangent  de  la  surface  de  Kumnier.  Ce  plan  tangent  reste  fixe  pour  toutes 
les  courbes  uiiivoques  d'un  menie  ordrc  et  d^une  nienie  famillc :  son  point 
de  contact  est  cgaleinent  sitae  sur  la  surface  d''ordre  ni' -\-  i . 

Les  (2///'+!  )-  points  doubles,  les  '(/"'+ ^  points  simples  precedents 
sont  situes,  avec  le  point  de  contact  du  plan  tangent,  sur  une  coiirbe 
d^oj'dre  4  (///+  \  )dela  f ami  lie  singuliere  traceesur  la  surface  de  Kummer. 

Toute  surface  d'ordre  am'+i,  qui  passe  par  unr  coiirbc  univoque 
d'ordre  8/// -|-4i  ^st  inscrite  a  une  surface  d'ordre  'im' -\- 'i  qui  touche 
elle-meme  la  surface  de  Kummer  le  long  d'line  courbe  de  la  famille  singu- 
hi-re. 

ExeDiplv.  —  Li's  courbes  univoques  d'ordre  doiize  sonl  decoupees  sur 
la  surface  de  Kummer  par  les  surfaces  cubiques  (sans  point  double) 
inscrites  a  Tune  des  surfaces  de  Kummer  qui  touchent  la  proposee  le 
long  des  courbes     de  la  famille  singuliere,  et  reciproquement. 

II.  Soit  une  courbe  univoque  qiielconque  d'ordre  Hm'.  Par  ses  \m'- 
points  doubles  et  par  une  qiielconque  des  coniques  de  la  surface  de 
Kummer  on  peut  mener  une  surface  d'ordre  m!  -\-  1,  coiipant  en  outre  la 
courbe  proposee  en  \m'  points  (non  situes  sur  la  coniqiie  c/ioisie),  qui  sont 
dans  un  memc  plan  tangent  de  la  surface  de  Kummer.  Ce  plan  tangent 
reste  le  meme  pour  toutes  les  courbes  univoques  d'un  meme  ordre  et 
d'une  meme  famille :  son  point  de  contact  est  egalement  sur  la  surface 
d'ordre  m' i . 

Les  \m'-  points  doubles,  les  \m'  points  simples  precedents  sont  situes, 
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(ivec  le  point  de  contact  du  plan  tangent,  sur  une  surface  d'ordre  in'  -\-  2, 
passant  par  tiois  coniques  de  la  surface  de  Kummer  qui  forme  nt,  aveccelle 
primitivement  choisie ^  an  groupe  de  Rosenhaiv. 

Si  Ton  choisit  successivement  les  seize  coniques  de  la  surface  de 
Kummer,  les  seize  plans  tangents  qui  fignrent  dans  I'enonce  precedent 
se  deduisent  de  Tun  quelconque  d'entre  eux  en  augmentant  //  ot  v 
de  demi-periodes;  ils  forment  done,  ainsi  que  leurs  points  de  contact, 
une  configuration  remarquable,  etudiee  par  MM.  Rohn  et  Klein,  et  snr 
laquelle  nous  n'insisterons  pas. 

100.  Les  deux  propositions  I  et  11  sont  egalement  applicables  aux 
courbes  univoques  decomposees  en  sections  de  la  surface  par  des  plans 
langents;  signalons,  par  exemple,  coinme  consequence  de  II,  ce  theo- 
rem e  : 

Soit  an  couple  de  plans  tangents  de  la  surface  de  Kuinnier,  el,  sur  1' arete 
de  ce  couple,  un  quelconque  des  deux  couples  de  points  conjugues  du 
couple  de  plans  :  par  les  deux  points  du  couple  choisi  et  les  points  de 
contact  des  deux  plans,  on  pent  mener  une  sextique,  passanl  par  les  dix 
points  doubles  de  la  surface  de  Kummer,  qui  ne  sont  pas  situes  dans  nii 
meme  plan  singulier,  quelconque  d  'ailleurs. 

En  transformant  ce  resultat  par  reciprocite  (n*"  78),  ou  a  I'aide  d'une 
demonstration  directe  facile,  on  arrive  a  cette  nouvello  proposition, 
qui  nous  sera  utile  plus  tard  : 

Les  points  de  contact  d'un  couple  de  points  tangents  de  la  surf  ace  de 
Kummer  et  les  deux  points  d'un  des  couples  conjugues  sont  sur  une 
tneme  courbe  d'ordre  huit,  de  la  famille  singuliere,  ayant  un  point 
triple  en  un  des  seize  points  singuliers  (arhitraire  d^aillei/rs)  de  la  sur- 
face de  Kummer. 

II  serait  aise  d'etendre  encore  les  Iheoremes  qui  precedent  en  rein- 
plagant  la  fonction  ^o{u,  v)  introduite  au  commencement  du  n°  99,  par 
une  fonction  normale,  a  caracteristique  nulle,  d'ordre  quelconque;  ces 
applications  de  la  methode  generate  n'offrent  aucune  difficulte. 


IliLI.HhS  1)K  1'..   IIIMHUBT.  T.  ri. 
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TROISIEME  PARTIE. 

SURFACES  HYPERELLIPTIQUES  GENERALES. 


CHAPITRE  I. 

PREMIERES  PROPRIETES. 

101.  Nous  abordons  maintenant  I'etude  des  surfaces  hyperellip- 
tiques  generales,  dont  M.  Picard  a  deja  fait  connaitre  quelques  pro- 
prietes  importantes  (');  nous  donnerons  d'abord  des  propositions  geo- 
metriques  applicables  a  I'ensemble  de  ces  surfaces;  nous  insisterons 
ensuite  avec  plus  de  details  sur  certaines  categories  de  surfaces  ou  sur 
certaines  surfaces  particulieres. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  designerons  par  0  une  surface  hyperel- 
liptique  generale;  nous  savons  (n"  2)  que  les  coordonnees  homo- 
genes  d'un  de  ces  points,  a?,,  Xn,  07;,,  a;.,,  sont  proportionnelles  a  quatre 
fonctions  theta  normales  d'un  meme  ordre,  h,  et  de  caracteristique 
nulle;  nous  donnerons  a  ces  fonctions  (fonctions  coordonnees)  les 
notations  x^{^l,  <•),  x.i{ii,  r);  x-^^u,  (^),  X:,(ii,  r). 

102.  En  general,  c'est-a-dire  si  les  quatre  fonctions  ^')sontarbi- 
traires,  a  un  point  de  6  ne  correspond,  aux  multiples  pres  des  periodes, 
qu'un  seul  systeme  de  valeurs  des  paramotres  u,  nous  dirons  en  ce 
cas  que  la  surface  est  representnble  poini  par  point  sur  I c  champ  Jiyperel- 
liptique. 

M,  Picard  a  demontre  qu'une  telle  surface  est  de  genre  un;  I'inte- 
grale  double        da  (h-  esten  effet,  sur  la  surface  ii,  de  la  forme 

J  J  o{a;,y,  z)dxdy. 


(' )  Jutiriial  de  Matlicin.;  4''  seiie,  I.  1,  p.  Sri  el  suiv.;  I.  \  ,  p.  aaS  el  siiiv. 
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ou  9  est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnees  carlesiennes  x,  y,  z, 


c'est-a-dire  ^>  d'lin  point  de  S. 

II  y  a  done  une  integralo  de  cette  derniere  forme  qui  reste  (iiiie  sur 
loute  la  surface;  il  ne  peut  en  exister  une  seconde,  car  toute  inte- 

grale  ^ ^ y,z)(ixdy,  quand  on  y  rennplace  j,  z  par  leurs 
valeurs  en  ii  et    prend  la  forme  ^  j ^•  )dii  dv,  ou  F(//,  r)  est  une 

fonclion  quadruplement  periodique  uniforme  de  u,  et  cette  integrale 
ne  peut  rester  finie  que  si  F(//,  r,)  est  une  constante. 

II  est  a  observer  que  la  demonstration  s'applique  aussi  au  cas  ou  a 
chaque  point  de  6  correspondent  les  deux  couples  d'arguments  u,  f 
et  —  —  (',  comme  cela  se  produit  pour  la  surface  de  Kummer  (  ' ).  Rii 
effet,  X,  y,  z  sont  alors  des  fonctions  quadruplement  periodiques 
paires  de  u,  t  et  toute  fonction  quadruplement  periodique  paire  aux 
m^mes  periodes  pourra  s'exprimer  rationnellement  on  x,  r,  ;  :  il  en 

est  ainsi,  en  particulior.  de  la  fonction  ^  ^  —  ^  ^>  et  comme  on  a 


,     ,  /      /  dx  dv 

(III  r/c  = 


on  voit  que  I'integrale 
est  bien  de  la  forme 

r  / 

cp(a;,  )•,  ;)  dx  d\\ 


9  etanl  ralionnel.  II  existe  done  sur  la  surface  une  integrale  double 
rationnelle  ne  devenant  pas  infinie  et  Ton  demontre  cOmme  plus  bauf 
qu'il  n'en  existe  qu'une  :  la  surface  est  encore  de  genre  un. 

103.  Une  integrale  double  rationnelle  qui  reste  finie  entous  les  points 
d'une  surface  algebrique  S(x,y,  z)  =  n,  d'ordre  n,  est,  comme  I  on 


('  )  Nous  verrons  plus  tai  d  qu'on  pent  ranieiier  a  ce  cas  le  cas  plus  general  oii.  a 
chaque  point  de  9,  coirespondent  drax  couples  d'arguments,  abstraction  faite 
des  multiples  des  periodes. 
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sail,  de  la  forme 


D{u:,  z  )  etaiit  uii  polynome  d'ordre  n  —  4;  1^  surface  D  =  o  est  une 
surface  adjointe  de  la  surface  S  =  o,  c'est-a-dire  que  toute  courbe  mul- 
tiple d'ordre  /  de  la  surface  S  =  o  est  multiple  d'ordre  /  —  i  sur  D  =  o, 
et  que  tout  poini  multiple  d'ordre  /  sur  S  ==  o  est  multiple  d'ordre / — 2 
sur  D  =:  0. 

II  resulte  do  la  que  la  surface  hyperelliptique  S  admet  une  et  une 
seule  surface  adjointe,  de  degre  inferieur  au  sien  de  quatre  unites. 

Dans  tout  ce  qui  suit  nous  designerons  par  jD  cette  surface  adjointe ; 
D  =  0  sera  son  equation,  et  S  =  0  sera  I'equation  de  S. 

D'apres  ce  qui  precede,  on  aura 


(1  OU 

D  /  dx  ()y      «)x  dy 

104.  Une  propriete  fondamentale  des  surfaces  representables  point 
par  point  sur  le  champ  hyperelliptique  est,  commel'a  montreM.  Picard, 
de  possederdeux  integrates  de  differentielles  totales  de  premiere  espece : 
ce  sont  les  integrates  ^ du  et  ^ dv.  II  est  clairen  effet  qu'on  a,enchaque 
point  de 

flu  —  M  dx  I  \'  f/r,       dv  =  Vf ,  afj-  ^-  \,  dy. 

M,  i\,  M,,  iN,  etanl  des  fonctions  rationnelles  de  x,y,z.  M.  Picard  a 
fait  voir  que  leur  denominateur  commun  est  S' ,  et  qu'on  pent  eerire 

B  dx  —  A.d)           ,       H.  dx  —  A.,  dj 
d/i=-  ^,  ■-,        di'=  ~  ^, — 

A,  B,  A|,  B,  etant  des  polynomes  entiers  en  J?,  j,  d'une  forme  parti- 
culiere. 

D'apres  cela  on  a,  sur  la  surface  !5, 


f  j'du  r/.'  =  I' J  (  BA,  -  AB, ) 


et,  en  comparant  cette  forme  a  celle  du  numero  precedent,  on  trouve 
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avec  M.  Picard 

(2)  DS;=BA,~\B,. 

Otte  relation  importante,  verifiee  en  tons  les  points  de  la  surface 
S     0,  nous  sera  utile  a  chaque  instant. 

105.  Revenons  a  Texpression  des  coordonnees  homogenes  d'un  point 
de.  $  a  I'aide  des  fonctions  theta  ('):  soit  h  I'ordre  des  quatre  fonc- 


(')  On  peat  se  demander  si  la  surface  S  est  susceptible  de  plusieurs  modes  de 
representation  hyperelliptique,  c'est-a-dire  si,  le  tetraedre  de  reference  reslant  le 
ineme,  les  coordonnees  x^,  x^,  x^y  x.^  peuvenl  etre  proportionnelles  a  quatre 

autres  fonctions  thela  de  caracleristique  nulle./',  {u.  c).      («,  v),  t  )i 

aux  memes  paires  de  periodes  que  x^  {ii,  c).  ....  x,^  {u.  i^).  Celle  question  revienl 
evidemnient  a  cette  autre  :  la  surfaces admet-elle  des  transformations  birationnelles 
en  elle-meme?  Soient  alors  (a,  i^)  un  point  de  S;  {it',  v')  le  point  transforme;  on 
aura  necessaireraent,  puisque  dtt  et  c/v  sonf  les  seuies  differentielles  totales  de 
premiere  espece  snr  la  surface 

dii  '=  7.  da  ^  ^  di\ 
dv'  ~  y  dii      0  di\ 

a,  (3,  y,  0  etani  des  constantes.  On  en  tire 

c.  II     j5  (  -(-  '/.. 
(''=  y  II  +  3  c  +  [J.. 

Four  que  //  et  v'  aient  les  luemes  systemes  de  periodes  siniultanees  que  a  et  (  , 
il  faut  que  a,  3,  y,  3  soient  entiers;  si  Ton  suppose  de  plus,  conirae  nous  I'avons 
fail  jusqu'ici,  qu'il  n'y  a  pas  de  relation  lineaire  a  coefficients  entiers  entre  les 
periodesa,  6,  c,  27tj,  on  voit  qu'il  est  necessaire  que  (3  et  y  soient  nuls.  Enfin. 
pour  qu'a  un  point  (w',  v')  corresponde  un  seul  point  («.  c),  il  faut  que  a  et  "5 
soient  egaux  simultanement  a  ±  i . 

On  a  done  les  deux  types  de  transformation 

m'=  HZ  u  -\- 
i>'  =  ±  V  +  [J.. 

les  signes  superieurs  ou  inferieurs  etant  pris  ensemble. 

II  en  resulle  que  la  surface  S  n'admet  qu'un  seul  mode  de  representation  hyper- 
elliptique. si  Ton  ne  considere  pas  comme  dislinctes  les  representations  qui  se 
deduisent  de  Tune  d'elles  en  subslituant  u'  civ'  k  u  et  c.  Une  telle  substitution 
n'altere  pas  d'ailleurs.  comme  on  le  voit  de  suite.  Tordre  /ides  fonctions  Xj{u.  c) 
de  la  representation;  la  quantite  li  est  done  |un  nombre  lie  a  S  :  nous  en  verrons 
la  signification  geometrique  au  n"  145. 
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tions  Xj{u,  (');  si  ces  fonctions  n'ont  pas  de  zero  commun,  c'est-a-dire 
si  elles  ne  s'annulent  simultanement  pour  aucun  systeme  de  valeurs 
de  //,  c,  le  degre  de  S  sera  egal  a  iJr.  En  eff'et,  une  droite  quelconque, 
J7,  =  x.,  =  0,  par  exemple,  coupe  S  endes  points  dont  les  arguments 
sont  les  solutions  communes  aux  ecjuations 

-Vf{ll.  (•)  =  o,        x„{ii,  v)  =  o, 

et  ces  solutions  sont  au  nombre  de  2 /^^  d'apres  le  theoreme  de  M.  Poin- 
care.  Ola  suppose,  bien  entendu,  que  J9  est  representable  poinfr  par 
point  sur  le  champ  hyperelliptique. 

Si  les  quatre  fonctions  a;y(/<,  t  )  s'annulent  simultanement  pour  un  ou 
plusieurs  systemes  de  valeurs  des  arguments  r,  le  degre  deSdevient 
inferieur  a  ik^',  nous  reviendrons  plus  tard  la-dessus,  nous  bornant  a 
signaler  ici  les  particularites  interessantes  qui  se  presentent  dans  cettc 
hypothcse. 

11  estclair  d'abord,  etc'cstla  un resultatbienconnudanslalheoriedes 
surfaces  representables  sur  un  plan,  que  si  les  quatre  fonctions  <) 
s'annulent  pour  —  (  =  ainsi  que  toutes  leurs  derivees  partielles 
par  rapport  a  a  et  jusqu'a  I'ordre  k  exclusivement,  il  correspond  en 
general  sur  la  surfaced,  au  systeme  d'arguments  ^o,  non  pas  un 
seul  point,  mais  tous  les  points  d'une  courbc  unicursale  d'ordre  On 
a  en  effet,  en  posant  //  =     +  s,  r  =    +  rj,  z  et  tj  etant  ires  petits, 

oj,  bj,  .  .  .  designant  des  constantes.  Ces  developpements  montrent  que 
le  point  de  6  qui  correspond  aux  arguments  +£,  l  o  h-  tj  decrit  la 
courbe  unicursale  definie  par  les  equations 

0x7=  ajV'-h  bj}/-'  +  .  .  .  +  Ij, 

).  designant  un  parametre  variable. 

Nous  appellerons  celte  courbe  courbc  unicursale  singuliere. 

Les  courbes  unicursales  singulieres  (courbes  ausgezeichnete  de 
M.  Nother)jouent  un  role  important  dans  latheoriedes  surfaces  hyperel- 
lyptiques;  M.  Picard  a  demontre  tout  d'abord  que  la  surface  6 est  coupee 
par  son  adjoinlelD  suivant  ses  courbes  multiples  et  suivant  les  courbes 
unicursales  singulieres. 

iNous  presenterons  cette  demonstration  de  la  maniere  suivante,  afin  de 
pouvoir  lui  donner  une  certaine  extension. 
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10(3.  Considerons  en  premier  lieu  la  relation  (i), 

^("-•'  ^H^  ^"^ 

Elle  montre  que  les  points  de  non  situes  sur  S.  =  o,  et  dont  les 
coordonnees  annulent  D  {x,  y,  z),  rendent  infinie  la  fonction 

djc  dy  djc  O  y 
da  ()('      ()p  dif 

Cette  fonction  peut  s'ecrire,  si  Ton  remplace  x  et  y  par  leurs  valeurs 

—  et  — , 

I 

elle  devient  infinie  sur  JS  le  long  de  la  courbe  a;.,  =  o,  et  ne  peut  le 
devenir  le  long  d'aucune  autre  courbe,  les  courbes  unicursales  singu- 
lieres  exceptees.  Or  la  surface  D  —  o  ne  passe  pas  par  la  courbe  x  ,  —  o, 
si  le  tetraedre  de  reference  a  ete  choisi  arbitrairement;  elle  ne  peut 
done  couper  15  que  suivant  des  courbes  unicursales  singulieres  et  des 
courbes  situees  sur  la  surface  =  o.  Mais  celle-ci  rencontre  evidem- 
ment  !5 :  i"  suivant  les  courbes  multiples;  2"  suivant  d'autres  courbes 
dont  la  definition  depend  du  choix  du  tetraedre  de  reference,  et  qui  des 
lors  ne  peuventetre  sur  ID,  sice  tetraedre  estquelconque  :  on  voitainsi 
que  les  surfaces  6  et  ID  ne  peuvent  avoir  en  commun,  en  dehors  des 
courbes  multiples,  que  des  courbes  unicursales  singulieres. 

Reciproquement  soit  une  de  ces  dernieres  courbes,  il  s'agit  d'etablir 
qu'elle  est  sur  J). 

Reprenons  a  cet  effet  les  relations  (n°  104) 

(3)  S'-du—M  dx  —  A  dy ;        %'.dv  —  Bj  dx  —  Ai  dy ; 

BA,  — ABi  =  DS',. 

Le  long  d'une  courbe  unicursale  singuliere,  u  et  v  sont  constants; 
du  et  dv  sont  done  nuls  et  par  suite  on  aBA,  —  AB,  =0.  La  derniere 
relation  montre  alors  que  la  courbe  unicursale  singuliere  est  sur  la 
surface  DS'.  =  0,  c'est-a-dire  sur  I'une  au  moins  des  surfaces  D  =  0, 


()x^  dx.,  ()x^ 

()(/  On  Oil  ; 

dx^  Ox.,  Ox^ 

Oc  Ov  Ov 
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S.  =  0.  Or  elle  ne  peut  etre  sur  =  o,  le  tetraedre  des  coordonnees 
etant  quelconque,  que  si  elle  est  une  ligne  multiple  de  6,  et  en  ce  cas 
nous  savons  qu'elle  est  encore  sur  U.  La  proposition  est  done  demontree. 

107.  11  est  a  observer  que  cette  derniere  partie  de  la  demonstration 
suppose  essentiellement  que  6  est  representable  point  par  point  sur  le 
champ  hyperelliptique,  lesformules  (3)  n'etant  valablesque  dans  cette 
hypothese  ;  si  nous  supposons  qii"  d  an  point  de  ^correspondent  les  couples 
d'' arguments  u,  v  et  —  //,  —  c,  on  doit  la  modifier  comme  il  suit. 

Les  coordonnees  a,  y,  'z  d'un  point  de  S  sont  alors  des  fonctions 
quadriiplement  periodiques  paires  de  w,  r;  des  lors  leurs  derivees  pre- 
mieres par  rapport  a  //  et  <'  sont  impaires. 

On  a  d'ailleurs 

,       Ox  Ox  , 

(IX—         (III  ■\-    V-  Mt'i 

Oil  oc 

dr  —  ^  du  4-  ^  dw 
Oil  Op 

Pour  tirer  dii  et  a?<'  de  ces  equations,  multiplions  les  deux  membres 
de  chacune  d'elles  par  une  meme  fonction  quadruplement  periodique. 
impaire  F(  //,  r) :  le  carre  de  cette  fonction  sera  une  fonction  rationnelle. 

1^,  de  J?,  y,     et  de  meme  les  produits  de  F(//,  »')  par  ^>  ^>  ^'^^>  ^ 

etant  des  fonctions  quadruplement  periodiques  paires,  seront  ration- 
nels  en  x,  y,  z.  On  a  ainsi,  en  tous  les  points  de  la  surface  6,  pour 
lesquels  la  fonction  F  (//,  c)  nest  ni  nulle  ni  infinie, 

dx  y/^  —         +  ^ 

dy  —  -^li  d^'  ^1 

M,  N,  M|,  N,  etant  rationnels  en     y,  z.  On  en  tire 

/p  ^ 

du  —  ^  Q  ^  ''^^  "  '  *  ■ 
dv  —  y^|y(G,  dx  +  H,  dy"). 


G,  H,  G|,  H|  etant  egalement  rationnels.  Cela  pose,  le  long  d'une 


THEORIE  G^iSERAI.K    DES   SURFACES    H  Y  PER  ELMPTIQUES.  I  3" 

courbe  iiniciirsale  singnliere, 

et  par  suite,  eii  eliininanl  da-  et  dy, 

^(GH,  -  IIG,  i  =  o. 

Nous  Savons  (i'ailleurs  qu'on  a,  siir  la  surface  ^, 


(GH,-  HG,), 


ce  qui  iiiontrc  que  \){x,  y,  z)  s'aiuiuli;  en  tous  les  points  des  courbes 
unicursales  singulieres,  comine  dans  le  cas  general. 

II  n'y  a  d'exception  a  ce  raisonnement  que  si  la  t'onction  K(//,  v)  est 
nulle  ou  infinie  le  long  d'une  courbe  unicursale  singuliere,  c'est-a-dire 
si  F(uo,  ^o)  est  nul  ou  infini,  en  designant  toujours  par  v^^  les 
valeurs  des  arguments  qui  correspondent  a  tousles  points  de  la  courbe. 
Or  F(//,  est  una  fonction  impaire  quelconque,  qiiadruplement  perio- 
dique;  elle  est  toujours  nulle  ou  infinie  pour  les  seize  demi-periodes, 
comnie  on  le  voit  sans  difficulte;  il  est  clair  d'ailleurs  que  les  fonctions 
([uadruplement  periodiquos  inipaires  ne  deviennent  toulcs  nulles  on 
infinies  pour  aucun  autre  systeme  de  valeurs,  u^^,  v^,  de  //  et  de  c; 
i»otre  analyse  etablit  done  que  la  .surface  D  (^x,  y,  z)  =  o  passe  par  toutes 
les  courbes  unicursales  singulieres  de  celles  qui  correspondent  d  des 
demi-periodes  exceptees. 

Nous  rencontrerons  plus  lard  des  exemples  de  I'exception  interes- 
sante  indiquee  ici. 

108.  Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons,  sauf  avis  contraire, 
que  la  surface  55  est  representable  point  par  point  sur  le  champ  hyperel- 
liptique. 

Toutes  les  surfaces  *o,  dont  les  coordonnees  des  points  s'expriment 
par  des  fonctions  quadruplement  periodiques  uniformes  aux  memes 
periodes,  se  correspondent  point  par  point,  de  telle  sorte  qu'a  une 
courbe  0(«,  \>)  —  o,  tracee  sur  I'une,  correspondent  sur  les  autres  les 
courbes  representees  par  la  meme  equation  0(«,  * )  =  o.  II  resulte  de 
cette  remarque  que  la  courbe  0(i^  (^')  =  ojouira  d'un  certain  nombre 
de  proprietes  independantes  de  la  definition  de  la  surface  hypelliptique 
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sur  laquelle  on  la  suppose  tracee :  telles  seront  les  proprietes  qui  se 
rattachent  a  la  notion  de  genre,  et  qui  possedent  Ic  caractere  d'inva- 
riance  dans  les  transformations  birationnelles.  On  peut  constituer  ainsi 
une  Geometrie  des  coiirhes  algebriques  dans  le  champ  hyperelliptique ,  et 
c'est  cette  etude  que  nous  allons  tout  d'abord  esquisser. 

CHAPITRE  II. 

GltOMETRIE  DES  COURBES  DANS  LE  CHAMP  HYPERELLIPTIQUE. 

109,  Nous  appellerons  courbe  algebrique  du  champ  hyperelliptique 
toute  courbe  tracee  sur  une  surface  hyperelliptique  representable, 
point  par  point,  sur  le  champ  (n°  102),  et  qui  n'est  ni  une  ligne  mul- 
tiple, ni  une  courbe  unicursale  singuliere  de  la  surface. 

La  propriete  caracteristiquedes  courbes  algebriques  ainsi  definies  est 

de  posseder  deux  integrales  abeliennes  de  premiere  espece,     du  et 

j" d<,\  n'ayant  que  quatre  paires  de  periodes  simultanees;  il  est  clair, 

en  effet,  puisque  j  du  et  J  dv  sont,  sur  la  surface  hyperelliptique,  des 
integrales  de  differentielles  totales  de  premiere  espece,  qu'elles  seront 
des  integrales  abeliennes  de  premiere  espece  le  long  de  toute  courbe, 
non  multiple,  tracee  sur  la  surface.  Nous  disons  non  multiple  parce 
qu'a  un  point  d'une  courbe  multiple  correspondent  plusieurs  systemes 
de  valeurs  de  et  de  c,  et  que  du  et  dv  peuvent,  des  lors,  n'etre  plus  des 
differentielles  abeliennes.  II  est  egalement  evident  que  les  courbes  uni- 
cursales  singulieres  doivent  etre  exclues  de  la  categories  des  courbes 
du  champ  hyperelliptique. 

Cela  pose,  rappelons  (n"  8)  que,  sur  une  surface  hyperelliptique, 
I'equation  d'une  courbe  algebrique  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

&(  11  —  /.,  (•  —  p.)  =  o, 

ou  A  et  [J.  sont  des  constantes,  et  ^')  une  fonction  theta  de  caracte- 
ristique  nulle. 

Introduisons  de  plus,  pour  simplifier  le  langage,  les  definitions  sui- 
vantes : 

Nous  appellerons  courbes  de  mime  ordre,  dans  le  champ  hyperellip- 
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tique,  I'ensemble  des  courbes  dont  les  equations  sont  de  la  forme 

^  /..  (•  -—  p.)  =  o. 

ou  0  (//,  r)  est  uiie  t'onction  theta  d'un  ordre  donne;  parmi  les  courbes 
d'un  rneme  ordre,  nous  appellerons  courbes  d'une  mcnie  famille  celles 
dont  I'equation  peut  etre  mise  sous  la  forme 

0  (     —  /,  ('  —  /^)  =  o, 

oil  est  una  fonction  a  caracteristique  nulle,  d'un  ordre  donne, 

et  oil  A  et  [J.  sont  des  constantes  donnees('). 

Si  les  equations  de  deux  courbes  s'obtiennent  respectivement  en 
egalant  a  zero  deux  fonctions  0,  d'ordre  m  et  n,  la  premiere  sera  dite 
d ordre  superieur  ou  inferieur  -A  I'ordre  de  la  seconde,  selon  que  ///  sera 
plus  grand  ou  plus  petit  que  n. 

110.  Remarque  I.  —  II  convient  d'observer  que,  sur  une  surface 
hyperelliptique  ^,  les  courbes  dont  I'equation  est  de  la  forme 

—  /.,  r  —  pi)  =  o, 

0(f/,  designant  une  fonction  theta  quelconque,  d'ordre  in,  seront  de 
meme  ordre,  dans  le  sens  ordinaire  de  ce  mot,  c'est-a-dire  de  meme 
degre.  En  elFet,  si  les  coordonnees  homogenes  a-,,  x^,  ccy,  x„  d'un  point 
de  B  sont  des  fonctions  theta  (a  caracteristique  nulle),  d'ordre  h,  le 
degre  de  lacourbe  @{u  —  X,  c — Y-)=  o  sera  egal  au  nombre  des  solu- 
tions communes  aux  deux  equations 

Xi{t(,  P')  =  0,  —  A,      —  p.)  =  o, 

c'est-a-dire  a  imh.  Toutefois,  si  les  quatre  coordonnees  oi-j{u,  ont 
des  zeros  communs  //„,  \\ ;  n^,  ;  .  .  . ,  lacourbe  precedente  sera  d'ordre 
inferieur  a  imh  quand  la  fonction  0(/^  —  A,  v  —  jj,)  s'annulera  pour  un 
ou  plusieurs  des  systemes  de  valeurs  u^,  » „ ;  mais  2mh  sera 

toujours  le  degre  de  la  courbe  obtenue  en  egalant  a  zero  la  fonction 
theta  la  plus  generale  d'ordre 


(')  Ces  delinitions  concordent  avec  celles  que  nous  avons  donnees  des  courbes 
d'un  meme  ordre  el  d'une  meme  famille  —  univoques  ou  non  —  sur  la  surface 
de  Kummer. 


I  io  OEUVRES  nr.  (;eorges  Humbert. 

11 J .  Remarque  II.  —  D'apres  la  remarque  faite  au  ii"  11,  si  0(w, »  ) 
et  0o("'  *■)  desigiient  deux  fonctions  qiielconques  d'ordre  m,  a  carac- 
teristique  nulle,  les  deux  courbes  du  meme  ordre 

II  —  /.„.  (•  I  - ^;  o.        (")(  II  —  /,.  V  —  ^j.)  —  ti 

appartiendront  ii  la  meme  famille,  si  les  constantesA,  [v.,  X,,,  [jLo  verifieiit 
les  relations 

//<(/.  —  /,„)  =  o,        in([j. — |a„)=o        (mod.  peiioHes  ). 

I  12.  Remarque  III.  —  Soient  0,  (//,  c),  0a(//,  *  )  ^■)  des 

fonctions  theta  de  caracteristique  nulle  et  d'ordres  respectifs  /??,, 
m.,  m,.  La  fonction 

oil  les  A,,  [A  sont  des  constantes,  pourra,  comme  on  le  voit  de  suite  en 
ecrivant  les  relations  auxquelles  elle  satisfait  quand  on  augmente  u  et « 
de  p6riodes  simultanees,  se  mettre  sous  la  forme 

oil  0(«,  »•)  est  uiie  fonction  de  caracteristique  nulle,  d'ordre 
///,  +  m.,  +  .  .  .  -h      et  ou  les  constantes  a  et  \t.  verifient  les  relations 

/.I  III  ^  III..  ...  Illr^)  =  lll^  A,  +  /y/j  A.I  ...  IH-^  f-r,-, 
lJ.{m,   1-  //«.,   :    ...    I-  IIK^  )  =  llif  IJ.,  -f-  I/I.,IJ...       ...  mplJ-r^. 

I  I H.  Les  deux  courbes 

&{ii  -  A.  f      ;v.|=u,  A  .  r 

se  correspondent  point  par  point  (n°91);  on  peul,  pour  etudier,  dans 
le  champ  hyperelliptique,  les  proprietes  des  courbes  d'un  meme  ordre 
et  d'une  meme  famille,  faire  choix  d'une  famille  particuliere;  nous 
choisirons,  dans  ce  qui  suit,  celle  qui  correspond  'a  \  =  o,  |j:=  o;  mais 
nos  raisonnements,  absolument  generaux,  s'etendront  a  toutes  les 
courbes  et  a  toutes  les  families  de  courbes  du  champ  hyperelliptique. 

114.  Nous  Savons  que  du  et  j  (h-  sont  des  integrales  abeliennes  de 
premiere  espece  le  long  d'une  courbe  quelconque  du  champ  hyperel- 
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liptique;  il  est  aise  de  trouver  I'expression  des  autres  integrales  de 
premiere  espece  appartenant  acette  courbe. 

Soil,  en  efiet,  =  o  Tequation  de  la  courbe  consideree,  &„ 

designant  line  t'onction  theta  d'ordre  in,  de  caracteristique  nulle;  desi- 
gnons  par  0(w,  (^)  une  autre  fonction,  quelconque  d'ailleurs,  de  meme 
ordre  etde  meme  caracteristique,  I'integrale 


prise  le  long  de  la  courbe  (i^,,  —  o,  est  une  integrate  abelienne  de  pre- 
miere espece. 

Elle  est  abelienne  comme  I'etablit  le  raisonnement  fail  au  n"  92. 
repute  mot  pour  mot;  elle  est  de  premiere  espece,  car  elle  ne  peut 

devenir  infinie  qu'aux  points  de  la  courbe  qui  annulent  Or  la  rela- 
tion 

—  an  ^  r—  dr  =  o 

monlre  que  I'integrale  ne  deviendra  intinie  que  s'il  existe  sur  la 
courbe©,,  (?/,  v)  =  odes  points  dont  les  arguments  verifient  les  equations 

c'est-k-dire  des  points  doubles,  ou  plus  generalement  des  points  singii- 
liers  d'un  ordre  quelconque. 

Si  done  la  courbe  Q^{u,v)  =  o  n'a  pas  de  tels  points  singuliers, 
I'integrale  ci-dessus  est  de  premiere  espece.  Or  les  fonctions  0(w,  v), 
d'ordre  m  et  de  caracteristique  nulle,  s'expriment  en  fonction  lineaire 
et  homogene  de  d'entre  elles,  parmi  lesquelles  figure  la  fonction 
0o(",  il  en  resulte  qu'on  oblient,  sous  la  forme  (4),  rri-  —  i  inte- 
grales abelicnnes  de  premiere  espece  lineairement  distinctes,  ce  qui 

(lonne  en  tout,  avec     du  et    d\\  m-  +  i  integrales  de  premiere  espece. 

II  est  aise  devoir  qu'on  a  obtenu  ainsi  toutesX^'s,  integrales  de  cette 
nature  lineairement  distinctes,  c'est-a-dire  que  le  genre  de  la  courbe 
proposee  est  egal  a  w-  -f- 1.  En  effet,  les  deux  courbes 


(")(//.  (•  )  —  o 
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ont  mi*  points  communs,  qui  varient  tous  avec  0(w,  <);  d'un  autro 
cote,  on  saitqu^une  differentielle  abelienne  de  premiere  espece  appar- 
tenant  a  ime  courbe  de  genre p  s'annule  en  2  (/>  —  i)  points  de  celle-ci. 
On  a  done,  d'apres  la  forme  (/j)  de  I'integrale, 

•^.{p  —  !)  =  ■<///-,        i\\\h        f/  =  //i-~\-i. 

Nous  pouvons  enoncer  maintenant  cc  theoreme  : 

Dans  le  champ  hyperelliptiqiie,  les  conrbes  d'un  ineme  ordre  et  d^une 
nicme  famille,  sans  point  singulier,  decoupent  I'une  sur  Vautre  des 
}>roupes(^~i^p^u- 

Dans  cet  enonce  et  dans  toiites  les  recherches  qui  vont  suivre,  quand 
nous  parlons  de  systemes  de  courbes  dans  le  champ  hyperelliptique,  il 
s'agit  de  courbes  tracees  sur  une  meme  surface  hyperelliptique  quel- 
conque  d'ailleurs;  les  points  communs  a  deux  courbes  sont  ceux  dont 
les  arguments     <' verifient  les  equations  de  ces  courbes. 

La  reciproque  de  la  proposition  precedente  n'est  pas  vraie;  il  y  a,  snr 
une  courbe  du  champ  hyperelliptique,  a  cause  de  I'existence  des  deux 

integral es  de  premiere  espece  J du  et  j" dv,  d'autres  groupes  ^;  .>(/j-n  que 

ceu?i  decoupes  par  les  courbes  du  meme  ordre  et  de  la  meme  famille. 

115.  Remarque.  —  Il  importe  d'observer,  pour  appliquer  le  theoreme 
ci-dessus,  que  tous  les  j!)omr^ /w///fi)D/^'.y  d'une  courbe  algebrique  tracee 
sur  une  surface  hyperelliptique  ne  sont  pas  necessairement  des  joomfv 
singuliers  dans  I'acception  indiquee  plus  haul.  Ainsi,  par  exemple,  une 
surface  hyperelliptique  i9  a  generalement  une  courbe  double,  et  toule 
section  plane  ai^r,  +  n^x.,  +  a^x^  h-  a  ,x,,  =  o  de  S  a  des  points  doubles 
aux  points  ou  elle  coupe  la  courbe  double;  mais,  dans  le  champ  hyper- 
elliptique, ces  points  ne  sont  pas  singuliers  si  les  fonctions  Xj{u,  v), 
qui  definissent  les  coordonnees  d'un  point  de  J9,  ne  sont  sonmises  a 
aucune  condition  particuliere. 

HO.  On  pent  donner  quelques  propositions  simples,  relativcmont 
aux  groupes  de  points  decoupes  sur  une  courbe  du  champ  hyperellip- 
tique sans  point  singulier,  par  certains  systemes  de  courbes  mobiles. 

Observons  d'abord  que  sur  une  courbe  fixe,  ©o  {u,  <  )  =  o,  les  courbes 
d'un  meme  ordre  et  d'une  meme  famille  decoupent  des  groupes  (''(|ui- 
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valents,  car,  si 

rj^h^i  II  —  /.,  (•  —  iJ.)  +  rj.,h.,{ii  —  A.  ('  —  ^ji )  -4  -  .  .  .  —  o 

est  I'equation  generale  des  courbes  secaiiles,  X  el  [j.  clesignant  des  con- 
stantes  fixes  et  p,,  c.,  ...  des  constantes  variables  d'une  courbe  ii 
I'autre,  il  est  clair  que  la  somme  des  valeurs  que  prend  une  difl'eren- 
tielle  abelienne  de  premiere  espece  appartenant  a  la  courbe  fixe  0„  =  o, 
aux  points  communs  a  cette  courbe  et  a  I'une  des  courbes  mobiles,  est 
de  la  forme 

les  A  etant  des  fonctions  rationnelles  de  p, ,  p.,  . .  .  .  Pour  que  cette  der- 
niere  expression  reste  finie,  il  est  necessaire  que  A ,  =  Ao  =  .  .  =  o. 
Par  suite  (n°  85),  les  groupes  formes  par  les  points  communs  a  la  courbe 
fixe  et  a  I'une  des  courbes  secantes  sont  equivalents  entre  eux. 

Etudions,  en  particulier,  les  groupes  de  points  determines  sur  une 
courbe  du  champ  hyperelliptique  sans  point  singulier,  0o(",  (■)=o, 
par  les  courbes  ayant  pour  equation  generale 

(5)  p,  0'^ 

+  p.0|,  ( a  —  /.',     —       +  .  .  .  4-  p„=  ©;,.;  ( II  —  }.',  V  —       =  o, 

Oil  0',  («,  v),  .  .  .,  0„.(w,  v)  designent  les  li^  fonctions  theta  d'ordren  et 
de  caracteristique  nulle,  a  Taide  desquelles  on  pent  exprimer  lineaire- 
ment  toutes  les  fonctions  de  meme  nature.  Nous  supposerons  que  n  est 
inferieiirk  I'ordre,  m,  de  0o  (w,  v),  c'est-a-dire  que  les  courbes  secantes 
sont  d'ordre  inferieur  a  celui  de  la  courbe  fixe. 

II  est  aise  de  demontrer  que  les  courbes  representees  par  I'equation 
(5),  oil  X',  \iJ  sont  supposeesfixes,  et  p,,  pa,  ... ,  variables  d'une  courbe 
a  I'autre,  decoupent  sur  la  proposee  des  groupes  appartenant  a  un  sys- 
teme special :  soient  en  effet 

0';  (^/,  rj,    0:(^/,  r)   &:,„^nA..n,  (')• 

(m — n)-  fonctions  theta,  lineairement  distinctes  d'ordre  m  —  net  de 
caracteristique  nulle;  designons  par  \",  deux  constantes,  liees  a  A' 
et  [x'  par  les  relations 

(     }.'+  (/;/  —  n  )  /."=  o 
(o)  (mod.  neriodes). 

'   II  p.  +  (  1)1  —  //  )  'J.  =  o 
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l-a  courbe  qui  a  pour  equation 

nzzz       [  Pi  0|  (  "  —  a'.  ••  —  /J.'  )  -1-  pj       i  II        /.',  r  —  ju'  )  -I-  .  .  .  I 
X  \7,  &\  (  It    -   /.".  (•  —  IJ."  )  -h  (T.,  Cf",  i  II  —  /.".  f        [J."  )        .  .  .  |. 

ou  c , ,  p,,,  .  .  . .  7| ,  a...  .  .  sont  des  constantes  quelconques,  est,  d'apres 
les  remarques  des  n""  1 1 J  et  1.12,  une  courbe  du  meme  ordre  et  de  la 
iTieme  famille  que  la  courbe  ('/,  =  o;  elle  determine  done  (  n"  1 14) 
sur  cette  derniere,  quand  on  fait  varier  p,,  p...,...,  t,,  t,,...  des 
groupes  ^2,/,_i  ,-  Or  chacune  des  deux  families  de  courbes 

(  5 )  0,  0',  ( —  /.'.  f  —  [J.' )     0.  &., ( II  —  >.',  (•  —  ;-'•')  '  . .  t>, 

(  5  bis )         1^&\{ll  y  -  [J." )  -!-  (T„  ©2  (  II  —  /. ".  »'  —      i  -  ...  —  u 

decoupe,  sur  la  courbe  de  genre  p,  ©„ (">  »')  =  o,  des  groupes  equiva- 
lents qui  appartiennent  respectivement  a  deux  systemes  de  groupes,  I' 
et  2";  les  groupes  de  I'un  des  deux  systemes  contiennent  moins  de 
p  points,  puisque  Tensemble  d'un  groupe  de  E'  et  d'un  groupe  de  2" 
comprend  2  (/)  —  i  )  points.  On  en  conclut  (^n"  85)  que  I'un  des  deux 
systemes  est  special,  et  Tautre  Test  egalement,  en  vertudu  theoremede 
Riemann-Roch.  Done  : 

bans  le  champ  hypereUiptiquc,  les  courbes  (Tun  ineme  ordre  et  crime 
meme  famille  decoupent,  sur  une  courbe  quelconque  du  champ  sans  point 
singulier  et  d' ordre  superieur  a  I'ordre  des  courbes  secantes,  des  groupes  de 
points  qui  appartiennent  a  un  systeme  special. 

La  demonstration  de  ce  theoreme  nous  fail  de  plus  connaitre  une 
seconde  famille  de  courbes  d'un  meme  ordre,  decoupanf  sur  la  courbe 
tixe  des  groupes  qui  appartiennent  au  systeme  special  complementaire 
du  precedent. 

117.  Ces  resultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  si  simplement 
vont  nous  conduire  a  des  proprietes  geometriques  interessantes  des 
courbes  du  champ  hyperelliptique,  proprietes  qui  n'appartiennent  pas 
aux  courbes  algebriques  generales. 

Supposons  d'abord  que  la  courbe  6„  =  oso'xld'ordre pair,  c'esf- 
a-dire  que  I'ordre,  m,  de  ^)  soit  egal  a  2*7  :  nous  pourrons  alors 

choisir  n  de  fagon  que  les  courbes  (.5)  et  (5  bis)  soient  du  meme  ordre ; 
il  suffit  pour  cela  de  faire  n  =  q.  Si  de  plus  on  choisit  )/  et  y.'de  facou 
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que  Ton  ait  X'  ==  X",  [j.'  =  [a",  ce  qui  entraine,  d'apres 

(6)  2(/).'=o,       2(7;j.'=o       (mod  periodes), 

les  deux  families  de  courbes  (5)  et  {5  bis)  seront  identiques.  A  chaque 
systeme  de  valeurs  de  X',  [x'verifiant  les  congruences  precedentes  cor- 
respond ainsi  une  famille  de  courbes  representee  par  I'equation  (5); 
cherchons  combien  nous  obtiendrons,  par  cette  methode,  de  families 
differentes. 

Soient  ^o,  ^t  'S,  ^'  deux  couples  de  periodes  simultanees;  nous 
aurons  pour  X',  [jJ  les  solutions 


•  •  0 


et 


2q       2q  iq  iq 

pour  que  les  courbes  representees  par  I'equation  (5),  ou  Ton  remplace 
successivement  X'  et  [x'  par  ces  valeurs,  appartiennent  a  deux  families 
distinctes,  il  faut,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit  au  n°  ill,  et  puisque  les  fonc- 
tions  0'  sont  d'ordre  7,  que  les  quantites, 

/iEo  \        •    .  .  '«'o 

q\  —  —  —  \i  c  esl-a-dire     —  > 

\'iq       iq  J  22 

et 

<7  I  — ~  I )  c'est-a-dire 


iq       iq  J  11 

ne  soient  pas  egales  a  des  periodes  simultanees,  et,  par  suite,  que  les 

couples  de  demi-periodes  — "» et     —  soient  differents,  a  desperiodes 

pres.  Jl  en  resulte  qu'il  y  aura  autant  de  families  differentes  de  courbes 
(5)  repondant  au  probleme  qu'il  y  a  de  couples  distincts  de  demi- 
periodes,  c'est-a-dire  seize. 

Deux  courbes  quelconques  d'une  de  ces  seize  families  decoupent  sur 
la  courbe  0o("»  ^)  =  o  deux  groupes  de  points  dont  I'ensemble  forme 
un  groupe  ^2(p_ii;  en  particulier,  si  les  deux  courbes  considerees  coin- 
cident, on  obtient,  sur  la  courbe  0,  ^)  —  o,  un  groupe  particulier 
^2(/)-o>  forme  de  points  deux  a  deux  confondus.  L'equation  (5)  renfer- 
mant  —  i ,  ici  q"^  —  i ,  parametres,  il  y  aura  un  nombre  q-  —  i  fois 
infini  de  ces  groupes  particuliers. 

Or  il  est  a  remarquer  que,  sur  une  courbe  algebrique  quelconque,  il 
n'existe  qu'un  nombre  fini  de  lels  groupes  ^2(/)-i)  :  on  sait  en  effetque, 
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parmi  les  courbes  d'ordre  N  —  3  adjointes  a  une  courbe  plane  d'ordre  N 
et  de  genre p,  le  nombre  de  celles  qui  touchent  la  courbe  plane  en  tous 
leurs  points  non  singuliers  de  rencontre  avec  elle,  est  egal,  en  general, 
a  2''-' (2'' —  i);  c'est  seulement  pour  des  courbes  particulieres  que  ce 
nonibre  pourra  devenir  infini.  Nous  avons  ainsi  trouve,  pour  les  courbes 
du  champ  hyperelliptique,  une  propriete  geometrique  qu'on  pent 
enoncer  ainsi  : 

Soil  Co  une  courbe  du  champ  hyperelliptique,  sans  point  singulier,  obte- 
nue  en  egalant  a  zero  une  fonction  theta  d'ordre  pair,  ag  {^);  designons 
par  sa  projection  snr  un  plan  quelconque,  ct,  plus  generalement,  une 
courbe  plane  qui  lui  corresponde  point  par  point;  soit  N  le  degre  de  C  „  :  il 
existe  seize  families  de  courbes^  —  3,  adjointes  a  C„,  et  touchant  cette 
courbe  en  tous  leurs  points  mobiles  de  rencontre  avec  elle;  V equation  des 
courbes  d\me  meme  famille  depend  de  q^  —  i  parametrcs  arbitraires . 

Les  points  de  contact  des  courbes  d\ine  famille  forment  des  groupes 
equivalents  de  [\q^  points  qui  appartiennent  d  un  systeme  special,  et  par  les 
points  de  deux  de  ces  groupes,  on  peut  faire  passer  une  courbe  adjointe 
d'ordre^  —  3, 

Par  un  raisonnement  tout  a  fait  semblable  a  celui  qui  precede,  on  6ta- 
blit  la  proposition  plus  generalesuivante  : 

Si  V equation  de  la  courbe  du  champ  hyperelliptique  s''obtient  en  iga- 
lant  a  zero  une  fonction  theta  d^ordre  rq,  il  existe  /'*  families  de  courbes 
d'ordre  N  —  3  adjointes  d  C„  et  ayant  avec  cette  dernikre  courbe  un  con- 
tact d'ordre  r  —  \  en  chacun  de  leurs  points  mobiles  de  rencontre  avec  elle; 
V equation  des  courbes  d'une  meme  famille  depend  de  q^  —  i  parametres 
arbitraires. 

Les  points  de  contact  des  courbes  d'une  famille  forment  des  groupes  equi- 
valents de  irq^  points  qui  appartiennent  a  un  systeme  special,  et  par  les 
points  de  r  de  ces  groupes  on  peut  faire  passer  une  courbe  adjointe  d'ordre 
N  — 3. 

En  particulier,  et  cette  proposition  s'applique  a  toutes  les  courbes 


(1)  Le  genre  de  Cq  est  (n"  114)  egal  a  tiq"-  +  i  ;  reciproquemenl  une  courbe  du 
champ  hyperelliptique,  sans  point  singulier,  de  genre  4?*+  !>  s'obtient  en  ega- 
lant a  zero  une  fonction  theta  d'ordre  iq. 
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sans  point  singulier  du  champ  hyperelliptique  :  si  Vequation  de  Co 
s'obtient  en  annulant  une  fonction  theta  d^ordre  m,  c'est-A-dire  si  C„  est 
de  genre  +  i,  il  existe  courbes  d''ordre  N  —  3,  adjointes  a  C„,  et 
ayant  avec  cette  derniere  courbe  un  contact  d'ordre  m  —  i  en  chacun  de 
lews  points  (non  multiples)  de  rencontre  avec  elle. 

Les  im  points  de  contactd'une  de  ces  courbes  avec  C„  correspondent 
aux  points  determines  sur  la  courbe  C^,  c'est-a-dire  0o  ("j  v)  =  o,  par 
les  courbes 

—  —  fV.')  =  0, 

ou  X'  et  [x'  sont  definis  par  les  congruences 

mA'=o,       n^'=o       (mod  periodes), 

et  oil  ^o{u,  p)  designe  toujours  la  fonction  theta  d'ordre  un,  de  caracte- 
ristique  nulle. 

Cette  derniere  propriete  n'appartient  pas  non  plus  aux  courbes  alge- 
briques  generales,  car  soit  p  =  m"  -\-  i  le  genre  d'une  de  ces  courbes, 
supposee  plane  et  d'ordre  E  :  pour  trouver  une  courbe  adjointe 
d'ordre  N  —  3  ayant  avec  elle  en  2m  points  un  contact  d'ordre  m —  i,  il 
faut  satisfaire  a  im{m  —  i)  conditions;  or  imim  —  i)  est  superieur  au 
nombre  de  parametres,/)  —  i  ou  m%  dont  depend  I'equation  des  courbes 
adjointes  d'ordre  N  —  3,  des  que  mdepasse  2. 

as.  Remarque.  —  Les  theoremes  ci-dessus  s'etendent  d'eux-memes 
aux  courbes  univoques  tracees  sur  la  surface  de  Kummer,  lorsque  ces 
courbes  n'ont  pas  d'autres  points  multiples  que  les  points  doubles  qui 
leur  appartiennent  necessairement  en  vertu  de  leur  definition. 

On  peut  en  ce  cas  donner  a  nos  resultats  une  forme  geometrique 
simple. 

Soit  en  effet  (f^  —  A,  —  pi)  =  o  I'equation  d'une  courbe  univoque 
de  la  surface  de  Kummer;  si  0o(«>  est  d'ordre  m,  cette  courbe, 
d'ordre  ^m,  est  I'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface 
d'ordre  m,  touchant  la  precedente  en  m^  points  (n°  91 );  par  suite  les 
groupes  ^2(p-i)  et  les  groupes  speciaux  sont  decoupes  (n°  80)  sur  elle 
par  des  surfaces  d'ordre  m  passant  par  les  m^  points  doubles. 

Cette  remarque  permet,  par  exemple,  d'enoncer  ainsi  le  dernier  theo- 
reme  du  numero  precedent  : 

Par  les  m"^  points  doubles  d'une  courbe  univoque  d^ordre  [\m  trade  sur 
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la  surface  de  Kummer,  on  pent  faire  passer  m"  surfaces  d^ordre  m,  ay  ant 
avec  la  courhe  pjoposee  un  contact  d'ordre  m —  \  en  chacun  de  lews  im 
points  (^non  multiples)  de  rencontre  avec  elle. 

Les  im  points  de  contact  dhine  de  ces  surfaces  et  de  la  courhe  sont  dans 
un  meme  plan  tangent  de  la  surface  de  Kummer. 

Lorsque  m  depasse  l\,  on  doit  entendre  qu'il  y  a  systemes  de  sur- 
faces d'ordre  m  repondant  a  la  question,  les  surfaces  d'un  meme  sys- 
teme  coupant  la  surface  de  Kummer  suivant  la  meme  courbe;  mais  il 
n'y  a  jamais  que  m"  groupes  de  points  de  contact. 

119.  Arrivons  maintenant  aux  courbes  du  champ  hyperelliptique 
douees  de  points  singuliers,  c'est-a-dire  aux  courbes  representees  par 
une  equation  ©o  (m,  v)  =  o,  telles  que  les  trois  equations  0o  {u,  v)  =  o, 

=  o,      =  0  aient  un  ou  plusieurs  systemes  de  solutions  communes 

en  u  et  v. 

Soit  «o J  *"o  un  quelconque  de  ces  systemes ;  il  est  clair  qu'on  obtiendra 
une  integrate  de  premiere  espece,  appartenant  a  la  courbe  0o  =  o,  par 
I'expression 

/(f) 

ou  0(//,  (')  designe  une  fonction  de  meme  ordre  et  de  meme  famille 
que  0o("»  v),  telle  que  I'integrale  precedente  reste  finie  en  tout  point 
singulier  v^.  Si  u^,  v^^,  est  un  point  double,  c'est-a-dire  si  les  deri- 
vees  secondes  de  ^^{n,  ne  s'y  annulentpas,  il  faut  et  il  suffit,  pour 
que  I'integrale  (4)  reste  finie,  que  la  courbe  ©o  (">  ^)  =  o  passe  par  ce 
point;  si  u^,  est  un  point  multiple  d'ordre  k,  c'est-a-dire  si  toutes  les 
derivees  de  ©o  («>  ^)  par  rapport  a  //  et  S'annulent  en  ce  point  jusqu'a 
I'ordre  k,  exclusivement,  la  courbe  0(m,  t')  =  o  devra  avoir  au  meme 
point  un  point  multiple  d'ordre  A-  —  i.  On  le  demontrepar  un  raisonne- 
ment  identique  a  celui  que  Ton  connait  pour  les  points  singuliers  des 
courbes  algebriques  planes:  sur  une  courbe  plane,/ {x,  y)  =  o,  les  pro- 
prietes  d'un  point  multiple  cc^,  y^  dependent  en  effet  uniquement  d'un 
certain  nombre  des  premiers  termes  du  developpement  de  f{x,y)  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x  —  x^^^y — y^,  et  ces  proprietes 
s'etendent    d'elles-memes    aux    points    singuliers    d'une  courbe 
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©0  i^)  =  o  du  champ  hyperelliptique,  puisque  @o  (u,  v)  est  toujours 
developpable  en  serie  convergente  suivant  les  puissances  croissantes 
de  u  —  ?io?  ^  —  ^0- 

D'apres  cela,  et  d'une  maniere  generale,  si  la  courbe  0„  (//,  t^)  =  o  a, 
en  un  point^^„,  t^o»  une  singularite  a^,  il  faudra,  pour  que  I'integrale  (4) 
reste  finie  en  ce  point,  que  la  courbe  0  =  o  possede  en  Ug,  une  singu- 
larite bien  determinee  ct^  :  nousdirons  que  la  singularite  a„  est  adjointe 
de  CTo. 

Si  Ton  considere,  dans  le  developpement  de  0o("»  suivant  les 
puissances  croissantes  de  u  —  v  —  v^^,  les  termes  (dont  les  coeffi- 
cients peuvent  etre  nuls)  qui  caracterisent  la  singularite  a„,  il  est  clair 
qu'une  courbe  algebrique  plane  f{u,  v)  =  o,  telle  que  le  developpe- 
ment de  /{u,v)  commence  par  les  memes  termes,  les  autres  termes 
etantquelconques,  aura,  au  point  u,,,  ^q,  la  singularite  a^,  etlescourbes 
adjointes  a  /{u,  t')=:o  auront,  en  ce  meme  point,  la  singularite 
adjointe  a'^.  On  ramene  ainsi  la  recherche  de  la  singularite  a'^  au  pro- 
bleme  analogue  pour  une  courbe  algebrique  plane. 

Une  courbe  possedant,  en  chaque  singularite  de  la  courbe  (u  ,r)  =  o, 
la  singularite  adjointe  sera  dite  adjointe  a  la  proposee. 

Cela  pose,  nous  allons  etablir  que  les  integrates  abeliennes  de  pre- 
miere espece  relatives  a  une  courbe  quelconque  0^  {u,  i')  =  o  du  champ 


oil  &{u,  v)  =  o  est  une  courbe  du  meme  ordre  et  de  la  meme  famille 
que  ©0  ("5  ^)  =  o,  et  adjointe  a  celle-ci. 

120.  Observons  d'abord  que,  si  deux  courbes  ont  en  un  meme  point 
deux  singularites,  a,,  a.j,  elles  ont,  en  ce  point,  un  certain  nombre 
d'intersections  confondues  :  ce  nombre  ne  depend  evidemment  que  des 
termes  qui  caracterisent  les  singularites  a,  et  a.^  dans  les  developpe- 
ments  des  premiers  membres  des  equations  des  deux  courbes;  il  est 
egal  au  nombre  analogue  relatif  a  deux  courbes  planes  qui  auraient  en 
un  point  les  singularites  a,  et  g.^;  nous  le  designeronsparI(ai,  a..). 

En  particulier,  le  nombre  des  intersections,  reunies  en  un 


hyperelliptique,  sont,  a  part  /  du  et  /  dv,  de  la  forme 
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point  singulier,  d'une  courbe  et  d'une  quelconque  de  ses  courbes 
adjointes  ne  depend  que  de  la  singularite  a^;  il  jouit  de  plusieurs  pro- 
prietes  importantes  que  nous  allons  exposer. 

Tout  d'abord,  dans  le  champ  hyperelliptique  comme  dans  le  plan,  le 
nombre  I  (gq,  a[)  est  double  du  nombre  qui  exprime  I'abaissement  du 
genre  du  a  la  singularity  Gq. 

Soit  en  effet  0„  {u,  une  fonction  theta  d'ordre  m,  supposons  que  la 
courbe  G^  —  o  n'ait  qu'une  scule  singularite,  a^,  et  designons  par 
0(m,  f')  =  o  la  courbe  adjointe  la  plus  generale,  du  meme  ordre  et  de 
la  meme  famille  que  la  proposee.  La  differentielle 

,  .p.  ,  du 

etant,  par  hypothese,  abelienne  et  de  premiere  espece  le  long  de  la 
courbe ©0  =o,  s'annuleraen  i{p  —i) points,  non fixes,  de  cette  courbe, 
p  designant  le  genre  de  0„  =  o.  En  d'autres  termes,  le  nombre  des 
points,  distincts  du  point  singulier,  ou  les  deux  courbes  ©o  =  o  et©  =  o 
se  rencontrent,  est  egal  a  2  (/>  —  i ),  et  Ton  a 

2(/>  —  i)  =  2m-— I((7o,  o-'o); 

d'oa 

(7)  /'  =  »i'+i— ^  i(<7o,  i^;), 

ce  qui  demontre  la  proposition  a  etablir 

En  second  lieu,  le  nombre  -^\{go,  d^)  est  egal  au  nombre  des  condi- 
tions auxquelles  equivaut  la  singularite  Ce  theoreme  est  evident 
dans  le  plan  :  soit  en  effet  c„  le  nombre  de  conditions  dont  il  s'agit; 
pour  une  courbe  plane  d'ordre  n  sans  points  singuliers,  les  courbes 
adjointes  d'ordre  /i  —  3,  lineairement  distinctes,  sont  en  nombre  egal 

a  — —  ^'  puisque  toute  courbe  d'ordre  n  —  3  est  adjointe  a  la 

proposee.  Si  la  courbe  a  une  singularite  CTq,  le  nombre  des  courbes 
adjointes  d'ordre  n  —  3  est  diminuc  de  c\  par  definition,  et  par  suite  c'^ 
est  egal  a  I'abaissement  du  genre  dii  a  la  singularite  Gq,  c'est-a-dire  a 

La  proposition  subsiste  dans  le  champ  hyperelliptique,  puisque  les 
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nombres  I(ao,  a„) etc'^ ne dependentque de lanature de la singularite (t„ ; 
il  en  resulte  que,  dans  le  developpeinent  suivant  les  puissances  crois- 
santes  de  u  —  u^^,  v  —  v^,  du  premier  nombre  de  I'equation  d'une  courbe 
supposee  adjoinle  a  une  autre  courbe,  douee  en  u^,    de  la  singularite  Go, 

les  coefficients  doivent  satisfaire     I(«7oj  a'j,) equations,  et  ces  equations 

sont  lineaires  comme  dans  le  cas  du  plan.  Toutefois  on  pourrait  objec- 
ter  qu'en  raison  de  la  nature  speciale  des  fonctions  theta,  un  certain 
nombre  des  equations  precedentes  peuventetre  desconsequences  neces- 
saires  des  autres;  le  nombre      des  conditions  cherchees  serait  done 

inferieur  a  ^I(c7„,  a'J. 

Nous  allons  montrerque  cette  hypothese  est  a  ecarter. 

Supposons  toujours  que  la  courbe  ©o  v)  =  o  n'ait  pas  d'autre  sin- 
gularite que  Jo ;  le  nombre  des  courbes  adjointes  lineairement  dis- 
tinctes  du  meme  ordre  et  de  la  meme  famille  est  egal  km?  —  c'^,  et  si 
Ton  retranche  la  courbe  0o  =  o  elle-meme,  il  reste  —  c„  —  i  de  ces 
courbes,  fournissant  par  la  formule  (4)  autant  d'integrales  abeliennes 

de  premiere  espece,  sur0o  =  o.  Si  Ton  ajoute les  integrales  Jdu&i  Jdv, 

on  voit  que  le  genre,  p,  de  la  courbe  0o  =  o  est  au  moins  egal  a 
—  c'g  -+-  I , 

p  ^  m-  —  c'j  + 1 . 

Or  on  a 

(7)  /'^"i'-i-i- ^i(o-o,  c^'o); 

d'oii  Ton  tire 

et  par  suite,  comme  c'^  ne  pent  depasser  ^I((7oj  <^o)'  d'apres  ce  qui  a  ete 
dit  plus  haut,  on  a  necessairement 

Done  : 

Pour  line  courbe  du  champ  hyperelliptique  possedant  en  un  point  une 
singularite  Gq,  le  nombre     ((^o?  '^o)      ^S^^  '•  ^°      nombre  des  conditions 

lineaires  auxquelles  equivaut  la  singularite  adjointe  a'^ ;  2°  au  nombre  qui 
exprime  V abaissement  du  genre  dil  a.  la  singularite  Jq. 
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121.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'etablir  la  proposition 
que  nous  avions  en  vue  relativement  aux  integrales  abeliennes  de  pre- 
miere espece  qui  appartiennent  a  une  courbe  du  champ  hyperellip- 
tique. 

Soit  00  =  o  cette  courbe;  supposons  qu'elle  ait  en  des  points  u^,  v^; 
U2,  v.j.;  ...  des  singularites a, ,  a^,  .  .  . ,  soit/) son  genre,  designons  par  m 
I'ordre  de  ©o  ("> 

On  a,  d'apres  le  raisonnement  du  numero  precedent, 

2(p  —  i)  =  "ini-  —  i  I((7,  a') 

OU 

(8)  /;  =  w2+i- ^2I(<7,  a'), 

la  somme  s'etendant  a  toutes  les  singularites  a, ,  a^,,  .... 

D'un  autre  cote,  les  courbes  du  meme  ordre  et  de  la  meme  famille 
que  %^  =  o,  adjointes  a  celles-ci  et  lineairement  distinctes,  sont  en 
n ombre  au  moins  egal  a 

in--  (7'), 

puisque  chaque  singularite  a',  adjointe  d'une  singularite  a,  equivaut 

a^I(a,  a')  conditions.  Nous  disons  au  moins  parce  que  les  conditions 

imposees  par  les  diverses  singularites  ct'  pourraient  ne  pas  etre  inde- 
pendantes.  En  retranchant  des  courbes  adjointes  qui  precedent  la 

courbe  ©o  =  o elle-m6me,  il  reste au  moinsm-  —  1  —  a')courbes 

distinctes,  donnant  par  la  formule  (4)  an  momj  autant  d'integrales  de 
premiere  espece  le  long  de  la  courbe  ©o  =  o;  en  ajoutant  maintenant 

les  deux  integrales    du  et  J dv,  on  arrive  a  I'inegalite 

p  ^  m-+  I  —  ^  2  I  (c7,  a') 

et,  en  comparant  a  la  relation  (8),  on  voit  qu'on  doit  prendre  le  signe  = , 
et  par  suite  la  restriction  au  moins  doit  etre  supprimee. 
II  en  resulte  : 

I"  Que  les  conditions  imposees  aux  courbes  du  meme  ordre  et  de  la 
meme  famille  quune  courbe  donnee,  par  les  singularites  adjointes  des  sin- 
gularites de  cette  courbe,  sont  independantes  les  unes  des  autres; 

2"  Que  toutes  les  integrales  de  premiere  espece  appurtenant  h  une  courbe 
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du  champ  hyperelliptique  sont,  a  part  J  du  et  J  dv^  comprises  dans  le 

Nous  voyons  ainsi  qu'une  courbe  de  genre  p  admet/)  —  i  courbes 
adjointes,  lineairement  distinctes,  du  meme  ordre  et  de  la  meme  famille 
qu'elle,  parmi  lesquelles  figure  d'ailleurs  cette  courbe  meme. 

J 22.  M.  Guccia  a  demontre,  pour  les  courbes  algebriques  planes,  le 
theoreme  suivant,  qui  s'etend  aussi,  en  vertu  des  explications  que  nous 
venons  de  donner,  aux  courbes  du  champ  hyperelliptique  (^). 

«  Le  nombre  des  conditions  auxquelles  equivaut,  pour  line  courbe,  une 
singularity  donnee  en  un  point  donne,  estegal  au  nombre  des  intersections, 
reunies  en  ce  point,  de  deux  courbes  quelconques  douees  de  cette  singula- 
rite,  diminue  du  nombre  qui  exprime  Vabaissement  du  genre  que  celle-ci 
produit  (').  » 

Nous  aurons  I'occasion  d'appliquer  cette  belle  et  importante  propo- 
sition, ainsi  que  la  suivante,  due  au  meme  auteuretque  nous  enongons 
tout  de  suite  pour  le  champ  hyperelliptique. 

Soit  un  systeme  lineaire  de  courbes,  du  meme  ordre  et  de  la  meme 
famille, 

tel  que  la  courbe  mobile  du  systeme  possede  en  un  point  une  singula- 
rite  (T| ;  soient  de  meme  d'autres  systemes  lineaires 

o  =  2<jf/^0|^'(M,      =  o; 

 ) 

o=28  crs^f  v), 


(')  Celle  seconde  consequence  elail  evidenle  a  priori;  la  proposition  a  ete  en 
effet  demontree  pour  les  courbes  sans  point  singulier,  et  11  est  clair  qu'elle  sub- 
sisle  quand  on  fait  varier  les  coefficients  de  Tequation  d'une  courbe  sans  point 
singulier  de  maniere  a  lui  faire  acquerir  un  ou  plusieurs  de  ces  points. 

(^)  Comptes  rendus,  4  octobre  i886. 

(^)  On  suppose  dans  cet  enonce  que  si  les  deux  courbes  0(,  =  o,  0  =  o  ont  en 
un  point  la  singularite  consideree,  les  courbes  du  systeme  X(,0„  -H  ^i©,  =o  ont  en 
ce  point  la  meme  singularite. 
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dont  les  courbes  mobiles  possedent  uii  meme  point  des  singularites  res- 
pectives  0.^,0^,  .  .  . ,  a^. 

On  appellera  singularile  composee  (a,  +  a..,  +  .  .  .  H-  a^)  la  singula- 
rite  bien  determinee  que  possede  au  point  considere,  quelles  que  soient 
les  constantes  a,  toute  courbe  representee  par  {'equation 

la  somme  s'etendant  a  toutes  les  valeurs  de  a,  [3,  , .  . ,  0. 
Cela  pose,  on  a  ce  theoreme  (' )  : 

Le  nombre  de  conditions  auxquelles  equivaut  la  singiilarite 
(a,  +  ao  -h  .  .  Og)en  un point  donne  est  egal  a  la  somme  des  nomhres 
analogues  relatifs  aiix  singularites  a, ,  a,,  .  .  . ,  cTq,  augmente de  la  somme 
des  intersections  deux  a  deux  des  nriimes  singularites,  c'' est-d-dire  de  la 
somme  des  nombres  I(a/,  ay)  [j<y]. 

II  est  a  remarquer  que  M.  Guccia  n'a  pas  etabli  les  theoremes  qui  pre- 
cedent en  partant  des  developpements  dans  le  domaine  du  point  singu- 
lier;  mais  les  resultats  sont  applicables  aux  courbes  du  champ  hyper- 
elliptique  puisqu'ils  ne  dependent  en  realite  que  des  termes  caracteris- 
tiques  de  ces  developpements.  D'ailleurs  M.  Nother  a  indique  une 
methode  pour  deduire  les  propositions  de  M.  Guccia  de  I'equation  meme 
des  courbes  au  voisinage  des  points  multiples 

11  est  aise  de  voir,  a  I'aide  des  principes  qui  viennent  d'6tre  poses 
relativement  aux  courbes  adjointes,  dans  quelle  mesure  les  propositions 
etablies  plus  haut  pour  les  courbes  du  champ  hyperelliptique  sans  point 
singulier  s'appliquent  aux  courbes  possedant  des  singularites;  nous  n'in- 
sisterons  pas  sur  ces  extensions  qui  n'offrent  aucune  dii'ficulte  dans 
chaque  cas  particulier,  et  que  nous  presenterons  d'ailleurs  sous  une 
autre  forme  en  exposant  les  proprietes  des  surfaces  adjointes  aux  sur- 
faces hyperelliptiques  generales. 

CHAPITRE  III. 

THEORIE  DES  SURFACES  ADJOINTES. 

123.  Reprenons  la  surface  hyperelliptique  ^  dont  les  coordonn6es 


(*)  Rendiconti  del  Circolo  matem.  di  Palermo,  t.  Ill,  p.  241  • 
(«)  Ibid.,  t.  IV,  p.  3oo. 


TH^ORiE  g^;n£rale  des  surfaces  HYPERELLIPTIQUES.  1 55 

d'un  point  x,,  x^,  x^,  x^  sont  proportionnelles  a  quatre  fonctions  thela 
d'ordre  h  et  de  caracteristique  nuUe  Xi{u,v),  x^in,  v),  Xi{Li,v), 
Xj,{u,  (^).  Nous  supposerons  que,  dans  le  channp hyperelliptique,  c'est- 
a-dire  sur  une  surface  hyperelliptique  choisie  a  volonte,  les  quatre 
courbes  Xj(u,  i>)=:o,  ou,  d'une  maniere  plus  precise,  les  courbes 

oil  les  X  sont  des  constantes  quelconques,  ont  un  certain  nombre  de 
singularites  communes  a, ,  a^,  .  .  . ,      aux  points     ,     ;  u.2,  v^'i  •  •  -  > 

Up,  ^p. 

Dans  cette  hypothese  tout  a  fait  generale,  nous  allons  etablir,  entre 
les  surfaces  adjointes  de  $  et  les  fonctions  theta,  une  liaison  importante 
qui  est  la  generalisation  de  notre  theoreme  fondamental  pour  la  sur- 
face de  Kummer  et  qui  ^e  pretera  a  de  nombreuses  applications  geome- 
triques. 

La  surface  6  definie  plus  haut  etant  toujours  supposee  representable 
point  par  point  sur  le  champ  hyperelliptique,  on  obliendra  son  degre  n, 
en  cherchant  le  nombre  des  solutions  non  fixes  communes  aux  deux 
equations 

(1)  l^Xi{u,  v)  ^  .  .  .-\-'k,,x,Xu,  v)  =  o, 

(2 )  ix^x^{u,  v)  +  .  .       [j.i,x,Xu^  v)  =  0^ 

ou  les  \  et  les  [jl  sont  des  constantes  quelconques.  Ce  nombre  est  egal 
a       diminue  de  la  somme  des  intersections  des  deux  courbes  (i)  et(2) 
reunies  aux  points  singuliers  i/,,^, ;  ih,  v^,         Up,  ^p',  c'est-a-dire, 
d'apres  la  notation  du  n"  120,  de  la  somme  des  nombres  I  {g,„  a,.). 
Done  : 

n  =  2/i2— 2^. I((Ti,  (7/c)       (A'  =  i,  2,  . . .,  p). 

Si  le  point  u/;,  V/,  est  un  point  multiple  d'ordre  k  a  branches  separees 
pour  les  courbes  (i)  et  si  en  ce  point  ces  courbes  n'ont  aucune  branche 
commune,  I  (a-/,,  a^)  est  egal  a  k^. 

Le  genre,  p,  des  sections  planes  de  ^,  c'est-a-dire  des  courbes  (i), 
est  donne  par  la  formule  du  n°  121  : 

p  —  h'-^i  —  ^l/,l{a/i,  a'k), 
a'k  designant  toujours  la  singularite  adjointe  de  a,,. 
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Dans  le  cas  oil  W/,,  V/^  est  un  point  multiple  d'ordre  k  de  la  nature  indi- 
quee  tout  k  I'heure,  -I((^a>  (^1)  est  egal  a— ^— ^ — • 

124.  Arrivons  maintenant  a  I'etude  des  surfaces  adjointes  a  $  et 
d'ordre  n  —  3;  soit  pose 

F(jrj,  ^o,       ;r,J  =  >,iJ7i-t- >.oJ?2+ X3j:;3+ ^4, 

A,  , . . . ,  X,,  etant  des  constantes.  La  surface  F  =  o  est  un  plan  qui  deter- 
mine sur  la  surface  6  une  section  S. 
La  fonction  de  u  et  v 

est  une  fonction  theta,  d'ordre  A,  ayant  en  chaque  point  singulier  Uf;, 
la  singularite  a/,  :  designons  par  (?/,  (^), .  .  . ,  0/,_,  (i^,  (^)  les  premiers 
membres  des p —  i  courbes,  lineairement  distinctes,  du  meme  ordreet 
de  la  meme  famille  que  S,  et  adjointes  a  cette  courbe  (remarque  finale 
du  n°  121),  parmi  lesquelles  figure  d'ailleurs  la  courbe  F(«,  v)  —  o  elle- 
meme;  les  integrales  abeliennes  de  premiere  espece  appartenant  a  la 

courbe  consideree  seront,  a  part    du  et    dv,  de  la  forme 


ou  ©(u,  v)  est  I'une  quelconque  des  fonctions  0,,  .  .  .,  0p_,. 

L'integrale  peut  etre  mise  sous  une  autre  forme  qui  conduit  a  des 
consequences  importantes,  relativement  aux  surfaces  adjointes.  Repre- 
sentons  en  effet  comme  d'habitude  para:,  j,  2 les  rapports —  —j  on 
a (n° 104) sur  ^ 

^  ^  ^  I      c?M  =  B  dx  —  A  cly^ 

\  Si      =  Bi  dx  —  A)  dy^ 
{5  bis)  DS;  =  BAi  -AB,, 


S  =  o  etant  toujours  I'equation  de  Si  et  D  =  o  celle  de  la  surface  adjointe 
d'ordre  /i  —  4. 

Or,  le  long  de  la  courbe  F  =  o,  S  =  o,  on  a 

dxF'x~h  dyF'y-\-  dzF'-=o, 
dxS'-c-h  dyS'y-{- dzS'-=  o; 
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d'ou 

da  cIy  dz 


etant  pose,  bien  entendu, 

F(^,      z)  =  \x  +  \y  ^\,z 

De  ces  relations  et  des  relations  (5),  on  tire,  le  long  de  la  courbe  S, 

dx    S;  da 

(6)  sp-^i^Tsi f;  -  B  ( s;. f; -  s; )  -  a ( s; f;, -  si- f; ) ' 

ce  qui  donne  la  valeur  de       en  fonction  de  dx. 

Reste  a  calciiler,  pour  transformer  I'integrale  (4),  la  valeur  de  {^~^' 
en  fonction  de  x,y,  z  \  or  on  a 

F(j;,,  X.,  X;,  «J  =:  J?,.  F(^,  J,  z)\ 

d'ou,  le  long  de  la  courbe  S  =  o,  F  =  o, 

dy  _     /OFdx     OF  Oj  ^\ 
^       '  Ov        ''\dx  dv      dy  dv      dz  dv ) 

Les  relations  (5),  resolues  par  rapport  a  f^a;  et  dy,  donnent,  en  tenant 
compte  de  (5  bis), 

T)  dx  =  h.^  da  —  A  dv, 
D  dy  =  B,  du  —  B  c/p' ; 


d'od 

et,  par  suite. 


Oz   S.'i-  dx      S'v  dy  AS'^-I-  BS^. 

^^'         SI  dv      SI  dv    "  SI 


Portant  ces  valeurs  de      ~,  ^  dans  (66w),  il  vient 

i^ter)  ^=^,[B(s;fi-sif;.)-A(sif;,-s:,fi)]^; 

d? 

d'ou,  finalement,  en  remplacant  dans  (4)  du  et  ^  par  leurs  valeurs 
tirees  de  (6)  et  (6«er), 


jl  _  r®("i  ^')D(.r,      z)  dx 

~J  s;fi— s;f;. 
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Supposons  que  le  plan  F  =  o  soit  le  plan  z  =  z^,  qui  est  evidemment 
un  plan  arbitraire  de  I'espace;  il  restera 


-I 


0(m,  v)Ti{x,  J,  ::o)  dx 

x^{u,  i^)  s; 


Puisque  cette  integrate  reste  finie  en  tous  les  points  de  la  courbe 
plane  d'ordre  n,  S{cc,  v,  z^)  =  o,  il  est  necessaire  que  la.fonction 

x,{u, 

soit  egale,  le  long  de  cette  courbe,  a  un  polynome  cntier  d'ordre  n  —  3 
en  X  ety,  C(ic,  y),  dont  les  coefficients  sont  d'ailleurs  fonctions  de  z^. 
De  plus,  la  courbe  C  =  o  sera  adjointe  a  la  courbe 

S{x.  J',  Zo)  =  o. 

En  d'autres  termes,  la  fonction        ^\ D{x,y,  z),  qui  est,  en  chaque 

point  de  la  suface  6,  une  fonction  quadruplement  periodique  de  u,  et 
par  suite  une  fonction  rationnelle  de  x,  y,  z,  doit  etre  une  fonction 
entiere  de  a;  et  de  j  :  on  verrait  de  meme  qu'elle  est  une  fonction 
entiere  de  x  et  de  z,  et  par  suite  de  x,y,  z.  On  a  ainsi,  en  chaque  point 
de  j5, 

0(k,  t>)  _  C(.r,  J,  z) 


(7) 


x,{u,      iy{x,j,  z) 


C  designant  un  polynome  entier.  D'apres  ce  qui  precede,  le  degre  de  C 
est  n  —  3  par  rapport  a  deux  quelconques  des  variables  x,  y,  z  :  le 
tetraedre  de  reference  etant  arbitraire,  il  en  resulte  necessairement  que 
C  est  d'ordre  n  —  3,  par  rapport  a  I'ensemble  des  trois  variables. 

De  plus,  la  courbe  commune  a  la  surface  C  =  o  et  au  plan  z  =  Zo, 
qui  est  un  plan  arbitraire  de  I'espace,  etant,  comme  on  I'a  vu,  adjointe 
a  la  section  de  15  par  le  meme  plan,  celte  surface  C  =  o  aura  pour  courbe 
multiple  d'ordre  / —  i  toute  courbe  multiple  d'ordre  /  de 

La  relation  (7),  qui  pent  s'ecrire,  en  revenant  aux  coordonnees 
homogenes, 

(8)  &{u,  .)=n!'^"''"  ^'1' 

jj^j;,,  x^,  Xj,  ^4 J 


mettait  d'ailleurs  ce  dernier  resultat  en  evidence,  car  le  premier 
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membre  restant  fini  pour  toutes  les  valeurs  de  u  et  de  il  faut,  pour 
que  le  second  membre  soit  egalement  fini,  que  la  surface  C  =  o  passe 
par  les  courbes  communes  aux  surfaces  D  =  o  et  S  =  o,  les  courbes 
unicursales  singulieres  pouvant  toutcfois  6tre  exceptees,  puisque  le 
long  des  courbes  nulent.  On  en  deduit  que  toute  courbe 

multiple  d'ordre  /  de  iS,  qui  est  multiple  d'ordre  I —  i  sur  la  surface 
adjointe  B,  doit  etre  aussi  multiple  d'ordre  / — i  sur  C  =  o.  Si  cette 
courbe  multiple  etait  enmeme  temps  une  courbe  unicursale  singuliere, 
le  raisonnement  precedent  ne  s'appliquerait  plus,  mais  nous  venons  de 
voir,  par  une  autre  voie,  que  la  proposition  subsists  encore. 

125.  La  relation  (8)  montre  egalement  comment  se  comporte  la 
surface  C  =  o  aux  points  multiples  (isoles)  de  la  surface  JS. 

M.  Picard  a  fait  voir  que  la  surface  D  =  o  passe  par  les  points  doubles 
de  et  qu'elle  a  pour  point  multiple  d'ordre  au  moins  egal  a/ — 2 
tout  point  multiple  d'ordre  /  de  cette  meme  surface;  de  plus,  si  I'ordre 
de  multiplicite  est  /  —  2,  les  termes  de  degre  / —  2  dans  D  ne  sont  pas 
completement  arbitraires. 

Des  lors,  pour  que  la  fonction         <^),  ou  ^>  reste  finie  en  un  point 

multiple  d'ordre  /  de  S,  il  est  necessaire  que  la  surface  C  =  0  ait  en  ce 
point  un  point  multiple  du  meme  ordre  que  la  surface  D  =0;  et  Ton 
voit  ainsi  que  la  surface  C  ==  o  est  une  surface  (d'ordre  n  —  3)  adjointe 
a  JS,  et  qu'elle  se  comporte  comme  la  surface  D  =  o,  aux  points  mul- 
tiples isoles. 

II  est  egalement  a  observer  que  si  la  surface  D  =  o,  en  un  point 
multiple  isole,  avait  le  meme  cone  des  tangentes  que  la  surface  55,  la 
surface  C  =  o  jouirait  de  la  meme  propriete.  Cette  condition  est  en  effet 

necessaire  pour  que  la  fonction      ^  J     reste  finie  quand  le  point 

{x^  y,  z)  s'approche  du  point  multiple  en  restant  sur  J9. 

126.  A  chacune  des  p  —  i  fonctions  lineairement  distinctes  0,, 
02,  .  .  . ,  0/;-i ,  correspond  ainsi  par  la  relation  (8)  une  surface  d'ordre 
n  —  3  adjointe  a  S  :  les  /)  —  i  surfaces  obtenues  sont  distinctes  lineai- 
rement; sinon,  en  vertu  de  la  relation  (8),  lesp  —  i  fonctions  0  ne  le 
seraient  pas. 


Reciproquement,  nous  allons  etablir  que,  si  C  =  o  est  I'equation  d'une 
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surface  d'ordre  n  —  3  adjoinie  a  B,  la  fonction 

D(a.'i,  ac^,  a;^) 

est  egale,  en  chaque  point  de  JS5,  a  une  fonction  lineaire  et  homogene 
de  0,,  02»  •  • 

Nous  adinettrons  d'abord,  non  seulement  que  la  surface  C  =  o  est 
adjointe  a  6  dans  le  sens  ordinaire  dii  mot,  c'est-a-dire  qu'elle  a  pour 
courbe  multiple  d'ordre  I  —  i  toute  courbe  multiple  d'ordre  /  de  B,  et 
pour  point  multiple  d'ordre  au  moins  egal  a  / —  2  tout  point  multiple 
d'ordre  /  de  cette  surface;  mais  encore  que  I'expression 

reste  finie,  sur  la  surface  S,  pour  toutes  les  valeurs  de  v  qui  corres- 
pondent d  des  points  multiples  isolcs. 

Nous  reviendrons  ensuite  sur  cette  restriction,  pour  nous  en  debar- 
rasser,  ou  tout  au  moins  pour  lui  donner  un  enonce  geometrique  simple 
et  precis. 

127,  Soient  C(a7,  J, -)  =  o  une  surface  d'ordre  n  —  3  adjointe  a  B, 
Y{x,  J,     =  o  le  plan     x  +  X.,/  +       +  X,,  =  o;  I'integrale 


dx 


sif;. 

est  evidemment,  d'aprcs  I'hypothese  et  la  theorie  generale  des  inte- 
grales  abeliennes,  une  integrale  de  premiere  espece  le  long  de  la  courbe 
plane  S  =  o,  F  =  o,  du  moins  tant  que  les  \  restent  quelconques, 
c'est-a-dire  tant  que  le  plan  F  =  o  ne  touche  pas  S  ou  ne  passe  pas  par 
un  des  points  multiples  isoles  de  cette  surface. 

Si  maintenant  on  refait  en  sens  inverse  les  calculs  du  n"  124,  on  met 
J?  sous  la  forme 

J        rC{Xt,  X.,,  a;,,  x^)  du 

J  D(a.-i,  X.,,  X.J,  X,)  / OFX  ' 

etant  toujours  pose 

F{u,  p)  =  >.,  x,{(i,  (•)+...+  >.,  .2^»('/,  i'). 
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On  voit  ainsi  que  la  fonction  de  u  et  c 

C(jJ[,  .2?2>  •^■■1,1  •^A  ) 
D(j7j,  •^21  ■^i) 

reste  finie  en  tons  les  points  cle  la  courbe  F(//,  <  )=:o,  consideree  dans 
le  champ  hyperelliptique ;  on  en  deduit,  en  faisant  varier  les  X,  qu'elle 
reste  finie  en  tons  les  points  de  5,  les  points  multiples  isoles  pouvant 
seuls  etre  exceptes.  Mais  cette  restriction  est  inutile,  car  nous  avons 
C        •  • 

admis  a  priori  que  ^  restait  fini  en  chacun  de  ces  points.  Soit  alors 
C 

v)  la  fonction    (?/,  c);  on  a  evidemment,  puisque  les  0Cj{u, 

sont  des  fonctions  theta  d'ordre  A,  a  caracteristique  nulle,  et  que  le 
degre  de  C(a;|,  .  .  . ,  x^)  surpasse  d'une  unite  celui  de  D(a7,,  .  .  . ,  x^), 

Q{if  -+-  27:/,  v)     =&{u,  V  H-  iTzi)  =  ©(«<,  v), 

-h  a,  r -h  b)  =  e  -0(«,  c), 

-hv-ll''-  ^ 

&{u b,  u  +  c)  =z  e  2  0(f<,  p-), 

ce  qui  montre,  puisque  0(m,  v)  est  une  fonction  entiere,  que  c'est  aussi 
une  fonction  theta,  d'ordre  h,  de  caracteristique  nulle. 

Enfin  I'integrale  S  restant  finie  tout  le  long  de  la  courbe  F(w,  <^)  =  o, 
il  est  necessaire  (n°  121)  que  0(m,  (')  soit  une  combinaison  Hneaire 
des  p  —  I  fonctions  0,,  02,  .  .  .,  0;,_i,  et  c'est  la  precisement  la  reci- 
proque  qu'il  s'agissait  d'etablir. 

128.  Supposons  maintenant  que  C  =  o  soit  I'equation  d'une  surface 
d'ordre  n  —  3  ayant  pour  courbe  multiple  d'ordre  / — i  toute  courbe 
multiple  d'ordre  /  de  6,  sans  aiicune  condition  relative  aux points  mul- 
tiples isoles;  la  demonstration  precedente  etablit  que  la  fonction  de  u 
et  r 

Cja:,,  .  .  .,  x,,) 

reste  finie  en  tons  les  points  de  S,  les  points  multiples  isoles  pouvant 
seuls  etre  exceptes. 

Deux  cas  sont  a  distinguer  suivant  la  nature  analytique  du  point 
multiple  : 

En  premier  lieu,  et  c'est  le  cas  le  plus  interessant,  il  peut  arriver  qu'a 
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nil  point  multiple,  0,  de  corresponde  une  infinite  de  systemes  de 
valeurs  des  parametres  u  et  r. 

Supposons  par  exemple,ce  que  nous  pouvons  toujours  admettre,  que 
0  soil  le  point  x^  =  =  a;,  =  o;  pour  que  le  cas  indique  se  presente, 
il  faut  que  les  trois  equations  a;,  (m,  c)  =  o  ;  x^i^u,  <')  =  o ;  x-j,(u,  v)=o 
aient  une  infinite  de  solutions  communes  et,  par  suite,  il  est  necessaire 
que  les  fonctions  [u,  r),  x.2{u,  t'),  X3(u,  u)  soient  divisibles  par  une 
meme  fonction  theta,  0(//,  <■). 

La  surface  *o  est  alors  definie  par  des  relations  de  la  forme 

x^  —  B{u,  i>)  &,(«,  i'), 

les  9  et  0  etant  des  fonctions  theta. 

Inversement,  on  verifie  sans  difficuite  qu'une  surface  ainsi  definie 
admet  le  point  x,  =  x.>  =  X3  =  o  pour  point  multiple,  et  a  ce  point 
correspondent  les  couples  d'arguments  verifiant  I'equation 

9 {a,  i')  —  o. 

Soit  \-„  un  de  ces  couples;  si  a  et  v  s'approchent  respectivement 
de  Uo  et  <'„,  le  point  (x,,  x^,  x^,  x„)  s'approche  de  0,  dans  la  direction 
definie  par  les  relations 


9A"o.  ('o)      9,{uo,  t'o)      9^{Uf„  Co) 

Nous  appellerons  point  multiple  de  premiere  categorie  un  point  mul- 
tiple de  cette  nature. 

Reprenons  maintenant  les  deux  surfaces  C  =  o,  D  =  o;  j«  /a premiere 
a  an  point  0  un  point  multiple  du  meme  ordre  que  la  surface  D  =  o,  le 

quotient  x,,  ^|  reste  evidemment  fini,  quand  x^y,  z  s'approche 

de  0  en  restant  sur  !5,  c'est-a-dire  en  suivant  une  des  directions  tan- 
gentes  a  S  en  ce  point.  II  n'y  a  d'exceptions  que  pour  les  directions 
tangentes  simultanement  aux  surfaces  15  et  H);  en  d'autres  termes,  le 
quotient 

C{a\  y,  z)  C{x^^  x„,  x^,  x^) 


X, 


D{x,j,z)  D{xi,  Xj,  Xj,  x^) 
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considere  comme  fonctions  de  u,  c,  reste  fini  pour  tons  les  systemes  de 
valeurs  de  u,  v  qui  correspondent  au  point  multiple,  sauf  peut-etre  pour 
certains  systemes  en  nnmhre  limite.  Ces  systemes  de  valeurs  ne  pour- 
raient  etre  en  nombre  infini  qui  si  les  c6nes  formes  par  les  tangentes 
en  0  aux  surfaces  !?  et  P  avaient  une  partie  commune;  c'est  la  un  cas 
d'exception  sur  lequel  nous  reviendrons. 

En  second  lien,  a  un  point  multiple  de  S  pent  ne  correspondre  qu'un 
nombre  litnite  de  systemes  de  valeurs  de  u,  v\  nous  n'avons  rien  a  dire 
de  special  sur  ce  cas  particulier. 

Cela  pose,  nous  savons  que  le  quotient  ^  reste  fini  en  tous  les  points 

(non  multiples)  de  !3,  des  que  la  surface  C  =  o  a  pour  ligne  d'ordre 
/ —  I  toute  ligne  d'ordre  /  de  5;  si  de  plus  cette  surface  a  en  chacun 
des  points  multiples  de  6  un  point  multiple  de  meme  ordre  que  la  sur- 
face le  quotient  ^  considere  comme  fonction  de  u  et  de  c  ne  pourra 
devenir  infini  que  pour  un  nombre  limite  de  systemes  de  valeurs  de  n 
et  de  V. 

On  en  conclutalors  qu'ii  reste  fini  pour  toutes  les  valeurs  de  //,  c. 

En  efTet,  la  fonction  theta  D[a;,(i/,  v),  .  .  .,  x.,(^u,  t^)]  s'annule  pour 

C 

une  infinite  de  systemes  de  valeurs  de  u  et  v\  si  le  quotient  ^  ne  devient 

infini  que  pour  un  nombre  limite  de  ces  systemes,  il  faut  que  les  deux 
equations  C(m,  (')  =  o  et  D({/,  (^)  =  o  aient  une  infinite  de  solutions 
communes,  ce  qui  ne  pent  se  presenter  que  si  C{u,  v)  est  divisible  par 
D(iz,  V'),  ou  par  une  fonction  theta  divisant  D.  Dans  cette  derniere 
hypothese  on  pourrait  poursuivre  le  meme  raisonnement,  et  Ton  arrive 
ainsi  a  etablir  que  C(?/,  v)  est  divisible  par  D(i'^,  p),  le  quotient  etant 
une  fonction  theta. 

C  . 

En  d'autres  termes,  le  quotient  ^  reste  fini  en  tous  les  points  de  6, 
sans  exception. 

Reste  a  examiner  le  cas  special  signale  plus  haut,  celui  oil  les  cones 

formes  par  les  tangentes  aux  surfaces  ip  et  JH  en  un  point  multiple, 

C 

auraient  en  commun  un  c6ne  y  :  en  ce  cas,  pour  que  ^  reste  fini  au 
point  considere,  il  faut  que  la  surface  C  =  o  y  ait  un  point  multiple  du 
meme  ordre  que  la  surface  D  =  o  et  que  les  generatrices  du  cone  y 
touchent  egalemcnt  en  ce  point  la  surface  C  =  o.  On  demontre  par  la 
methode  suivie  plus  haut  que  la  condition  est  necessaire  et  suffisante. 
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129.  Voici  la  conclusion  de  cette  analyse  : 

Appelons  surface  adjointe  a  une  surface  hyperelliptique  JS  une  sur- 
face qui  a  pour  ligno  multiple  d'ordre  I —  i  toute  ligne  multiple  d'ordre  / 
de  !5,  et  qui,  en  tout  point  multiple  isole  de  se  comporte  comme  la 
surface  adjointe  SI  d'ordre /I  —  4- 

Le  sens  de  I'expression  se  comporte  est  donne  par  I'analyse  prece- 
dente;  en  general  il  suffira  que  la  surface  adjointe  ait,  au  point  multiple, 
un  point  multiple  du  meme  ordre  que  HI ;  si  le  cone  des  tangentes  de  JH 
en  ce  point  est  le  meme  que  celui  des  tangentes  de  i5,  ou  s'il  comprend 
une  partie  de  ce  dernier  c6ne,  la  surface  adjointe  devra  jouir  de  la 
meme  propriete  que  ID. 

Sous  le  benefice  de  celte  explication,  nous  pouvons  enoncer  la  propo- 
sition geometrique  suivante,  resultat  des  recherches  des  numeros  pre- 
cedents. 

130.  Theoreme  I.  —  Le  nonibre  de  surfaces  d'ordre  n  —  3,  lineaire- 
ment  distinctes,  adjointes  a  une  surface  liyperelliptique  queiconque  J55, 
d"*  ordre  n,  est  egal  au  genre  des  sections  planes  de  cette  surface^  diminue 
d'une  unite. 

Si  Ics  coordonnees  d'un  point  de  la  surface  hyperelliptique  proposee 
sont  proportionnelles  d  des  fonclions  tJiSta,  de  caracteristique  nulle  et 
d'' ordre  A,  ayant  en  des  points  u^,  v^•,  .  .  .  ;  Ui-,  Vf;',  .  .  .,  des  singularites 
communes  a,,  a^,  ■  ■  ■  '^ki  ■  •  ■  surfaces  adjointes  d'' ordre  n  —  3 
decouperont  sur  la  proposee  $  le  systeme  lineaire  de  courhes  ayant  pour 
equation 

li  0,  («,     +  X,  ©„(//.,  (•)+■•.  +  V-i        ("j  ^)  =  o, 

0a,  .  .  .,  designant  les  p  —  i  fonctions  th^ta,  lineairement  dis- 
tinctes, de  caracteristique  nulle  et  d'ordre  A,  qui  onl  en  chaque point  U/^,  Vj. 
la  singularite  a'^  adjointe  de  la  singularity  O/^. 

131.  Une  methode  analogue  a  celle  qui  vient  d'etre  exposee  est 
applicable  a  la  determination  des  surfaces  adjointes  d'un  ordre  quei- 
conque, n-\-q  —  4  I'expression  surfaces  adjointes  ayant  toujours  la 
signification  indiquee  au  n°  129. 

Gonsiderons  en  effet  une  surface  d'ordre  7,  queiconque  : 

V{Xi,  x.^,  x-i,  x^)  =  o;       ou       ¥{x,  z)=io. 
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La  fonction  de  //  et  v,  Y[.rt(u,  v),  .  .  .,  x„(u,  i>)]  est  une  fonction 
theta  de  caracteristique  nulle,  d'ordre  hq,  ayant  en  tout  point  singiilier 
M/f,  V/,.  la  singularite  composee  (qfy/t)  (n"  122).  II  en  resulte  que  les  inte- 
grales  abeliennes  de  premiere  espece  appartenant  a  la  courbe 

F[x,{u,  u),  .  .  .]  =  o 


seront,  a  part  j^dueij rf^  de  la  forme 


6(m,  v)  designant  une  fonction  theta  de  caracteristique  nulle  d'ordre  Z/^', 
ayant  en  chaque  point  Ui„  (^/,  la  singularite  {qo^)' ,  adjointe  de  la  singula- 
rite {qou). 

Cette  integrale  peut  etre  transformee  comme  au  n"  124. 
Considerons  la  courbe  algebrique  intersection  des  surfaces 

S(.37,  J)',  3)  =  o       et       ¥{x,y,z)  =  o. 

On  a,  le  long  de  cette  courbe, 

dx    dy 

et 


S^Fj —  S^F^     SlF'r- —  S'j-F^ 


dx  SI  du 


s;.f;-  s:f;  ~  B(s;-f:—  sif;.)  -  A(SiF.;.—  s.;,f;) 

D'ailleurs, 

(9)  ^{^i^  ^s,  •^':!,  X:,)=xl'e{x,  y,  s), 

et  par  suite,  le  long  de  la  courbe  S  =  o,  F  =  o, 

Jd¥  dx      d¥  dy      dF  dz 
^^''>  d^>~''"\dxdl>^d^'dl>'^dzdv 

d'ou,  par  les  calculs  du  n°  124, 

^=^?[B(S;.Fl-SiF;.)-A(SLF.;.-S:,Fl)]^, 

ce  qui  donne  pour  I'integrale     la  forme  definitive 

^_  fOju,  i')T>{x,y,  z)  dx 

^  ^  J         <  s;Ft-s;F;.* 
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On  a  ainsi  ramene  I'integrale  ^,  qui  est  prise  le  long  de  la  courbe 
gauche  S  =  o,  F  =  o,  a  une  forme  simple;  pour  qu'elle  soit  de  premiere 
espece,  il  faut  d'abord  que,  en  chaque  point  de  cette  courbe,  lafonction 

9(m,  ^')  D(a;,  v,  z) 

soit  egale  a  un  polynome  entier  d'ordre  «  +  y  —  4,  C(a;,  y,  z).  Or  cette 
fonction,  etant  quadruplement  periodique  en  u  et  v,  est  en  chaque  point 
de  53  une  fonction  rationnelle  de  a:,y,z',  la  surface  F  =  o  etant  quel- 
conque,  on  voit  qu'il  est  necessaire  qu'en  chaque  point  de  B  la  fonction 
rationnelle  precedente  soit  entiere,  et  Ton  a  ainsi 

e{u,  t^)D(a?,.r,     _r^,     ^,  . 
ou,  en  coordonnees  homogenes. 


(12)  Q{u,i^) 


De  plus,  la  surface  C  =  o  doit  etre  adjointe  a  la  surface  J9  :  on  le  voit, 
soit  a  I'aide  de  la  relation  qui  precede,  soit  en  exprimant  directement 
que  I'integrale 

est  finie  aux  points  ou  la  surface  F  =  o  coupe  les  lignes  multiples  de  S. 

La  reciproque  de  cette  proposition  se  demontre  sans  difficulte,  en 
suivant  la  marche  inverse,  comme  au  n"  127. 

Si  en  effet  C  =  o  est  I'equation  d'une  surface  adjointe  a  d'ordre 
n  +  q  —  4>  I'integrale 


prise  le  long  de  la  courbe  S  =  o,  F  =  o,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

'C(^, ,       "31  •^4)  dii 


f 


D(.2;,,  X,,  a:,,  x,^)  /  0F\ 


Comme  J^,  d'apres  la  premiere  forme,  est  une  integrate  abelienne  de 
premiere  espece,  on  voit  que  la  lonclion       d[x  [u  c) — —  reste 
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finie  le  long  de  la  courbe  consideree  et  par  suite  (n°'  127-128)  en  tout 
point  de  S;  ^  est  done  une  fonction  entiere  de  u,  r,  et,  en  vertu  de  son 
expression  meme,  c'est  une  fonction  th^ta,  d'ordre  qh,  et  de  caracteris- 
tique  nulle,  9(u,  (^).  La  courbe  8(«,  <')  =  o  doit  d'aiiieurs  avoir  en 
cliaque  point  U/;,  la  singularite  ((/(T/,)',  pour  que  I'integrale  reste  finie 
en  ce  point.  Done  : 

Th£oreme  II.  —  Les  surfaces  adjoiiitcs  d'ordre  n-\-  q  —  4  deterniinent 
sur  la  surface  i5  le  systeme  de  courbes  ay  ant  pour  equation  generale 

(i3)  >.,  v)^l.J.{u,  v)+...  =  o, 

les  G  etant  des  fonctions  d'ordre  hq,  de  caracteristique  nulle,  ayant  en 
Ui;,  la  singularite  (qcs/;)';  reciproquement  toute  courbe  (iZ)  est  sur  une 
surface  adjointe  d^ordre  n-\-  q  —  4- 

132.  Calculons  maintenant  le  nombre  des  surfaces  adjointes,  lineai- 
rement  distinctes,  d'ordre  n  +  ^  —  4- 

D'apres  ce  qui  precede,  il  est  egal  au  nombre  des  fonctions  6(i/,  c), 
lineairement  distinctes;  toutefois,  si  q  atteint  ou  depasse  4,  on  obtien- 
dra  d'autres  surfaces  adjointes  par  I'equation 

SQ  =  o, 

ou  Q  est  un  polynome  quelconque  d'ordre  q  —  4»  renfermant 

g(7-3)(^-2)(y-i) 

coefficients  arbitraires,  et  Ton  devra  ainsi  ajouter  au  nombre  des  fonc- 
tions 0(f^  (^)  distinctes  le  nombre 

g('/-3)(<7-^0('7-0- 

Les  fonctions  theta  lineairement  distinctes  d'ordre  hq  et  de  caracte- 
ristique nulle  sont  en  nombre  egal  a  /jV/^;  il  faut  chercher  combien, 
parmi  elles,  ont  en  chaque  point  ut„     la  singularite  composee  {ji^k)' > 

Nous  allons  d'abord  demontrer  que  les  conditions  imposees  ii  une 
fonction  theta  d'ordre  luj  et  de  caracteristique  nulle  par  les  singula- 
rites  (^a/^y  sont  independantes  entre  elles;  le  nombre  cherche  des 
fonctions  6(m,  c)  sera  done  egal  a  h'^q^  diminue  de  la  somme  des 
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nombres  des  conditions  auxquelles  equivaut  chacune  des  singularites 
considerees. 

II  a  ete  en  effet  etabli  au  n"  121  que,  si  une  courbe  0o('^  (^)  =  o  a  en 
des  points  u,,  i-, ;  u.,,  <'...;  .  .  .  des  singularite  a,,  Gj,  .  .  .,  les  conditions 
imposees  par  les  singularites  adjointes  a',,  a!,,  aux  courbes  du 

meme  ordre  et  de  la  meme  faniille  que  0^(11,  v)  =  o  sont  indepen- 
dantes;  or  si  &(u,  (-')  est  un  polynome  arbitraire  d'ordre  q  en  iv,{u,  v), 
Xi{u,  v),  Xsiu,  ('),  a:^{u,  v),  la  courbe  0o==o  n'a  pas  d'autres  singula- 
rites que  la  singularite  en  chaque  point  U/„  V/.,  et  par  suite  les 
singularites  {qo;.)'  sont  independantes,  comme  nous  voulions  I'etablir, 
pour  les  courbes  dont  I'equation  generale  s'obtient  en  annulant  une 
fonction  theta  d'ordre  hq,  de  caracteristique  nulle. 

Cherchons  maintenant  a  combien  de  conditions  equivaut  la  singula- 
rite {qo,;)'. 

Solent : 

Ckq,  le  nombre  de  conditions  auxquelles  equivaut  la  singularite  (^a/,); 
C/;,  le  nombre  analogue  pour  la  singularite  a/,; 
C^^,  le  nombre  analogue  pour  la  singularite  (qa,;)'; 

on  a,  d'apres  le  premier  theoreme  de  M.  Guccia  (n°  122)  et  celui  du 
n"  120, 

le  second  theoreme  de  M.  Guccia  (n°  122)  donne 

Ck,  =  qc,+  <7,). 

Enfin  Ton  a 

C/,=  ]{l7/,,  (7/,)  —  ^I(C7/,,  ctI-), 

en  vertu  du  premier  theoreme  de  M.  Guccia  et  de  celui  du  n"  120. 
Egalant  les  deux  valeurs  de  C/,^,  et  eliminant  C/,,  on  obtient  la  valeur 
cherchee  de  C^^, 

Clv/=  I(^C7a.,  ^o-/.)  —  ^  q{q  +  i)  1(0-^.,  a^)  +  a',). 

On  a  d'ailleurs  evidemment,  d'apres  la  definition  meme  de  la  singu- 
larite (?/,)('), 

l{qa-i,  qak)  =     I((T/,,  ct^.), 


(')  Voir  Guccia,  Rendiconti  del  Circolo  matem.  di  Palermo,  l.  Ill,  p.  aSg. 
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et,  par  suite, 

II  est  a  remarquer  que  la  somme  des  nombres  Q,^,  pour  tous  les  points 
Uu,  p/,,  est  independante  des  quantites  \{oi,,  a/,)  et  l{oii,  \  on  a  en  efFet 
(n° 123) 

n  =  ->Jl-       —  21(0-^,(7/:), 

/>  =  /i2  +  I  —  i  2  I  ((Ti,  0-;,) ; 
d'ou 

Le  nombre  des  fonctions  6(w,  c)  est  ainsi  egal  a 

Dans  cette  expression  figurent  seulement  n,f,  q. 

133.  Nous  pouvons  maintenant  enoncer  ce  theoreme  : 

Theor^me  in.  —  Le  nombre  des  surfaces  d'ordre  n-\-q  —  4)  lineaire- 
ment  distincteSy  adjointes  a.  une  surface  hyperelliptique  d^ordre  n  et  dont 
les  sections  planes  sont  de  genre  p,  est  egal  a 

Nv=^7('7-')«  +  9'(/^-i)+  g(5'-i)(/'-2)(p-3)  (•). 

Dans  cette  formule,  q  est  suppose  au  moins  egal  a  un.  Done  aussi : 

Les  surfaces  adjointes  d'ordre  n-j-  q  —  4  decoupent  surla  proposee  une 
serie  lineaire de  courhes,  dont V equation renferme  ^(^  —  i)n-{-q(p  —  i)  —  i 
parametres  arhitraires. 

134.  Remarque.  —  Le  nombre  N,,  des  surfaces  adjointes  d'ordre 
n-\-q  —  4  pent  aussi  etre  trouve  sans  faire  usage  des  formuies  de 
M.  Guccia,  par  la  voie  geometrique  suivante  : 

(^)  Le  terme  complemenlaire  ^  {q  —  i)  {q  —  2)  {q  —  3 )  ne  doit  figurer  que  si  q 

estau  moins  egal  a  quatre;  mais  comme  il  s'annule  pour  ^=1,  2,  3,  la  formule 
subsiste  pour  q^i  ■ 
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II  resulte  des  raisonnements  faits  aux  n""  119-121  que  le  nombre  des 
fonctions  8(m,  v)  est  egal  au  nombre  des  integrales  abeliennes  de  pre- 
miere espece  appartenant  a  la  courbe  F=  0,  S  =  0,  diminue  de  deux 
unites  a  cause  des  integrales  du  et  j" dv,  et  augmente  d'une  unite, 
puisque  parmi  les  fonctions  0  {u,  v)  figure  la  fonclion 

Soit  G7  le  genre  de  la  courbe  F  —  0,  S  =  0,  c'est-a-dire  le  nombre  de 
ses  integrales  abeliennes  de  premiere  espece;  il  est  toujours  entendu 
que  la  surface  d'ordre  ^,  F  =  0,  est  quelconque,  c'est-a-dire  n'a  aucune 
relation  particuliere  avecS. 

Pour  calculer  gj,  cherchons  en  combien  de  points,  distincts  de  ses 
points  multiples,  la  courbe  est  coupee  par  une  des  surfaces  adjointes 
d'ordre  n-+-  q  —  4  5  on  obtient  evidemment  une  telle  surface  en  combi- 
nant  la  surface  3D,  d'ordre  n  —  4  adjointe  a  jS,  et  une  surface  quelconque 
d'ordre  5';  cette  derniere  coupe  la  courbe  en  q-n  points,  et  Ton  a  ainsi 

2  (nr  —  i)  =  g-n  +  R,/, 

R<^  6tant  le  nombre  des  points,  situes  en  dehors  des  courbes  multiples 
de  5,  oil  la  courbe  consideree  coupe  la  surface  3D,  c'est-a-dire  le  nombre 
des  points  ou  la  surface  F=  0  coupe  les  courbes  unicursales  singulieres 
de 

Pour  q  —  i,  la  surface  F  =  0  est  un  plan ;  tn  est  alors  egal  k  p,  et  il 
vient 

■2.{p  —  i)  ==  «  +  R,. 

II  est  clair  d'ailleurs  que  ^^Ri ;  si  done  on  elimine  R,  et  R,,  on 
trouve  pour  gj 

rs—-^q{q  —  i)n-^q{p  —  i)  +  i. 

Par  suite,  le  nombre,  —  i,  des  fonctions  0  {11,  lineairement  dis- 
tinctes,  est  egal  a 

^q{q  —  i)n  +  q{p  —  i), 

comme  nous  I'avions  d^montre  par  une  voie  purement  analytique. 

135.  Parmi  les  surfaces  adjointes,  celles  qui  passent  par  toutes  les 
courbes  unicursales  singulieres  offrent  un  interet  special. 
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SoitC  =  o  une  de  ces  surfaces,  d'ordre  n-\-q — 4;  reprenons  la 
relation 

0{u,  v)  _  C{x,  J,  z) 

verifiee  en  tout  point  de  i6.  La  surface  C  =  o  passant  par  les  courbes 

C 

unicursales  singulieres,  la  fonction      consideree  comme  fonction  de 

X,  y,  z,  reste  finie  en  un  point  quelconque  d'une  de  ces  courbes,  pourvu 

toutefoisque  ce  point  nesoitpasal'infini,  c'est-a-dire  dans  le  plan  a;*  =  o. 
C  . 

II  en  resulte  que  g»  consideree  comme  fonction  de  u  et  v,  ne  devient 

pas  infinie  quand  on  y  remplace  u  et  par  les  valeurs/^A,  des  para- 
metres  ?/,  p  qui  correspondent  a  la  courbe  unicursale  consideree;  la 
fonction  ^-^^^^jouira  d'apres  (12)  de  la  meme  propriete,  et  par  suite 
la  courbe  0(?/,  v)  =  0  aura,  en  chaque  point  {ui.,  v,,),  la  meme  singula- 
rite  que  la  courbe  xl  =  o,  c'est-a-dire  la  singularity  composee  {q<^k)- 
Reciproquement,  soit  6(m,  i^)  une  fonction  theta  d'ordre  hq,  de  carac- 
teristique  nulle,  ayant  en  chaque  point C/,)  la  singularite(^a/f);  on  a 
evidemment  (n°  131) 

d{u,  u)^C{x,j,z) 

C  =  0  etant  I'equation  d'une  surface  adjointe  d'ordre  n  -{-  q  —  4-  Le  pre- 
mier membre  reste  fini  par  hypothese  quand  u  et  v  s'approchent  de  Uk, 
^le  rapport  "       etant  arbitraire^;  le  second  membre  jouit  doncde  la 

meme  propriete,  et  par  suite  g>  consideree  comme  fonction  de  x,  y,  z, 

reste  finie  le  long  des  courbes  unicursales  singulieres,  ce  qui  exige  que 
la  surface  C  =  0  passe  par  toutes  ces  courbes. 
Ainsi  : 

Theoreme  IV.  —  Les  surfaces  adjointes  d'ordre  n  q  —  4  passent 
par  les  courbes  unicursales  singulieres,  decoupent  sur  S  la  serie  lineaire 
des  courbes  compj'ises  dans  V equation 

li  9^{if,  u)  +  li9.i{u,  p')  +  . .  .=  0, 

oil  0|  (^u,  v),  ^-2  {11,  •  •  •  designent  les  fonctions  theta  lincaircment 
distinctes  d'ordre  hq,  de  caracteristique  nulle ,  ayant  en  chaque  point  ///,,  (7, 
la  singularite  composee  (qok),  et  reciproquement. 


OEUVRES   UE  GEORGES  HUMBERT. 


136.  Le  nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre  n-\-q  —  4?  lineaire- 
ment  dislinctes  et  passant  par  les  courbes  unicursales  singulieres,  est 
egal  d'apres  cela  au  nombre  des  fonctions  6(//,  v)  qu'on  vient  de  consi- 

derer  augmente  de       —  i) {q —  '^){q  —  3). 

Or  ce  nombre  est  au  moins  egal  a  h^g"^,  diminue  de  la  somme  des 
nombres  des  conditions  auxquelles  equivaut  chacune  des  singularites 
(qo;,)  :  nous  disons  au  moins,  parce  qu'il  peut  arriver,  et  qu'il  arrive  en 
effet,  que  les  conditions  imposees  aux  fonctions  theta,  d'ordre  hg  et  de 
caracteristique  nulle,  par  les  singularites  (^goi,\  ne  soient  pas  indepen- 
dantes  les  unes  des  autres. 

Le  nombre  C/,,  des  conditions  auxquelles  equivaut  la  singularite  goi; 
se  tire  des  relations  du  n°  132;  on  trouve  ainsi 

et,  par  suite,  en  tenant  eompte  des  equations  (i4)» 

1;Ca,7=  ^g{q  -h  i)  {2/1-  —  n)  —  q  {h^-\-  1  —  p). 

II  vient  done 

h"-q'-—lCkq=  ^-qiq  +  i)n  —  g{p  —  i). 

•Ainsi  : 

Le  nomhre  Uf,  des  surfaces  adjointes^  lineairement  ch'stinctes,  d'ordre 
n  +  g  —  [\,  passant  par  les  courbes  unicursales  singulieres  de  !o  est  au 
MOiNS  egal  a 

^-q{q  +i)n  —  q{p  —  i)  +  -^{q  —  l)  {q  —  l)  {q  —  Z). 

Si  g  depasse  une  certaine  limite,  on  peut  voir  que  le  nombre  n,,  est 
toujours  egal  a  cette  quantite. 

137.  Une  surface  adjointe  d'ordre  n  -\-  g  —  4  coupe  en  dehors  des 
lignes  multiples,  suivant  une  courbe  dont  le  degre,  d,,,  s'evalue  aise- 
ment. 

II  est  clair  tout  d'abord  qu'on  a 


dq=di  +  n{q  —  i); 
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on  le  voit  en  supposant  que  la  surface  adjointe  d'ordre  n  +  </  —  4  se 
decompose  en  une  surface  adjointe  d'ordre  n  —  3  et  en  une  surface 
quelconque  d'ordre  q  —  i . 

Pour  calculer  d,  observons  que  I'equation  de  la  courbe  determinee 
sur  !o  par  une  surface  adjointe  d'ordre  n  —  3  a  une  equation  de  la  forme 

Q(u,  ^>)  etant  une  fonction  theta  d'ordre  douee  en  chaque  point  sin- 
gulier,  U/,,  i^/,.,  de  la  singularite  a^. 

Le  degre  de  cette  courbe  sera  egal  aux  nombre  des  solutions  com- 
munes aux  deux  equations 

abstraction  faite  des  solutions  qui  coincident  avec  un  des  systemes  sin- 
guliers  Ui^,  Vi^.. 
On  a  ainsi 

et  par  suite,  d'apres  (i4  ), 

f/,  — 2(y)  —  1); 

d'ou 

r/,/=2(/j--i)-h/i(^  — i). 

Si  la  surface  adjointe  d'ordre  n-\-q  —  4  passe  par  les  courbes  uni- 
cursales  singulieres,  le  degre  0,  de  la  courbe  suivant  laquelle  elle  coupe 
en  outre  55;  est  de  meme  egal  a 

a,  +  /i(^  — i); 

or  ici  on  a 

i3i  =  3 h-  —  1 1(0-/,,  <7k)  =  n  ; 

d'oii 

(5y=  nq. 

Ce  resultat  est  evident,  si  Ton  observe  que  la  surface  adjointe  consi- 
deree  peut  se  decomposer  en  une  surface  d'ordre  q,  quelconque  et  en 
la  surface  adjointe  H),  d'ordre  n  —  4- 

La  difference  d',  — o,  represente  la  somme  des  degres  des  courbes 
unicursales  singulieres;  on  a 

d^  —  8i  =  2(p  —  i)  —  n. 
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Applications  g6om6triques. 

138.  Le's  resultats  generaux  auxquels  nous  sommes  parvenus  relati- 
vement  aux  surfaces  adjointes,  donnent  lieu  a  des  applications  geome- 
triques  nombreuses,  qui  vont  nous  occuper  maintenant. 

139.  I.  Tout  d'abord  ces  resultats  permettent  de  verifier,  pour  les 
surfaces  hyperelliptiques,  la  proposition  generale  si  remarquable  et  si 
importante  qui  est  due  a  M.  Nother,  et  qui  est  connue  sous  le  nom  de 
Theoremc  du  Reste  ('). 

Ce  theoreme  s'enonce  ainsi  : 

Si  line  surface  d'un  ordre  donne,  adjointe  a  unc  surface  algebrique  JS, 
coupe  celle-ci  (e/i  dehors  des  lignes  multiples) suivant  deux  courbes  c,  et  c', 
on  dit  que  c,  et  c'  sont  residuelles.  Toutecourbe  c",  residuelle  de  c, ,  est  dite 
coresiduelle  de  c',  par  rapport  a  c, . 

Cela  pose,  le  theoreme  du  Reste  est  le  suivant : 

Lorsque  sur      des  courbes  c',  c",  .  .  .  sont  coresiduelles  par  rapport  a 
unememe  courbe  c,,  elles  le  sont  egalement  par  rapport  a  toute  courbe 
residuelle  de  I'une  quclconque  d  'entrc  elles. 

Dans  le  cas  d'une  surface  hyperelliptique,  soient  0,  =  o  et  9'  =  o  les 
equations  de  deux  courbes  residuelles,  situees  sur  une  surface  adjointe 
d'ordre  n-{-  q  —  [\.  Le  produit  6,  6'  sera  une  fonction  theta,  d'ordre  hq, 
de  caracteristique  nuUe,  ayant  en  chaque  point ;//,,  P/,  la  singularitc  {q'Jk)' • 
Soient  6"=:o  une  courbe  residuelle  de  6,  =o,  et  60  =  0  une  courbe 
residuelle  de  G'  =  0;  les  produits  9,  9"  et  9^^  9'  jouiront  des  memes  pro- 
prietes  que  le  produit  0,  9'.  II  en  resulte,  sans  difficulte,  que  la  fonction 
Gj  9"  sera  aussi  une  fonction  theta  d'ordre  hq,  de  caracteristique  nulle, 
ayant  en  ;//,.,  Vi^,  la  singuiarite  {qoi,)',  ce  qui  dcmontre  que  les  courbes 
92  —  0, 9"  =  0  sontbien  sur  une  meme  surface  adjointe  d'ordre  w  -hq  —  4- 

Le  theoreme  du  Reste  est  ainsi  verifie. 

140.  II.  Soient  c,,  c^,  .  .  .,     les  courbes  d'intersection  de  B  avec  p 


(')  Math.  Annalen,  I.  Ill,  p.  Sog. 
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surfaces  adjointes,  passant  par  les  courbes  unicursales  singulieres,  et 
d'ordres  respectifs  n-\-     —  q-i,  —  4»  •  •  • » +  '/p  —  4-  Ces courbes 

sont  sur  une  meine  surface  ndjointe^  passant  par  les  courbes  unicursales, 
et  d'ordre  w  +  (5^1  +  ^2  +  •  •  •  +  (7p)  —  4- 

En  effet,  soient©,  =  0,  0^  =  0,  .. .,  0p  =  0  les  equations  des  p  courbes 
considerees;  &j{u,  v)  est  une  fonction  theta  d'ordre  hqj,  de  caracteris- 
tique  nuUe,  ayant  en  Ui,,  la  singularite  (q/O/;)  :  done  la  fonction  theta, 
de  caracteristique  nulle, 

0,0,...  0p 

est  d'ordre 

et  a  en  u/,,     la  singularite 

Ce  dernier  point  decoule  de  la  definition  meme  des  singularites  com- 
posees.  En  d'autres  termes,  la  courbc  0|02...©p  =  o  est,  d'apres  le 
numero  135,'sur  une  surface  adjointe  d'ordre 

passant  par  les  courbes  unicursales  singulieres,  ce  qui  est  la  proposi- 
tion enoncee. 

Nous  ne  donnerons  de  ce  resultat  que  Tapplication  suivante  : 

Soit  c  la  courbe  d^ordre  qn  suivant  laquelle  fo  est  coupee  par  une  surface 
adjointe  d'ordre  n-hq  —  4  passant  paries  jcourbcs  unicursales  singulieres  ; 
il  existe  une  surface  adjointe,  d'ordre  n-\-rq  —  /\,  passant  par  les  courbes 
unicursales  singulieres,  et  ayant  en  outre,  avec  S,  an  contact  d' ordre  r —  i 
tout  le  long  de  la  courbe  c. 

Voici  une  autre  proposition  de  meme  nature  que  la  precedente  : 

Soient  et  c[  deux  courbes,  intersections  de  55  avec  deux  surfaces 
adjointes  d'ordres  n-\-q  —  4etn  +  ^  —  [\,  dont  la  premiere  passe  en 
outre  par  les  courbes  unicursales  singulieres  :  ces  deux  courbes  sont  sur 
une  surface  adjointe  d^ordre  n-\-  q  -\-  s  —  4- 

En  effet,  si  0  =  o,  0'  =  o  sont  les  equations  des  deux  courbes,  la 
fonction  0  est  d'ordre  hq  et  a,  en  «/,.,  P/,,  la  singularite  {q<y/.);  0'  est 
d'ordre  sq  ct  a,  en  U/-,  V/;  la  singularite  (sd/,-)',  c'est-a-dire,  comme  on  le 
voit  aisement,  la  singularite  composee  (.y  — 4-  a^  .  Le  produit  00' 


176  OEUVRES   DE  GEORGES  HUMBERT. 

est  done  une  fonction  theta,  d'ordrc  s->rq,  ayant  en  ///,,  (^/,  la  singula- 
rite(^  +  .y  —  c'est-a-dire  [(^  4- 0 '^/•J  5  elle  est  d'ailleurs  de 

caracteristique  nulle,  comme  les  fonctions  0  et  0'.  La  proposition  est 
done  etablie;  la  reciproque  est  vraie  et  se  demontre  dc  la  meme 
maniere. 

141.  III.  Proposons-nous  de  traiter  Ic  probleme  des  sur faces  de 
contact  adjointcs,  passant  par  lescourbes  unicursales  singulicres,  c'est- 
a-dire  de  determiner  celles  de  ces  surfaces,  de  degre  n-hg  — 1\,  qui 
ontun  contact  d'ordre  donne,  /'  —  i,  avec  la  surface  In  tout  le  long  de  la 
courbe  suivant  laquelle  elles  eoupent  ectte  surface(en  dehors  des  lignes 
multiples  et  des  courbes  unicursales). 

Soit 

0  (  M  —  X,  V  —  |J. )  =  O 

I'equation  de  la  courbe  de  contact  d'une  des  surfaces  cherchees,  0  (u,  v) 
etant  une  fonction  theta  d'ordre  p  et  de  caracteristique  nulle ;  il  faut  et 
il  suffit,  pour  que  la  courbe  reponde  au  probleme  geometrique,  que 
Q''(h  —  )t,  V —  iJ.)  soit  une  fonction  theta,  d'ordre  hg,  et  que  la  courbe 
0'  (?/  —  X,  p —  [jl)=:o  soit  ['intersection  avee  J5  d'une  surface  adjointe 
d'ordre  n  +  7  —  /\,  passant  par  les  courbes  unicursales  singulieres. 
La  condition  relative  a  I'ordre  de  0'  donne  I'egalite 

rp  =  hr/. 

Nous  supposerons  que  r  est  un  diviseur  de  q,  c'est-a-dire  que  q  =  rm\ 
on  aura  done 

p  =  hm. 

En  second  lieu,  pour  que  la  courbe  0'  (/^  —  \,  v  —  [j.  )  =  0  puisse  etre 
I'intersection  de  $  avec  une  surface  adjointe  d'ordre  n-^  q  —  4  passant 
par  les  courbes  unicursales,  il  faut  d'abord  qu'elle  appartienne  a  la 
meme  famille  que  la  courbe  0o  («,  <')  =  0,  oil  ©o  est  une  fonction 

d'ordre  hq,  de  caracteristique  nulle:  cette  condition  entraine  les  con- 
gruences (n°*  HI  et  112) 

rpk  =0  X  =  —  , 

(mod  periodes),  d'oii 

rpu.  =  0  a  =  —  , 

'  /'p 

et     etant  deux  periodes  simultanees  quelconques. 
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II  faut  ensuite  que  la  courbe  Q''(u  —  a,  v  —  [j. )  =  o  ait  la  singula- 
rite  (^cj/,)  en  chaque   point  ///,,   t'/,,   ce  qui  exige  que  la  courbe 

Q(u  —  X,       [/.)  =  o  ait  en  U/-,  V/.  la  singularite     a/,.^  ?  c'est-a-dirc 

(//^a,.)(').  _  _ 

Ces  conditions  sont  d'aillours  suffisantes. 

Nous  pouvons  maintenant  former  Tequation  generale  des  courbes  de 
contact. 

En  eff'et,  ces  courbes  appartiennent  tout  d'abord  k  un  certain  nombre 
de  families,  determinees  par  I'ordre  p  ou  hm  des  fonctions  theta  corres- 
pondantes  et  par  I'un  des  systemes  de  valeurs  de  X  et  ij.  obtenus  plus 
haut.  Pour  calculer  le  nombre  de  ces  families,  il  suffit  d'observer  que 
deux  courbes 

V        rp  rpj 

oil  0o(«,  <  )  et  0,  (u,  i')  sont  des  fonclions  d'ordre  p  ou  7m,  de  caracte- 
ristique  nulle,  appartiendront  a  la  meme  famille  si  Ton  a  (n°  IH) 

p  =o,        c^est-a-dire  — '  =o 

r  p  r 

(mod  periodes). 

<J'         <:f'  tf'         cj^'  ^  ' 

p^^  =0.        c'est-a-dire  —  =o 

/•p  r 

On  aura  done  autant  de  families  distinctesqu'ily  a  de  /-''"'^  de  periodes 
simultanees,  c'est-a-dire  7-\ 

Soit  une  courbe  d'une  des  families,  0(//  — X,  r  —  [j,)  =  o;  pour 
qu'elle  soit  une  des  courbes  de  contact  clierchees,  il  ne  nous  reste  qu'a 
exprimer  qu'elle  a,  en  ;//,,  (v,  la  singularite ma/,. 

Or  I'equation  generale  des  courbes  d'une  de  nos  families  depend 
lineairement  de  p-,  c'est-a-dire  h-m^,  coefficients;  celle  de  ces  courbes 
lineairement  distinctes,  qui  onten  chaque  point  ?^A,t'A  la  singularite  ma/,, 
sont  en  nombre  au  moins  egal  a 

C/,,„  etant  le  nombre  des  conditions  auxquelles  equivaut  la  singula- 


(')  C'esl  a  ce  point  de  Tanalyse  que  nous  soniines  obliges  de  supposer  (/  =  r/n. 
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rite  mo/..  Or  on  a  trouve  (n°  13()) 

h-m-  —  2CA„i=  ^  m{m  +  i)«  —  ni  {p  —  i). 

Ainsi,  les  courbes  de  contact  cherchees  se  repartissent  en  r'  fa- 
milies; et,  dans  chaque  famille,  elles  forment  une  serie  lineaire 
^m(j7i-\-  i)n  —  m(p —  i)  —  i  fois  infinie,  au  moins. 

Ces  courbes  jouissent  de  proprietes  geometriques  simples. 
Considerons  d'abord  /•  courbes  de  contact,  appartenant  a  une  mt^me 
des     families  trouvees  plus  haut;  soient 

(9,1  U  }  P  =  O, 

 )  =  <• 

leurs  equations;  la  fonction 

p--^0.Y,/-     ...)...&,.(>,--, ...) 

\        rp  rpl      \        rp       J         \        rp  J 

est  evidemment  une  fonction  theta  d'ordre  rp,  c'est-a-dire  d'ordre  qh, 
et  de  caracteristique  nulle;  de  plus,  elle  a  en  chaque  point  i//,,  Vk  la  sin- 
gularite  ((/p/,),  puisque  chacun  des  p  facteurs  du  produit  a  la  singula- 
rite  (mo/.)  et  que  Ton  a 

q  —  pm. 

En  d'autres  termes,  les  r  courbes  considerees  sont  sur  une  surface 
adjointe  d'ordre  n-\-  q  —  4  passant  par  les  courbes  unicursales  singu- 
lieres. 

On  demontrerait  de  meme  que  par  /• — i  courbes  de  contact  don- 
nees,  appartenant  a  des  families  differentes,  et  par  les  courbes  unicur- 
sales singulieres,  on  peut  faire  passer  des  surfaces  adjointes  d'ordre 
n-\-q  —  4,  qui  decoupent  sur  S  une  des  r*  families  de  courbes  de 
contact. 

142.  L'enonce  suivant  resume  ces  resultats  : 

Soit  13  une  surface  hyperelliptique  quelconque,  (Vordre  n  et  dont  les  sec- 
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tions  planes  sont  de  genre  p;  designons  par  q,  r,  m  trois  entiers  positifs 
quelconqiies,  tels  que 

q  =  rm . 

Les  surfaces  d'ordre  n-\-  q  —  4,  adjointes  a  passant  par  les  courbes 
unicursales  singulieres  de  S,  et  ayant  avec  cette  surface  tout  le  long  dc  la 
courhe  suivant  laquelle  elles  la  coupent  en  outre,  un  contact  dordre  r  —  i , 
se  repartissent  en  r  '  systemes. 

Pour  les  surfaces  d'un  meme  systeme^  les  courbes  de  contact  appar- 
tiennent  a  un  meme  ordre  et  d  une  meme  famille:  elles  form ent,  dans 
cette  famille,  une  serie  lineaire  dont  V  equation  renfeime 

I     ,  , 

-  ni  (m-+-i)n  —  /» (p  —  i )  —  i 

2 

paramet?'es,  au  moins. 

Les  r  courbes  de  contact  de  r  surfaces  d'un  mdme  systeme  sont  sur  une 
surface  adjointe  d'ordre  n-\-q  — 1\,  passant  par  les  courbes  unicursales 
singulieres. 

Par  r  —  i  courbes  de  contact  apparlenant  a  des  systemes  quelconques  et 
par  les  courbes  unicursales  singulieres,  on  peat  mener  une  infinite  de  sur- 
faces adjointes  d'ordre  n-{-  q  —  4>  decoupent  en  outre  sur  JS  une  des  r  ' 
series  de  courbes  de  contact. 

Parmi  les  /•'  systemes  de  surfaces  de  contact,  celui  qui  correspond 
aux  valeurs  ^'  =  o,  ^'=o  est  particulierement  remarquable  :  les 
courbes  de  contact  correspondantes  ayant  pour  equation  generate 

0(;/.  (0  =  0, 

oil  &{u,  (')  est  une  fonction  d'ordre  /an,  de  caracteristique  nulle,  douee 
en  chaque  point  «/,,  ^v,  de  la  singularite  ma/;,  sont  les  intersections  de  6 
avec  les  surfaces  adjointes  d'ordre  n-\-m  —  4>  menees  par  les  courbes 
unicursales  singulieres. 

Ce  resultat  concorde  d'ailleurs  avec  une  application  faite  au  n°  140. 

Le  probleme  des  surfaces  de  contact,  dans  les  conditions  qui 
viennent  d'etre  exposees,  n'est  possible,  en  general,  que  si  le  nombre 
^m(mH-i)/?  —  m(^p  —  i)  —  I,  qui  est  celui  des  parametres  variables 
dont  depend  I'equation  des  courbes  de  contact  d'une  meme  famille, 
est  superieur  ou  egal  a  zero.  On  doit  done  avoir,  sauf  en  certains  cas 


i8o 
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exceptionnels, 

^  m{m  -h  i)  n  —  ni{p  —  i)  —  i^o  ('). 

Cette  condition  est  toujours  remplie,  n  et  p  etant  fixes,  des  que  m 
depasse  une  certaine  limite. 

En  particulier,  en  faisant  ni=  i,  on  voit  que,  si  I'inegalite 

est  verifiee,  il  existera,  quel  que  soil  q,  q"  systemes  de  surfaces  adjoinles 
d'ordre  n-\-q  —  4  passant  par  les  courbes  unicursales  singulieres,  et 
ayant  avec  15,  tout  le  long  du  reste  de  leur  intersection  avec  cette  sur- 
face, un  contact  d'ordre  q  —  i . 

143.  Terminons  par  I'expose  de  nouvelles  proprietes  des  courbes  de 
contact,  dans  le  cas  general. 

Soient  deux  courbes  de  contact,  appartenant  a  deux  families  diffe- 
rentes  : 

@\u  ,   )=o,        0|    "  ^»  ^'  !^  =0. 

\        2p  2p/  V        ap  2py 

La  fonction 

\  2p  2py        V  2p  2p/ 

est  une  fonction  theta  d'ordre  2p,  c'est-a-dire  2hm,  ayant  en  chaque 
point  W/,,  ('/.  la  singularite  (2/wa/;).  Pour  que  la  courbe  6(m,  (')  =  o  soit 
sur  une  surface  adjointe  d'ordre  n  -t-  un —  4»  passant  par  les  courbes 
unicursales  singulieres,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  de  la  meme 
famille  que  la  courbe  &o(u,  fr')  =  o,  ou  0n(«,  i')  est  une  fonction  theta, 
d'ordre  '2/im  et  de  caracteristique  nulle,  c'est-a-dire  (n"  111)  que 
Ton  ait 

 j^—  =0,  — -=o       (mod  periodes). 

Si  -  et      sont  donnes,  il  est  toujours  possible,  et  d'une  seule 


{')  Le  sysleme  remarquable  de  surfaces  de  contact  signale  plus  liaut  existe 
toujours,  meme  si  Tinegalile  n'est  pas  verifiee. 
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maniere,  de  choisir  —  et  — ?  de  maniere  a  satisfaire  a  ces  congruences. 

r        r  " 

Done  : 

Par  line  courbe  de  contact  quelconque  et  par  les  courbes  unicursales 
singulieres,  on  peat  faire  passer  une  infinite  de  surfaces  adjointes 
d'ordre  n-\-  un  —  4?  ^'''^  decoupent  en  outre  sur  ^  une  des  /-^  series  de 
courbes  de  contact. 

Cettc  serie  reste  la  rneme  quand  la  courbe  primitive  me  nt  considerce  varie 
sans  cesser  d'appartenir  a  une  meine  famille. 

On  demontre  de  meme  la  proposition  plus  generale  qui  suit  : 

Par  s  —  I  courbes  de  contact  appurtenant  a  des  families  quelconques  et 
par  les  courbes  unicursales  singiilieres ,  on  pent  faire  passer  une  infinite  de 
surfaces  adjointes  d^ordre  n-^-  sm  —  4j  5''^^  decoupent  en  outre  sur  !5  une 
des  r'  series  de  courbes  de  contact. 

Dans  cet  enonce,  ie  nombre  positif,  s,  est  quelconque,  mais  supe- 
rieur  a  i . 

On  peut  ajouter  que  chacune  des  /•'  series  de  courbes  de  contact  peut 
etre  obtenue  par  ce  procede,  les  s  —  i  courbes  primitives  etant  conve- 
nablement  choisies,  ou  plutot  etant  prises  arbitrairement  dans  des 
families  convenablement  choisies. 

Enfin  il  existe  des  relations  geometriques  entre  les  surfaces  de  con- 
tact qui  repondent  a  des  problemes  dijferents;  en  voici  un  exemple, 
qu'il  serait  aise  d'etendre. 

Considerons  deux  multiples  consecutifs  de  /■, 

q  —  rni^ 

soient  c,,^  et  c,„^,  les  courbes  de  contact  avec  13  jde  deux  surfaces 
adjointes  d'ordres  respectifs  n-\-q  —  4>  n-\-q^  —  4>  passant  par  les 
courbes  unicursales  singulieres,  et  ayant  avec  15,  tout  le  long  du  reste 
de  leur  intersection,  un  contact  d'ordre  —  i . 

Les  equations  de  ces  deux  courbes  sont  de  la  forme 

0    M  —   >  V  —   =  O, 

\       hmr         limr  J 
|_        h{m-hi)r  h{m-\-i)r\ 
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et  Ton  demontre,  comme  plus  haut,  que,  si  I'on  a 


(mod  periodes), 


les  deux  courbes  considerees  sont  sur  une  meme  surface  adjointe 
d'ordre  n-\-  im  —  3,  passant  par  les  courbes  unicursales  singulieres. 

144.  IV.  Sections  planes.  —  Le  nonibre  des  surfaces  d'ordre  n — 3 
adjointes  a  55  etant  egal  au  genre  des  sections  planes  de  cette  surface 
diminuee  d'une  unito,  on  voit  de  suite  que  les  courbes  d'ordre  n  —  3, 
adjointes  a  une  section  plane,  ne  sont  pas  toutes  situees  sur  des  surfaces 
adjointes  d'ordre  n  —  3. 

Pour  etudier  la  question  de  plus  pres,  observons  que,  parmi  les 
p  —  I  surfaces  adjointes  d'ordre  n  —  3  figurent  les  surfaces  decompo- 
sables 

D ( X, .rj  +    J".2 -I-  X3 a;,  +    x^)  =  0, 

ou  les  }<  sont  des  constantes  arbitraires,  et  ou  D  =  o  est  toujours  I'equa- 
tion  de  la  surface  adjointe  d'ordre  n  —  4- 

Soit  alorsa;a=  o,  par  exemple,  une  section  plane  de  6  :  le  plan  x^  —  o 
coupe  le  systeme  lineaire,  /)  —  2  fois  infini,  des  surfaces  adjointes 
d'ordre  n  —  3  suivant  un  systeme  lineaire  de  courbes  d'ordre  n  —  3  qui 
ne  sera  que  p  —  3  fois  infini,  puisque,  parmi  les  surfaces  adjointes, 
figure  la  surface  J)x^  =  o. 

On  obtient  ainsi/) —  2  courbes  d'ordre  n  —  3,  lineairement  distinctes, 
adjointes  a  la  section  de  i5  par  le  plan  considere;  cette  section  etant 
de  genre  p  admet  encore  deux  courbes  adjointes  distinctes  des  prece- 
dentes,  et  il  resulte  des  raisonnements  faits  aux  n°*  120,  124  que  ces 
deux  courbes  sont  necessairement  celles  qui  correspondent  aux  inte- 

grales  J^du  et  dv. 

Au  contraire,  si  5' depasse  un,  toutes  les  courbes  d'ordre  n  +  q — 4 
adjointes  a  une  section  plane  de  5  sont  les  sections,  par  le  plan  consi- 
dere, des  surfaces  d'ordre  n-{-  q  —  4  adjointes  a  ip. 

On  le  demontre  aisement  comme  il  suit  : 

En  premier  lieu,  quel  est  le  nombre  des  courbes  lineairement  dis- 
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tinctes  d'ordre  n-\-q  —  4  adjointes  a  une  courbe  plane  d'ordre  n  et 
de  genre /)?  ^  i)-  Ces  courbes  decoupent  sur  la  proposee  des  groupes 
equivalents  de  N  points  mobiles,  formant  un  systeme  non  special, 
puisque  q  depasse  un ;  p  points  d'un  de  ces  groupes  sont  done  deter- 
mines par  les  N  —  /?  autres,  et,  par  suite,  le  nombre  des  courbes 
adjointes  d'ordre  n  -h  ^  —  4,  lineairement  distinctes,  est  egal  a 

N  —p  +  1. 

Toutefois,  si  q  atteint  ou  depasse  4,  on  devra  ajouter  a  ce  nombre  le 

nombre  ^('7  —  3)((7  —  2)  des  coefficients   d'un    polynome  entier, 

d'ordre  q  —  4>  par  rapport  a  deux  variables,  afin  de  tenir  compte  des 
courbes  adjointes  qui  se  decomposent  en  la  courbe  proposee  et  en  une 
courbe  quelconque  de  degre    —  4- 

Pour  calculer  N,  il  suffit  de  considerer  le  cas  ou  la  courbe  adjointe 
d'ordre  n-^  q  —  4  se  decompose  en  une  courbe  adjointe  d'ordre  /i  —  3 
et  en  une  courbe  quelconque  d'ordre  q  —  i  ;  on  a  ainsi 

N  =  2(/?  —  1)  —  l), 

et  le  nombre  des  courbes  adjointes  lineairement  distinctes  d'ordre 
n-^  q  —  4  est  egal  a 

n{q  —  i)  +  p  ~  I  +  ^-{q  —  1)  {q  -  i). 

Gette  formule  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  q,  superieures  a 
un,  meme  pour  q  =  1  et  7  =  3,  puisque  le  terme  complementaire 

^{q  —  '^){q  —  3)  s'annule  pour  ces  deux  valeurs. 

En  second  lieu,  soit  N.^  le  nombre  des  surfaces  d'ordre  n-\-q  —  f\ 
lineairement  distinctes,  adjointes  a  6;  parmi  ces  surfaces  il  en  est  N,,_, 
qui  se  decomposent  en  une  surface  adjointe  d'ordre  n  +  q  —  S  et  en 
un  plan  donne  :  on  en  conclut  que  les  sections  par  un  plan  des  sur- 
faces adjointes  d'ordre  w  4-5'  —  4  forment  un  systeme  lineaire,  renfer- 
mant  un  nombre  de  courbes  lineairement  distinctes  egal  a 

c'est-a-dire  (n°  133) 

—    +/?  —  !+        — — 3), 
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nombre  qui  est  bien  egal  a  celui  des  courbes  d'ordre  n-\-  q  —  /j,  adjointes 
a  la  section  plane  de  la  surface 
Done  : 

Les  conrbes  d'ordre  n  -\-  q  —  [\  adjointes  a  la  section  plane  gencralc 
d'line  surface  hyperelliptique  sont  les  sections,  par  le  plan  de  la  coiirbe, 
des  surfaces  d'ordre  n  q  —  4  adjointes  d  la  surface  proposee,  des  que  q 
de  passe  r  unite. 

145.  V.  II  est  difficile  d'etablir,  sur  une  surface  hyperelliptique 
generale,  la  classification  des  courbes  algebriques  d'un  degre  donne  : 
le  degre  d,  d'une  courbe  S{u,  v)  =  o,  presentant  en  un  point  singu- 
lier  ///,,  V,;,  la  singularite  s,„  est  en  eflet,  si  Ton  designe  par  m  Tordre 
de  la  fonction  0(;^      donne  par  I'equation 

d  —  ihni  —  2  I(c7/.,  Si;)- 

Co  degre  depend  done  des  singularites  dont  la  fonction  <  )  est 

douee  aux  points  singuliers  C/,. 

II  y  a  lieu  d'observer  que  si  v)  s'annule  au  point       <^/,,  la 

courbe  &{u,  (^)==o,  sur  la  surface  15,  rencontre  la  courbe  unicursale 
singuliere  qui  correspond  aux  valeurs  U/^,  P/,  des  arguments,  et  recipro- 
quement. 

Les  courbes  qui  ne  rencontrent  aucune  des  courbes  unicursales  sin- 
gulieres  (')  sont  done,  d'apres  la  formule  precedente,  d'ordre  '2hm; 
leur  degre  est  ainsi  divisible  par  ih.  Parmi  ces  courbes,  celles  de 
degre  minimum  s'obtiennent  en  faisant  m  —  i;  elles  sont  representees 
par  I'equation  generale 

(17)  &(«—},,  ('  —  n)=o, 

ou  X  et  [X  sont  deux  constantes  quelconques  et  ^  une  fonction  th6ta 
d'ordre  un.  On  peut  supposer  que  ^{u,  v)  est  la  fonction  normale, 


d'ordre  un  et  de  caracteristique 
Nous  appellerons  courbes  y 


(n°  59). 

es  courbes  representees  par  I'equa- 


tion (17);  ces  courbes,  en  nombre  doublement  infini,  sont,  comme  on  I'a 


(')  Ces  courbes  peuvenl  couper  les  lignes  unicursales  singulieres  en  des  points 
Jixes,  qui  sont  les  points  multiples  de  premiere  cat6gorie  (n"  128). 
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dit,  les  coiirhrs  (III  plus  petit  degrc  qu''on  puisse  tracer  sur  Id  surf uce  hyper- 
ellipiique,  sans  rencontrer  les  courbes  unicursales  singulieres-^  eWes  sont 
d'ordre  2A,  ce  qui  donne  la  signification  geometrique  du  nombre  //, 
ordre  des  fonctions  theta  qui  servent  a  representer  les  coordonnees  d'un 
point  de  JS. 

Les  courbes  y  sont  de  genre  deux  et  sont  representables  point  par 
point  I'une  sur  I'autre  (n"  60). 

Sur  une  courbe  de  genre  deux,  on  appelle  points  conjugucs  deux 
points  formant  un  groupe  ^ji/j-d;  d'apres  ce  que  nous  avons  dit  au 
n"  62,  deux  points  conjugues  sur  la  courbe  'h{u  —  A,  v  —  ij.)  =  o  ont 
pour  arguments  m,  et  i\  —  u,  2[j.  —  v.  En  particulier,  les  points  d'une 
courbe  y,  qui  coincident  avec  leurs  conjugues,  sont  au  nombre  de  six 
et  ont  pour  arguments  X  -h       [j.  -f-  -j-,  en  designant  par  ^1      un  des 

six  couples  de  demi-periodes  dont  le  tableau  a  ete  donne  au  n°  59. 

Ces  six  points  seront  dits  les  pdles  de  la  courbe  y  a  laquelle  ils  appar- 
tiennent;  inversement  une  courbe  y  sera  dite  courbe  polaire  de  chacun 
de  ses  six  poles.  On  verifie  sans  difficulte  qu'^n point  quelconque  u^, 
a  six  courbes  polaires^  correspondant  aux  valeurs  de  A  et  [x  egales 
a  //„+      9o-h  -f- 

II  existe  entre  les  courbes  y  etles  points  de  ip  une  reciprocite  remar- 
quable  que  les  theoremes  suivants  mettent  en  evidence  (' ). 

146.  Considerons  les  courbes  y  qui  passent  par  un  point  donne  ^0 
et  cherchons  le  lieu  de  leurs  poles. 
Si 

(17)  2r(w  — — f/)  =  o 

est  une  de  ces  courbes,  on  aura 

(18)  —  Uq,    —  (•„)  =  0, 

puisque  xj(u,  (^)  est  une  fonction  impaire.  Si  U,  V  est  un  pole  de  la 
courbe  (17),  on  a 

u  =  >. +  v  =  fjL +-'<:;■       =   2, . . .,  6). 


(')  C'est  la  reciprocite  qui  existe  entre  les  plans  tangents  et  les  points  de  la 
surface  de  Kummer. 
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Eliminant  'k  et  \x  entre  ces  deux  equations  et  I'equation  (i8),  on  trouve 
le  lieu  cherche  : 

(ij  —  "o  —  ^ V  —  ('„  —  i 't^  =  o. 

La  courbe  representee  par  cette  equation  est  une  courbe  y,  qui  passe 
par  le  point  Uq,  ^>o  et  admet  ce  point  pour  pole.  Done  : 

Les  SIX  poles  d'luie  courbe  y  (jui posse  par  an  point  sont  chacun  sur  une 
des  six  courbes  polaires  de  ce  point. 

De  meme,  on  demontre  sans  difficulte  que  : 

Les  six  courbes  polaires  d'un  point  dhine  couj'be  y  passent  chacune  par 
un  des pdles  de  cette  courbe. 

Ces  theoremes  justifient  les  denominations  de  poles  et  de  courbes 
polaires,  et  etablissent  la  reciprocite  dont  nous  parlions  plus  haut. 

147.  Par  deux  points  donnes  de  passent  deux  courbes  y,  et  inver- 
sement  deux  courbes  y  se  coupent  en  deux  points.  Ces  propositions 
resultent  immediatement  du  theoreme  de  M.  Poincare. 

Cherchons  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  deux  points 
u^,  v^  et  U2,  (^2  pour  que  les  deux  courbes  y  qui  passent  par  ces  points 
coincident. 

Si  '^{u  —  \,v —  \k)  est  I'equation  d'une  courbe  y  passant  par  les  deux 
points,  on  a 

2r(}i  —  «i,  p.  —  Pj)  =  0,       'xs{\  —  u,^,  IX  —  (•,)  =  o. 

Ces  deux  equations  en  X,  [x  ont  deux  solutions  communes,  p.,  et 
X2,  [J.2,  liees  (n°  65)  par  les  relations 

>,i  +  }.2=  Ml  +  «„,  +  |jL.,  =  r,  +  ('„       (mod  periodes). 

Si 

l,  —  l„       et       /J.i  =  p.o, 

il  vient 

2}.,  =  Mj -1- 2fjL,=  Pi+p,       (mod  periodes). 

Ecrivant  maintenant  que  X,  et  [j.,  verifient  la  relation 
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on  trouve  la  condition  cherchee 


On  pent  donner  une  interpretation  geometrique  de  cette  formule. 
Considerons  en  effet  les  courbes  y  qui  passent  par  un  point  u^,  v..,  et 
cherchons  le  lieu  du  point  conjugue  de  Wj,  v.^  sur  chacune  d'elles. 

Soit       —  X,  V —  [J.)  =  o  une  des  courbes  y  passant  par  u..,  Cj ;  on  a 

—  «2,  fJ(.  —  P'.,)  =  o. 

Le  conjugue  de  u^,  v.2  sur  cette  courbe  a  pour  arguments 

U  —  2}.  —  II.,,  =  2  p.  —  P",  ; 

il  decrit  done  la  courbe 

(20)  ^j  =  o. 

Si  Ton  compare  maintenant  les  equations  (19)  et  (20),  on  obtient 
cette  proposition  : 

Lorsque  deux  points  sont  conjiigues  sur  une  meme  courbe  y,  la  seconde 
courbe  y  qui  passe  par  ces  deux  points  coincide  avec  la  premiere^  et  reci- 
proquement. 

148.  Une  autre  propriete  de  la  courbe  (20)  resulte  des  considerations 
suivantes. 

Chercbons  I'enveloppe  des  courbes  y  qui  passent  par  un  point 
fixe  U.2,  (^2. 

Deux  de  ces  courbes 

?j{ii  —  1,  ('  —  ij.)—o.        ?!{lf  —  }/,  V  —  f/.')  =  0 

se  coupent  en  u.,,  v^,  et  en  un  second  point,  u,    tel  que  i'on  ait 

a  +  «o=  X  +  X',  +     =  p.  +  p.'       (mod  periodes). 

Si  les  deux  courbes  primitives  sont  infiniment  voisines,  on  aura,  a 
la  limite, 

a  =  2  X  —  «.M         =  2  |j.  —  P", ; 
on  obtiendra  le  lieu  de  u,  v,  c'est-a-dire  I'enveloppe  cherchee,  en  eli- 
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minant  X,  [j.  entre  les  deux  equations  qui  precedent  et  la  relation 

—  //.,        i'„)  =  o, 

qui  exprime  que  la  courbe  y  consideree  passe  par  u.^,       il  vient  ainsi 

Done  :  L'rm  e/oppe  dcs  coiirbcs^  qui passent par  an  point  coincide  nvec 
le  lieu  des  conjugues  de  ce  point. 

Dans  cet  enonce,  nous  appelons points  conjugues  deux  points  conju- 
gues I'un  de  I'autre  sur  une  meme  courbe  y. 

149.  Cherchons  la  condition  qui  exprime  que  deux  courbes  y 

sont  tangentes  :  on  trouve  aisement,  par  des  considerations  semblables 
aux  precedentes,  que  cette  condition  est  la  suivante  : 

\       2  2 

Par  suite  : 

Lorsque  deux  points  sont  conjugues  sur  une  courbe  y,  chncune  des  six 
courbes  polaires  de  Vun  louche  une  des  six  courbes  de  V autre  ;  recipro- 
quement^  lorsque  deux  courbes  y  se  touckent,  chacun  des  six  pdles  de  Vune 
est  coniugue  d^un  des  six  pdles  de  I'autre. 

On  en  deduit  immediatement  cet  autre  theoreme  : 

Le  lieu  des  pdles  des  courbes  y  qui  touchent  une  courbe  y  fixe  se  decom- 
pose en  six  courbes,  dont  chacune  est  lieu  des  conjugues  d'un  pdle  de  la 
courbe  fixe. 

150.  Les  courbes  y  forment  une  famille  doublement  infinie  :  dans 
cette  famille  considerons  une  serie  simplement  infinie  et  algebrique  de 
courbes  y;  X  et  [j.  seront  alors  lies  par  une  relation  de  la  forme 

0(X,  fJL)  =  0, 

0(X,  p.)  designant  une  fonction  uniforme  quadruplement  periodique 
de  X,  [X,  ou,  si  Ton  veut,  une  fonction  theta  de  X,  [x. 
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Le  lieu  des  poles  des  courbes  y  considerees  est  donne  par  ['equation 

9(»-f..'-f)=o; 

il  se  decompose  done  en  six  courbes,  generalement  distinctes,  de  m6me 
genre  et  de  memes  modules. 

Plus  generalement,  sur  chacune  des  courbes 

S(«  —  1,  V  —  p(.)=:0, 

ou  X,  [x  verifient  la  relation  0(a,  \k)  =  o,  prenons  le  point  qui  corres- 
pond a  un  point  fixe  Uo>  *'o  de  la  courbe  =  o  dans  la  transfor- 
mation univoque  qui  lie  ces  deux  courbes;  ce  point  sera  (n°  60) 

II  decrit  par  suite  la  courbe 

0(;/ —  w,„  P'— r„)  =  o. 

Ainsi  : 

Soil  une  serie  algebrique ,  quelconque  (Taillears  de  courbes  y  :  le  lieu  du 
point  qui,  sur  chacune  de  ces  courbes,  correspond  univoquement  d  un  metne 
point  M  de  I'une  d'elles,  est  une  courbe  algebrique;  si  le  point  M  vai'ie,  on 
obtient  ainsi  une  infinite  simple  de  courbes  algrbriques,  qui  sont  toutes 
de  meme  genre  et  de  memes  modules  :  V equation  generale  de  ces  courbes 
est  de  la  forme 

&{u  —  a,  (>  —  [3 )  =  o, 

Q{u,  v)  etant  une  fonction  theta,  etc/.,  [3  deux parametres,  variables  d'une 
courbe  a.  Vautre,  lies  par  la  relation 

(3)=z:o. 

Inversement,  il  est  clair  que,  sur  chacune  des  nouvelles  courbes,  le 
point  qui  correspond  univoquement  a  un  meme  point  de  I'une  d'elles 
decrit  une  des  courbes  y  de  la  serie  consideree  :  la  demonstration  est 
identique  a  celle  qui  precede. 

Ces  resultats  se  generalisent  sans  difficulte. 

Soit  une  serie  quelconque  simpleinent  infinie  de  courbes  de  meme 
genre  et  de  memes  modules,  tracees  sur  une  surface  hyperelliptique  et 
comprises  dans  I'equation 

(■^0  —  X,  (' —  p)  =  o, 
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ou  0(w,  (')  est  une  fonction  theta  donnee  et  ou  X,  ^  designent  deux 
parametres  lies  par  une  relation  de  la  forme 

fJl)  =  0, 

0(X,  [J.)  etant  une  nouvelle  fonction  theta- 
Considerons  la  seconde  serie  de  courbes 

Q{u  —  a,  r  — |3)  =  o, 

OU  a  et  p  sont  deux  parametres  lies  par  la  relation 

(3)  =  o. 

Les  courbes  de  cette  nouvelle  serie  sont  aussi  de  meme  genre  et  de 
memes  modules,  et  les  deux  series  jouissent  de  la  propriete  suivante  : 

Le  lieu  (hi  point  f/iii,  sur  chacune  des  courbes  d'une  serie ^  correspond 
univoquement  d  un  mime  point  de  Vune  de  ces  courbes,  est  une  courbe  de 
r autre  serie. 

Si  les  deux  fonctions  6(m,  v)  et  ©(//,  sont  les  memes,  les  courbes 
des  deux  series  se  confondent;  il  en  est  de  meme  si  6(m,  v)  est  une 
fonction  paire  ou  impaire  et  si  &{u,  v)  =  0(i/  —  u^,  v  —  v^^\  u^,  etant 
des  constantes  donnees.  Dans  ce  dernier  cas,  les  courbes  de  la  pre- 
miere serie  passent  par  le  point  fixe      <'o-  En  particiilier  : 

Considerons  les  courbes  y  qui  passent  par  un  point  fixe  :  le  lieu  du 
point  qui  sur  chacune  d'elles  correspond  univoquement  a  un  meme  point 
d\ine  courbe  y  donnee  est  une  courbe  y  passant  par  le  point  fixe. 

Le  theoreme  du  n°  146  est  un  cas  particulier  du  precedent. 

15i.  VI.  Revenons  maintenant  aux  surfaces  adjointes  :  la  formula 
qui  fait  connaitre  le  nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre  n -i- —  4> 
lineairement  distinctes,  donne  lieu  a  une  remarque  interessante. 

On  sait  que  deux  definitions  ont  ete  proposees  pour  le  genre  d'une 
surface  d'ordre  n. 

Le  genre  geometrique,  P,  est  le  nombre  des  surfaces  d'ordre  «  —  4? 
lineairement  distinctes,  adjointes  a  la  proposee; 

Le  genre  numerique,  P',  s'obtient  en  faisant  N  =  w  —  4  dans  la  for- 
mule  qui  donne  le  nombre  des  surfaces  distinctes  d'ordre  N  satisfaisant 
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aux  conditions  des  surfaces  adjointes,  c'est-a-dire  ayant  pour  courbe 
multiple  d'ordre  /—  i  toute  courbe  multiple  d'ordre  I  et  pour  point 
multiple  d'ordre  I —  2  tout  point  multiple  d'ordre  /  de  la  proposee. 

Ces  deux  definitions,  en  apparence  identiques,  ne  le  sont  pas  reelle- 
ment;  en  efTet,  on  ne  sait  pas  determiner  a  I'aide  d'une  formule  gene- 
rale  le  nombre  des  conditions  auxquelles  equivaut,  pour  une  surface 
d'ordre  N,  I'obligation  d'avoir  pour  courbe  multiple  d'ordre  / —  i  une 
courbe  donnee,  que  si  N  est  suffisamment  grand  par  rapport  au  degre 
de  la  courbe.  Pour  ce  cas,  il  existe  une  formule  generale  exacte,  mais 
on  ne  sait  pas  pour  quelle  valeur  minimum  de  N  elle  cesse  des'appliquer. 
En  d'autres  termes,  les  courbes  et  les  points  multiples  d'une  surface 
d'ordre  n  etant  donnes,  on  sait  calculer  le  nombre  des  surfaces  adjointes 
d'ordre  N,  N  etant  suffisamment  grand  :  si  dans  la  formule  ainsi  obtenue 
on  fait  N  =  n  —  4,  rien  ne  prouve  qu'on  doive  obtenir  reellement  le 
nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre  n  —  4;  on  trouve  un  nombre  P'. 
qui  peut  differer  de  P,  mais  qui  est  egalement  interessant,  parce  qu'il 
possede  le  caractere  d'invariance  dans  les  transformations  biration- 
nelles,  comme  i'ont  montre  MM.  Cayley  et  Zeuthen. 

Pour  les  surfaces  representables  point  par  point  sur  le  champ  hyper- 
elliptique,  on  a  (n°  102) 

1^  =  1; 

quant  a  P',  on  le  calculera,  d'apres  ce  qui  precede,  en  faisant  q  —  o 
dans  la  formule  qui  donne  le  nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre 
n-^  q —  4»  et  Ton  trouve  ainsi 

P'=-i. 

Les  deux  nombres  P  et  P'  sont  done  differents.  II  convient  de  sup- 
poser,  dans  cette  application,  que  la  surface  6  n'a  pas  de  points  mul- 
tiples isoles;  en  ce  cas,  notre  definition  des  surfaces  adjointes  coincide 
avec  celle  qui  est  generalement  adoptee. 

CHAPITRE  IV. 

CLASSES   PARTICULIERES  DE  SURFACES  HYPERELLIPTIQUES. 

152.  Les  plus  simples  des  surfaces  hyperelliptiques  sont  cdles  qui 
n'ont pas  de  courbes  unicursales  singulieres. 
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Pour  line  de  ces  surfaces,  les  fonctions  x^{u,  v),  x.,(u,  t),  x.t(u,  i-), 
x^{u,  v)  sont  quatre  fonctions  theta,  de  caracteristique  nulle,  d'ordre  h, 
ne  s'annulant  simultanement  pour  aucun  systeme  de  valeiirs  des  para- 
metres. 

Les  formules  du  n"  123  donnent  alors,  pour  I'ordre  n  de  la  surface  et 
le  genre p  de  ses  sections  planes, 

/I  =  2/1-        p  —  n--\-i        ou       /)  =  • 

2 

Ainsi  : 

Si  line  surface  hyperelliptique  na pas  de  courbes  unicursales  singulieres, 
son  ordre  est  le  double  d'un  carre. 

153.  Surfaces  adjointes.  —  Le  nombre  des  surfaces  adjointes,  lineai- 
rement  distinctes,  d'ordre  n q  —  4»  a  pour  expression  (n°  133) 

^{q  -i)(q  —  2){q  -  3); 

ces  surfaces  decoupent,  sur  la  proposee,  un  systeme  lineaire  q-h'^ —  i 
fois  infini  de  courbes  ayant  pour  equation  generale  (n"  131) 

ou  0,(?/,  p),  .  .  .,  Q^y,,(u,  i')  designent  q-h'  fonctions  theta,  d'ordre  qh 
et  de  caracteristique  nulle,  lineairement  distinctes;  en  d'autres  termes, 
fo;//<?  fonction  theta,  d'ordre  qh  et  de  caracteristique  nulle,  egaleeazero, 
represente  sur  $  une  courbe  qui  est  I'intersection  de  Savecune  surface 
adjointe  d'ordre  n-h  q  —  4  (')• 

Le  degre  de  cette  courbe  est  egal  a  2qh^  ou  qn  (n°  137). 

Le  probleme  des  surfaces  adjointes  de  contact  est  susceptible  d'une 
solution  plus  complete  que  dans  le  cas  general. 

Cherchons  les  surfaces  adjointes  d'ordre  n  +  q  —  l\  qui  ont  avec  6, 
tout  le  long  de  la  courbe  commune,  un  contact  d'ordre  —  i  :  on  voit, 
comme  au  n"  141,  que  le  probleme  n'est  possible  que  si  Ton  a 

hq  =  rp, 


(')  Four  abreger,  nous  dirons  qu'une  courbe  est  rinlerseclioii  de  S  avec  une  sur- 
face adjointe  quand  elle  conslitue,  jointe  aux  courbes  multiples,  Tinlersection 
complete  des  deux  surfaces. 
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p  elant  un  entier;  mais  il  n'est  pas  necessaire  de  supposor  ici  que  r 
divise  g,  et  le  pro'  leme  comporte  ainsi  une  solution  plus  etendue  que 
celui  des  surfaces  adjointes  de  contact  passant  par  les  courbes  unicur- 
sales  singulieres  d'une  surface  hyperclliptique  generale. 

Soit  Q(u  —  X,  ^ — 1^-)  =  ^  ['equation  d'une  des  courbes  de  contact 
cherchees;  0(u,  c)  sera  une  fonction  theta  quelconque ,  d'ordre  p  et  de 
caracteristiquc  nulle;  A,  \}.  seront  deux  constantes  verifiant  les  con- 
gruences, 

/•p}.  =  o  ) 

(mod  penodes ). 

/■  p/ji  =  o  ) 

On  le  demontre  par  la  methode  appliquee  au  n°  1  'j  I . 

On  en  conclut,  toujours  comme  au  n"  14) ,  que  les  courbes  de  contact 
sont  tontes  celles  qui  appartiennent  a  /"  families,  et  Ton  pent  enoncer 
le  theoreme  general  suivant  : 

Soit  JSp  uric  surface  hypcreliiptique  sans  courbes  unicursales  singulieres, 
d^ordrc  n(=  ilr^;  designons  pur     r,  p  des  entiers  posilifs  tels  que 

(jh  —  rp. 

Les  surfaces  d''ordre  n-\-  q  —  4  (idjoinles  d  !5,  et  ay  ant  aire  cette  sur- 
face, tout  le  long  de  lew  courbe  d' intersection  (non  multiple),  un  contact 
d'ordre  r —  i,  se  repartissent  en  r'  systemes. 

Pour  les  surfaces  d'un  systeme,  les  courbes  de  contact  sont  des  courbes 
d'un  mime  ordrc  et  d'une  merne  famille,  et  forment  une  -scrie  lineaire 
^"^  —  I  fois  infinie.  Inversement  toute  courbe  de  I'ordre  et  de  la  famille 
consideree  est  la  courbe  de  contact  d'une  des  surfaces  du  systeme. 

Les  r  courbes  de  contact  de  r  surfaces  d  un  meme  systeme  sont  sur  une 
surface  adjointe  d'ordre  n  +  q  —  4- 

Par  r  —  I  courbes  de  contact  appartenant  d  des  systemes  quelconques  on 
peut  mener  une  surface  adjointe  d^ordre  n-{-q  —  4?  coupe  en  outre 
J9  suivant  une  r'*'"^  courbe  de  contact. 

Cette  theorie  est  au  fond  la  meme  que  celle  qui  a  ete  exposee  au 
n"  117  pour  les  courbes  du  champ  hyperclliptique  sans  point  singulier. 
En  particulier,  si  Ton  fait  q=  i,  r=h,  on  voit  que  : 

11  existc  h"  surfaces  d'ordre  n  —  3  adjointes  d  !o  et  ay  ant  avec  cette 
surface,  le  long  de  leur  intersection,  un  contact  d'ordre  h  —  i . 
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Les  h*  courbes  de  contact  sont  des  courbes  y;  par  7- —  i  d'entre.  elles 
passe  line  surface  adjointe  d''ordre  n  —  3,  coupant  en  outre  ^  suivant  une 
j.iemc  courbes. 

On  a  des  theoremes  tout  a  fait  analogues  pour  les  surfaces  adjointes 
d'ordre  n  -f-  ^  —  4  passant  par  une  ou  plusieurs  courbes  donnees  sur  6 
et  ayant  en  outre  avec  ii,  tout  le  long  du  reste  de  I'intersection,  un 
contact  d'ordre  /•  —  i ;  ces  surfaces  se  repartissent  encore  en  sys- 
temes;  les  courbes  de  contact  de  /•  surfaces  d'un  meme  systeme  et  les 
courbes  fixes  donnees  sur  !5  sont  sur  une  meme  surface  adjointe  d'ordre 
n  +  </  —  4,  

Ces  proprietes,  qui  offrent  une  analogic  complete  avec  celles  que  Ton 
a  etablies  pour  les  courbes  de  contact  adjointes  a  une  courbe  plane,  ne 
s'etendent  pas,  du  moins,  sous  cette  forme  generate,  aux  surfaces 
hyperelliptiques  douees  de  courbes  unicursales  singulieres. 

154.  Courbes  tracees  sur  la  surface.  —  L'equation  d'une  courbe  alge- 
brique  quelconque  tracee  sur  J5  s'obtient  en  egalanta  zero  une  fonction 
theta  :  si  q  est  I'ordre  de  celle-ci,  le  degre  dela  courbe  correspondante 
sera  ihq  \  ainsi,  les  degres  des  courbes  tracees  sur  JSsont  des  multiples 
de  2h. 

Si  q  estinferieur  a  A,  on  pent,  a  une  fonction  theta  d'ordre  q,  associer 
au  moins  une  fonction  d'ordre  h —  q,  de  telle  sorte  que  le  produit  des 
deux  fonclions  soit  une  fonction  theta  d'ordre  //  et  de  caract6ristique 
nulle  (n"  1 16) ;  done  : 

Par  une  courbe  quelconque^  tracee  sur  B,  et  dont  Vordre  est  inferieur  a 
Vordre  n  de  la  surface,  on  peut  faire  passer  an  moins  une  surf  ace  adjointe 
d'ordre  n  —  3. 

De  plus  : 

Si  iqh  est  I'ordre  de  la  courbe  considered,  le  nombre  des  surfaces 
adjointes  d'ordre  n  —  3,  lineairemcnt  distinctes,  passant  par  la  courbe  ^  est 
egal  a  (Ji  —  </)'- , 

De  meme  on  demontrerait  que  : 

Par  une  courbe  d'ordre  2qh,  tracee  sur  S,  et  dont  Vordre  est  cornpris 
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entre  n  ct  in  —  i  {c'cst-d-dirc  telle  que  -xh  ^  ^^/')  on  pent  faire  passer 
{ih  —  q)'^  surfaces  adjointes  d\)rdre  n —  2,  lineairement  distinctes,  etc. 

Rien  n'esl  plus  aise  que  de  determiner  toutes  les  courbes  d'un  degre 
donne  ihq,  que  Ton  peut  tracer  sur  $  :  leur  equation  generale  est  de  la 
forme 

>,, 9,  ( «  -  /.,  ('  -  ^jl)  +  }.,  0,{u  —  }.,  !•  -  p.)  +  •  •  •  +  >-/'^ ^'r ( "  —     ^'  -     =  o. 

ou  A, ,  .  .  . , /s,=,  A,  |j.  sont  des  constantes  arbitraires,  et  ou  8,(//,  p), 
62(//,  <),... ,  designent  q"'  fonctions  theta  lineairement  distinctes, 
d'ordre  q  et  de  caracteristique  nulle. 

Les  courbes  du  plus  petit  degre,  que  Ton  puisse  tracer  sur  la  surface, 
ont  I'ordre  ih,  et  sont  les  courbes  y  ('). 

155.  Remarque.  —  Les  courbes  decoupees  sur  6  par  les  surfaces 
adjointes  d'ordre  n-\-  q  —  [\  forment  un  systeme  lineaire  q'h^  —  i  fois 
infini;  le  genre  de  ccs  courbes  est  q'^h-  -\-  i  (n"  114);  deux  d'entre  clles 
se  coupent  en  7.q-h-  points,  d'apres  le  theoreme  de  M.  Poincare :  la  con- 
naissance  de  ces  nombres  nous  permet  de  discuter  une  formule,  due 
a  }\.  Nother,  et  qui  est  une  extension  aux  surfaces  du  iheoreme  de 
Riemann-Roch  relatif  aux  courbes  algebriques. 

D'apres  M.  Nother,  si  Ton  appelle  : 

C,  des  courbes  du  genre  71,  situees  sur  une  surface  algebrique  S,  et  for- 

mant  un  systeme  lineaire  Q  fois  infini; 
5,  le  nombre  de  points  d'intersection  de  deux  courbes  C; 
P,  le  genre  de  la  surface  S,  supposee  de  degre  n\ 

p,  le  nombre  des  surfaces  d'ordre  n  —  4  lineairement  distinctes  adjointes 
a  55,  et  passant  par  une  courbe  C, 

(')  II  est  a  observer  que  les  courbes  y,  bien  qu'etanl  toutes  du  meme  ordre  et  du 
meme  genre  el  formanl  un  systeme  continu,  n'appartiennenl  pas  a  une  serie 
lineaire  de  courbes  de  meme  ordre  qu'elles,  c'est-a-dire  de  courbes  decoupees 
sur  S  par  un  systeme  lineaire  de  surfaces,  chaque  surface  mobile  ne  decoupant 
qu'une  courbe.  Ce  fail  ne  s'esl  pas  presente  sur  la  surface  de  Kuninier,  ou  loules 
les  courbes  d'un  degre  donne  se  repartissaient  en  une  ou  plusieurs  series  lineaires; 
la  raison  generale  de  celle  difterence  tient  a  Texislence  sur  S  des  deux  integrales 

de  premiere  espece  J* du  el  J* dv,  comme  nous  Tavons  raonlre  dans  une  Note 

inseree  aux  Comptes  rendus  de  V Academie  des  Sciences  (28  aoul  iSgl). 
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on  a  I'inegalite 

—  TT—  p  +  I. 

Si  nous  appliquons  la  formulo  a  iine  surface  hyperelliptique  et  au 
systeme  des  courbes  C  decoupees  sur  elle  par  les  surfaces  adjointes 
d'ordre  n-\-  q  —  f\,  nous  trouvons,  puisque  0  =  0, 

(/-A"-— I  >  P -t- a^-/*-— (7-/t-  + i)  4- I       ou       —  i^P- 

Or,  le  genre  geometrique,  P  est  egal  a  i ;  la  formula  n'est  done  pas 
verifiee  pour  celte  valeur  de  P.  Elle  Test  au  contraire  si  Ton  introduit, 
au  lieu  du  genre  geometrique,  le  genre  numerique  P',  egal  ici  a  —  i.  II 
y  a  done  lieu  de  penser  que  la  formule  generale  de  M.  Nother  doit  etre 
precisee,  soit  dans  le  sens  que  nous  indiquons,  soit  en  tenant  comptc 
des  integrales  de  differentielles  totales  de  premiere  espece  appartenant 
a  la  surface. 

156.  Les  surfaces  hyperelliptiques  qui  nont  pour  courbes  unicursales 
singulieres  que  des  droites,  c'est-a-dire  pour  lesquelles  lesquatre  courbes 
coordonnees  Xj{u,  c)  considerees  dans  le  champ  hyperelliptique  n'ont 
en  commun  que  des  points  simples,  jouissent  d'une  propriete  speciale. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  la  singularite  cj/,,  que  presentent  les  courbes 
Xj{u,  (')  =  0  en  un  de  leurs  points  simples  communs,  n'est  pas  une  sin- 
gularite proprement  dite,  et  les  courbes  adjointes  ne  sont  pas  assu- 
jetties  a  passer  par  ce  point.  En  d'autres  termes,  la  singularite  0',^  n'existe 
pas. 

II  en  resulte  (n°  130)  que  les  surfaces  adjointes  d'ordre  n  —  3  decou- 
peront  sur  6  la  scrie  lineaire  de  courbes  dont  I'equation  s'obtient  en 
egalant  a  zero  une  fonction  theta  quelconque  d'ordre  h  et  de  caract6ris- 
tiqiie  nuUe,  renfermant,  par  suite,  sous  forme  lineaire  et  homogene, 
h-  coefficients  arbitraires. 

Les  proprietes  des  surfaces  de  contact  adjointes  d'ordre  n  —  3  seront 
ainsi  les  memes,  pour  la  surface  55  consideree,  que  pour  les  surfaces 
sans  courbes  unicursales  singulieres,  en  particulier  il  existe/j*  surfaces 
adjointes  d'ordre  n  —  3  ayant  avec  le  long  de  leur  intersection,  un 
contact  d'ordre  //  —  i,  etc. 

Le  nombre  h  est  lie  ici  au  genre  p  des  sections  planes  de  6  par  la 
relation 

p  —  h--ir  I. 
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CnAPITRE  V. 

ETUDE  DE  QUELQUES  SURFACES  HYPERELLlPTrQUES. 

157.  Nous  etudierons,  dans  ce  Chapitre,  quelques  surfaces  represen- 
tables  point  par  point  sur  le  champ  hyperelliptique  :  nous  n'avons  pas 
reussi  a  determiner  d'une  manicre  generale  le  degre  minimum  des  sur- 
faces de  cette  nature;  il  resulte  des  recherches  de  M.  Picard  que  ce 
degre  est  superieura  cinq  ;  nous  avons,  d'autre  part,  forme  des  surfaces 
hyperelliptiques  d'ordre  huit.  II  ne  resterait  done,  pour  combler  la 
lacune,  qu'a  former  des  surfaces  d'ordre  six  et  sept,  ou  a  demontrer,  ce 
qui  semble  probable,  que  le  degre  doit  necessairement  depasser  sept. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  faire  connaitre  et  etudier  quelques 
surfaces  d'ordre  huit. 

158.  Soient  3u(//,  r),  v),  ^2(11,  *0'  -^aC"'  quatre  fonctions 
theta  noi-males,  du  premier  ordre,  formant  un  groupe  de  Rosenhain 
(n°  20)  :  pour  fixer  les  idees,  nous  supposerons  qu'elles  ont  respective- 
ment  pour  symboles  (n°  20)      ,  12',  i3',  . 

La  fonction  .^o(",  «')  est  ainsi  la  fonction  theta  (paire)  d'ordre  un,  de 
caracteristique  nulle,  ct  les  trois  fonctions  Sr,,  .^2,  s'annulent  pour  la 
demi-periode  n  =  o,  v  —  o. 

De  plus,  le  produit  S'o.^i  .'7.,5-3  etant  une  fonction  impaire,  de  caracte- 
ristique nulle  (n°21),  il  en  sera  de  meme  du  produit 

Cela  pose,  considerons  la  surface  definie  par  les  relations 

(1)  iZ'j       &,|!trj',         J".,  :zz:  S'l, ,         U-';;       ^7„^7r!,         j;,',^  nzz  I?., 

ou,  en  coordonnees  cartesiennes, 

( ^\  ^  "^O'-^i  T  -^n  ,  

V  2  j  —  '  }  —  cT"^ '  -  —  • 

Les  quatre  fonctions  coordonnees,  Xj{u,  v),  sont  des  fonctions  theta, 
d'ordre  trois  et  de  caracteristique  nulle,  s'annulant  a  la  fois  pour  les 
valeurs  de  11,  v  qui  verifient  les  equations 

r=  o,        2rj272&.  =  o 

et  qui  sont  au  nombre  de  six,  d'apres  le  theorems  de  M.  Poincare.  De 
plus,  les  fonctions  Ir,,  S-,,  .^3  devenant  nulles  pour  w  ~  o,    —  0,  le 
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point  =  0,  \' =  o  est  un  point  double  pour  les  courbes  du  champ 
hyperelliptique     (;^,  (•)  =  0,  (^)  =  o,  x_^(u,v)  =  o  et  un  point 

triple  pour  la  courbe  cc,,(u,  i^)  =  o;  par  suite,  c'est  un  point  double 
pour  toute  courbe  '/.,.x,  -h')^-iOc.2-}-X3CCs  -h}.j,x^  =  o  et  il  diminue  le 
degre  de  la  surface  (i)  de  quatre  unites  (n°  123). 

En  resume,  les  zeros  communs  aux  fonctions  diminuent  le 

degre  de  6  +  4  =  lo  unites ;  ce  degre  est  done  egal  a  2.3'-—  i  o  =  8. 
Ainsi  : 

La  surface  definie par  les  relations  (i)  est  d'ordre  hint. 

Nous  la  designerons  par  Z. 

II  est  aise  d'obtenir  son  equation. 

Les  relations  (i)  donnent  en  effet  sans  difficulte. 

\^)  ~'o    ~>   ' 

C^2  1  I  ^„  I 

«/q  «/q  ™/q 

les  fonctions  3-,,  'b'i,  sont  done  respectivement  proportion nelles 
2l  x^x,2x■^•,  x^x',/,  x^x];  x-^x^,  et  I'equation  de  la  surface  S  s'obtiendra 
en  remplacant  £r^,  'h],  -si,  par  leurs  valeurs  proportionnelles  dans 
I'equation  homogene  classique  qui  lie  les  carres  de  quatre  fonctions 
theta  d'un  meme  groupe  de  Rosenhain. 
Cette  derniere  relation  est  la  suivante  : 

(4)  +        )  +  a5 (S?;;^^  +  S?; Sj] )  +  ai  ) 

—  2  a.,    &5  Sij  (  Si  ,'l  —       —  2  Oj  a^.     2< ( -h  "b:, ) 

—  2rt,a3fS72(2r;;  +  Sr^)  —  2a,fl,&^&7      —  SrJ ) 

-H  2«,  fl;,&f,27.]  (S?;  +  !^r^, )  —  2  0ia.,27^&!;  (S?:;  +  ."j.])  +  2}i&^=7ac;2  2;2__  q_ 

Les  coefficients  ^2,  Aj,  X  dependent  des  periodes  des  fonctions 
hyperelliptiques  considerees ;  nous  renverrons,  pour  leur  expression,  au 
Memoire  de  Rosenhain. 

On  a,  d'apres  cela,  pour  I'equation  de  S 

(5)  a\x'ixl  {x\  +  x'l )  +  aix'\x\{x'!^  -\-  x\)  +  aix^x:,  {xl  +  x\ ) 

—  2aia2a:^a;ia;2(.r7.a;5  +  -t'J )  —  ia.,ai^x\x.2XiX'i{x\  —  x\) 
+  2a1a3.aJ2.r1.r3.rl  {x'\  ^  x\)  —  2ai  a«^x\x.^  x«x\{x'\  +  x\) 

+  'i.'kx'\x\x\x\:=0. 
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Remplacant  ^>  ^7' par  x,  y,  j,  on  obtiendrait  Toquation  carte- 
sienne  de  S,  a  laquelle  nous  donnerons  plus  loin  une  forme  simple  ('). 


159.  On  volt  que  2  est  bien  du  huitieme  ordre;  cette  surface,  en 
coordonnees  carlesiennes,  admet  pour  centre  Torigine  x  =  o,  y  =  o, 
z  =  0,  ainsi  qu'on  poiivait  s'en  rendre  compte  a  priori :  en  effet,  si  Ton 
change  u  et  ^'  en  —  ii,  —  c,  les  fonctions  x,,  x^,  X3  restent  inalterees 
etx^  change  de  signe,  puisque  'b^,  .r,,  x^l,  sont  des  fonctions  paires 
et  que  .'^i  SaS'a  est  une  fonction  impaire. 

La  surface  2  est  liee  d'une  nianiere  simple  a  la  surface  dc  Kummer. 
Posons  en  effet 

(6)  \=§A„.v),        Y=2|(,/,  n,        Z=2|(«,  r). 

"'0  •"'0  "'a 

Le  point  X,  Y,  Z  decrit  une  surface  de  Kummer,  puisque  ^l,  r;,  x::,  r!; 
sont  des  fonctions  theta  d'ordre  deux  et  de  caracteristique  nulle,  lineai- 
rement  distinctes  (n°  12);  cette  surface  admet  pour  plans  singuliers  les 
plans  de  coordonnees  et  le  plan  de  I'infini,  qui  forment  un  tetraedre  de 
Rosenhain. 

Entre  les  coordonnees  X,  Y,  Z  d'un  point  de  la  surface  de  Kummer 
et  les  coordonnees  'x,y,  z  d'un  point  de  H  correspondant  aux  memes 
valeurs  de  u,  v,  on  trouve  aisement,  en  eliminant  les  .r,  entre  les  rela- 
tions (2)  et  (6),  les  equations 

(7)  X  =  -,        Y=— ,        Z=:— ; 

^■z  xz  xy 

d'oil  Ton  tire 

Y  Y  7 

(8)  x  = 


VXVZ  vX^Z  ^ XYZ 

Ainsi  a  un  point  de  la  surface  de  Kummer  correspondent  deux  points 
de  2  symetriques  par  rapport  a  I'origine  et  a  un  point  de  2  correspond 
un  seul  point  de  la  surface  de  Kummer. 

Soient  K(^X,  Y,  Z)  =  o    I'equation  de  cette  derniere  surface  et 


(')  L'equalion  (5)  represeale,  quelles  que  soienl  les  constanles  O;.,  /.,  une 

surface  2.  parce  que  I'equation  (4),  ou  les  2;  sont  considerees  comnie  des  coor- 
donnees homogeiies.  represenle  toujours  une  surface  de  Kummer  {voir  le  n"  139). 
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l(^a?,  y,  z)  =  o  celle  tie  1;  on  a,  d'apres  (4)  et  (G), 

k(X,  Y,  Z)  =  C,(X.  V,  Z)  +  2B,(X,  Y,  Z)  + An(X,  Y,  Z), 

Co,  B.,,  etant  des  polynomes  homogenes  en  X,  Y,  Zd'ordre  marque 
par  I'indice 

C.,=     r/'yX-4-  al\--h  ar:7J —  ^ciia^XY  —  2«,f/.,XZ  —  2a.,a,,YZ, 

B,     —  a,  a,  X  ( Y-  —  Z- )  +  « ,  a,  Y  ( X'^  +  Z'^ )  —    ,  a,  Z  ( X^  +  Y^ )  +  >.  X  YZ, 

A.,=     r/,YZ  — rt.ZX -rt.XY. 

On  en  deduit  pour  le  polynome  Zicc,y,  z)  la  forme  simple 

(9)     ^{■^■,y^  =-)=^'-y----C.,{u:,  y,  z.)  -h  '2.rrz]\{a;,  y,      +  Arl (.r,  j-,  z); 

on  a  de  plus  identiquement 

("»)  K(.r,  y,  z)=       '.  _,  !( J,  r,  i:). 

160.  Cela  pose,  les  formes  (  5),  (9)  ct  (10)  que  nous  avons  donnees 
a  I'equation  de  la  surface  Z  mettent  en  evidence  les  proprietes  sui- 
vantes. 

En  coordonnoes  homogenes,  les  six  aretes  du  tetraedre  de  reference 
sont  des  droites  doubles  de  2.  Les  trois  aretes  qui  partent  du  point 

=j:.i=cc;f  =  o,  c'est-a-dire  les  trois  axes  des  coordonnees  carte- 
siennes,  sont  en  meme  temps  des  courbes  unicursales  singuliores  :  en 
effet,  les  courbes  unicursales  singulieres  de  2,  abstraction  faite  de  celie 
qu'on  oblient  on  faisant  11  =  0,  r  =  o-,  correspondent  aux  valeurs  de 
u,  rqui  annulent  simultanement  Sr„  et  Or  les  quatre  fonctions 

r,,  r^,  ^3  forment  un  groupe  de  J»osenhain  et  par  suite  des  deux 
systemes  de  valeurs  (demi-periodes)  de  //,  c  qui  annulent  a  la  fois 
et  J, ;  I'un  annule     et  I'autre  annule  Sr^.  Meine  remarque  pour  les  sys- 
temes qui  annulent  a  la  fois  S-q  et  j,,  ou  .^q  et  r^. 

II  en  rcsulte,  si  Ton  se  reporte  aux  relations  (i),  que  les  courbes 
unicursales  singulieres  considerees  se  reduisent  aux  trois  droiles 

—  o,  =  o;  X,  =  o,  a:-^  =  o;  x.,  —  o,  a;,,  =  o;  chacune  d'elles  etant 
obtenue  deux  fois. 

La  courbe  unicursale  singuliere  qui  correspond  aux  valeurs  11  =  0, 
v  =  o  est  une  conique,  qui  est situee  dans  le  plan  x^  =  o;  en  effet, 
S,,      '^■i  s'annulent  pour  u  —o,<>  —  o,  et  'b^  ne  s'annule  pas;  si  done 
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on  donne  a  u  ct  <•  des  valeurs  tres  petites,  t')  est  infiniment  petit 

par  rapport  aux  trois  autres  fonctions 

L'equation  de  cettc  conique  s'obtient  en  faisant  x,  =  o  dans  (.^)  et  en 
divisant  par  x'\,  xl,  x'l ;  on  obtient  ainsi 

C2(X,,  J?2,  ^V)  =  O. 

C'est  une  conique  qui  touche  les  trois  aretes  du  tetraedre  de  reference 
situees  dans  le  plan  x,^  =  o. 

En  coordonnees  cartesiennes  (9),  on  voit  que  I'origine  est  un  point 
quadruple  de  1;  le  cone  des  tangentes  en  ce  point  est  le  cone  du  second 
ordre 

As(^,  r,     =  o 

compte  douxfois;  ce  cone  passe  par  les  trois  axes  de  coordonnees.  II 
est  a  observer  que  I'origine  (ou  le  point  x^=x.,—  x-^  =  o)  est  un  point 
multiple  de  premiere  catcgorie  (n"  128);  si  en  effet,  dans  les  rela- 
tions (i),  on  donne  a  11,  v  des  valeurs  annulant  .ro(?/,  <'),  on  trouve 


161.  La  surface  d'ordre  quatre  adjointe  a  se  trouve  aisenient;  on 
pourrait  la  chercher  directement  par  I'etude  des  lignes  doubles,  mais 
la  marche  suivante  est  plus  simple. 

La  surface  deKummer,  K(X,  Y,  Z)  =  o,  admet,  comme  nous  le  savons, 
une  integralc  double  defonction  rationnelle  ne  devenantjamais  infinie ; 
la  fonction  K  etant  d'ordre  quatre,  cetto  integrale  a  pour  expression 

r  r  (IX  ciY 
J  J     Kz  ' 

Sous  le  signe  remplacons  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  (7)  en  fonc- 
tion rationnelle  de  x,  y,  z,  c'est-a-dire  par-^,  —  ,  — ;  I'integrale  nou- 

y  z   xz  xy 

velle  restera  finie  pour  tons  les  systemes  de  valeurs  de  x,  j,  qui  cor- 
respondent a  un  point  de  la  surface  H,  et  par  suite  elle  sera  de  la  forme 

J  jD[x,y,^)dxdy  ^ 

D  etant  le  polynome  d'ordre  quatre  adjoint  a  2. 
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Or  les  relations 
donnent 


(I  I)  (IX  d\ 


  dxdy  /   dz         dz  \ 


^  et  ^  etant  les  derivees  partielles  de  z  par  rapport  a  a;  et  a  j,  deduites 
de  la  relation 

1{x,  7,  ;)  =  o. 

La  relation  identique  (lo), 

K(X,  Y,  Z)=— y,z) 

J 

donne,  en  chaque  point  de  la  surface  1^  =  0, 

^>  ^>     etant  les  derivees  partielles,  par  rapport  a  Z,  de  x,  j,  z 

consideres  comme  fonctions  des  trois  variables  X,  Y,  Z.  Or  on  tire 
de  (8) 

_    dx_      X  _    dy  _      Y  dz  _  i 


Zy/XYZ  dZ      Zy/XYZ  ^XYZ 

et,  en  rempla(;ant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  en  x,  y,  z,  il  vienl 

D'ailleurs,  on  a 
et,  par  suite,  d'apres  (i  i)  et  (12), 

Cette  formule  montre  que  la  surface  adjointe  D  =  o  a  pour  equation 
xyz  =  o,  c'est-a-dire  en  revenant  aux  coordonnees  homogenes, 
X,  x^x^x^  =  o,  puisque  cette  surface  est  d'ordre  quatre. 

La  surface  adjointe  du  quatrieme  degre  se  decompose  done  en  quatre 
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plans,  qui  sont  les  faces  da  tetraedre  de  reference  :  il  en  resulte  quo  la 
surface  2  n'a  pas  d'autres  lignes  multiples  que  les  aretes  de  ce  tetraedre, 
qui  sont  des  lignes  doubles;  on  le  voit  de  suite  cn  faisant  successive- 
ment  a;,  —  o,  x.,  —  o,x-^  =  o,  cr„  =  o,  dans  I'equation  (5). 

II  y  a  lieu  d'observer  toutefois  que  les  six  aretes  ne  jouent  pas  le 
meme  role  geometrique.  Si  Ton  considere  en  effet  la  section  de  la  sur- 
face S  par  un  plan  quelconque  P,  cette  section  a  six  points  doubles  en 
chacun  des  six  points  ou  P  coupe  les  aretes;  mais  on  demontrerait  sans 
difficulte  que  chacun  des  trois  points  doubles  situes  dans  le  plan  x^  =  o 
diminue  le  genre  de  la  section  de  trois  unites,  tandis  que  les  trois 
autres  points  doubles,  situes  sur  les  areles  qui  partent  du  point 
a7i  —x^—X;^  —  o,  sont  des  points  de  rebroussement  ordinaires.  Les 
trois  premiers  points  doubles  sont  done  d'une  nature  toute  particuliere ; 
les  deux  branches  de  la  courbe  passant  par  chacun  d'eux  y  ont  un 
contact  d'ordre  eleve. 

La  section  plane  de  2  estainsi  de  genre 

'.-.6-3.3-3  =  9, 

comme  on  le  savait  a  priori,  car  les  quatre  courbes  Xjiu,  r)  =  o,  consi- 
derees  dans  le  champ  hyperelliptique,  ont  six  points  simples  et  un 
point  double  {u  =  r  =  o)  communs ;  des  lors  la  formule 

p  =  h'  -\-  I  —  2     ^  ( ) 

donne  ici 

/;  =  3-H-  I  —  I  =  9. 

1G2.  L'etude  des  courbes  algebriques  tracees  sur  la  surface  2  nous 
entrainerait  trop  loin ;  nous  nous  bornerons  a  parler  de  celles  qui  sont 
du  plus  petit  degre. 

En  dehors  des  courbes  multiples  et  des  courbes  unicursales  singu- 
lieres,  toute  courbe  tracee  sur  une  surface  representable  point  par 
point  sur  le  champ  hyperelliptique  est  au  moins  de  genre  deux,  puis- 

qu'elle  admetles  deux  integrales  de  premiere  espece  J'du  et  j" dv  :  les 

courbes  de  moindre  degre  seront  done  au  moins  du  quatrieme  ordre. 
Si  elles  sont  du  quatrieme  ordre,  elles  seront  planes,  car  les  courbes 
gauches  de  degre  quatre  sont  de  genre  zero  ou  un. 
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Sur  la  surface  2  existe  efFeclivement  une  serie  simplement  infinie  de 
coiirbes  planes  d'ordre  (juatre  et  de  genre  deux.  Soit  en  effet  z(u,  i^)  la 

fonction  normale  impaire  d'ordre  un  et  de  caracteristique  |  ^  ;  desi- 
gnons  par  a  et  [j.  deux  parametres  lies  par  la  relation 

iJ.)  =  o 

et  considerons  sur  S  les  courbes  representees  par  I'equation  generale 

(13)  +  /,.  (•  +  f;.)  =  o. 

Nous  allons  montrer  que  ces  courbes,  en  nombre  simplement  infini, 
sont  d'ordre  quatre. 

En  effet,  dans  le  champ  hyperelliptique,  la  courbe 

+        ('  -t-  /Jl)  =  o 

a  un  point  simple  en  u  =  o,  r  =  o,  puisque 

ft)  =:o; 

la  courbe 

p,.r,(//,  (•)  +  p.,  .r.,(  ?/,  (')  + 0;; . r .,(//,  c)  +  p,^  .x',,  ( (^)  =  o 

a  un  point  double  au  memo  point.  Done  des  six  points  communs  a  ces 
deux  courbes,  driix  coincident  avec  le  point  //  =  o,  v  =  o. 

En  revenant  a  la  surface  2,  on  voit  que  toute  courbe  (i3)  tracee  sur 
cette  surface  est  rencontree  par  un  plan  quelconque  en  6  —  2  =  4  points; 
elle  est  par  suite  du  quatrieme  degre. 

Voici  quelques  proprietes  des  courbes  (i3). 

La  fonction 

est  evidemmcnt  une  fonction  theta  d'ordre  deux  et  de  caracteristique 
nullc;  elle  s'exprime  done  en  fonction  lineaire  et  homogene  de  quatre 
fonctions  distinctes  de  meme  nature,  par  exemple  de        Sr',,  ^l, 
Comme  d'ailleurs  elle  s'annule  pour  //  =  o,  r  =  o,  ainsi  que  Hr, ,  S!; 
et  que  .^^  ne  s'annule  pas,  on  pourra  I'exprimer  a  I'aide  de  S^', 
seulement,  et  Ton  a  ainsi 

(14)  :'{«  +  /.,  r  +  /j.)r^(»-A,  ('-jji)  =  >..S7-f+>,,r:72  +  ),,2r2, 

Observons  ici  que,  si  Ton  considere  la  surface  de  Kummer  deja 
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introduite  et  definie  par  les  relations  (G),  le  plan 

/.,X  +  }.,Y  +  },,Z  =  o. 

en  vertu  de  I'cquation  precedente,  est  un  plan  tangent  de  cette  surface 
(n"  59)  dont  le  point  de  contact  est  defini  par  les  deux  equations 

2i(M  +  }.,     -4-  fji)  =  o,       ^{ii  —  }.,  V  —  ^)  —  o\ 

e'est  done  le  point  u  =  o,  <■  =  o,  c'est-a-dire  le  point  X  =  o,  Y  =  o, 
Z  =  o,  qui  est  un  point  singulier  de  la  surface.  En  d'autres  termes,  le 
plan  X,  X  4-  AjY  +  A3Z  =  o,  louche  le  c6ne  C2(X,  Y,  Z)  =  o  forme  par 
les  tangentes  en  ce  point  singulier  (n"  159). 

Si  nous  revenons  a  2,  nous  voyons  que  I'equation  (i4))  apres  multi- 
plication des  deux  membres  par  S'oC",  v),  pent  s'ecrire 

(')  'b{a  +      (•  +  /J.)  "^{u  —  1,  (•  —  iJ.) 

Le  plan  A,  a;,  -1-  A^-ra-h  "/^^ccy  =  o  coupe  done  la  surface  S  suivant  les 
deux  courbes  du  quatrieme  ordre 

(16)  4- >.,  r  + /J.)  =0,       ?:{if —  1,  V  —  (J.) —  o. 

Le  facteur  3o(")  ^0  ne  donne  que  I'origine  des  coordonnees  (n"  128). 
Les  deux  courbes  (iG)  sont  symetriques  Tune  de  I'autre  par  rapport  a 
I'origine,  car  on  passe  de  I'une  a  I'autre  en  changeant  11  et  v  en  — //, 
—  p  (n°  159).  Le  plan  X,  ^cH-  X2  j  -f-  A3  j  =  o  enveloppe  le  cone 

d'apres  ce  qui  precede. 
En  d'autres  termes  : 

Les  plans  mcnes  par  le  centre  de  I^,  tangentiellement  au  cdne  qui  a  pour 
sommet  ce  point  et  pour  base  la  conuiue  situee  sur  la  surface  coupent  2 
suivant  deux  courbes  du  quatrieme  ordre. 

Ces  deux  courbes  ont  le  centre  (qui  est  un  point  quadruple  de  2) 
pour  point  double;  on  demontre  sans  difficulte  qu'elles  ont  toutes  deux 
pour  asymptotes  les  trois  droites  suivant  lesquellcs  leur  plan  coupe  les 
trois  plans  des  coordonnees  cartesiennes,  et  qu'elles  sont  osculatrices 
entre  elles  aux  points  a  Tinfini  sur  ces  asymptotes,  etc. 

Pour  six  positions  du  plan  secant,  correspondant  aux  six  plans  sin- 
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guliers  de  la  surface  dc  Kummer  passant  par  le  point  ii  =  o,  v  =  o,  les 
deuxcourbes  du  quatrieme  ordre  coincident  ('):  trois  des  plans  secants 
ainsi  definis  sont  les  plans  de  coordonnees  cc  =  o,  y  =:  o,  z  =  o,  et  les 
quartiqups  se  decomposent  en  droites;  les  trois  autres  plans  touchentS 
le  long  d'une  quartique  de  genre  deux  proprement  dite. 

II  serait  aise  de  deduire  de  ces  propositions  un  mode  de  generation 
de  la  surface  H  par  des  quarliquos  planes;  sans  insister  sur  ce  point, 
nous  nous  bornerons  a  faire  observer  que  toutes  les  quartiques  (i3) 
sont  des  courbes  yet  ont  par  suite  les  memes  modules.  Geometrique- 
ment,  on  pent  donner  de  cette  derniere  propriete  une  demonstration 
identique  a  celle  du  n°  60,  basee  sur  la  fixite  des  rapports  anharmo- 
niques  des  six  droites  suivant  lesquelles  un  plan  mobile,  tangents  un 
cone  du  second  ordre  (.C^=o),  est  coupe  par  six  plans  fixes  tangents 
au  meme  cone. 

Enfin  il  y  a  lieu  de  rcmarquer  que  les  proprieles  generates  des 
courbes  y  passant  par  un  point  fixe  s'appliquent  a  nos  quartiques. 

163.  On  obtient  une  seconde  surface  du  huitieme  ordre,  analogue  a 
la  precedente,  mais  un  peu  plus  generale  de  la  maniere  suivante  : 

Designons  par  ^,{u,  c);  ^^{u,  r);  ^^{u,  c);  t');  3,(u,  v);  ?;^{u,  v) 

les  six  fonctions  theta  normales  d'ordre  un  qui  s'arinulent  pour  u  =  o, 
p  =  o;  ce  seront  les  six  fonctions  impaires,  ayant  pour  symboles  res- 
pectifs 

,3'  '.'  .''  r..'  '1.' 

1  i  ,     1 .3  ,     n  ,     I  _|  ,     21,     01  . 

Soit  toujours  ^o{'h  la  fonction  d'ordre  un  et  de  caracteristique 
nulle,  de  symbole  Considerons  la  surface  S  definie  par  les  equa- 
tions 

oil  p  est  une  constante  quelconque  (pour  p  =  o  on  a  la  surface  Z).  Les 
quatre  fonctions  a;,,  cc^,  a?;,,  X;,  sont  d'ordre  trois  et  de  caracteristique 
nulle,  comme  on  le  voit  aisement;  les  trois  premieres  sont  paires  et  la 
derniere  est  impaire. 


(')  L'equalion  de  ces  six  plans  est  evidemment      —  C2A2  =  o. 
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Ces  fonctions  s'annulent  simultanement  : 

1"  Pour  les  six  solutions  communes  aux  equations 

2"  Pour  le  systeme  u  =  o,  r  =  o;  de  plus,  le  point  u  =  o,  (  =o  est 
un  point  double,  au  moins,  pour  chacune  des  courbes  du  champ  hyper- 
elliptique  ocji^u,  r)  =  o;  (y  —  i,  2,  3,  4)- 

II  en  resulte  que  le  degre  de  S  est  egal  a 

2.3=  —  6  —  4  =  8. 

Cctte  surface,  en  coordonnees  cartesiennes,  a  pour  centre  le  point 
x=o,  y  =  o,  2  =  0,  qui  est  un  point  quadruple  (de  premiere  cate- 
goric). Examinons  maintenant  en  quelques  mots  rapides  les  courbes 
remarquables  tracees  sur  S,  et  d'abord  les  courbes  unicursales  singu- 
lieres. 

Les  six  solutions  communes  aux  deux  equations 

S'u=:o       el       S?,  S'oS/;; -I- pS^iS?.-, 

sont  deux  a  deux  egales  et  de  signes  contraires ;  soient  i/o,  et  —  u^, 
—  deux  d'entre  elles.  Donnons  a  //,  cdans  les  fonctionsa:y(M,  c)  les 
valeurs  Uq-\-  t,  <„+     t  et  'q  etant  tres  petits,  il  vient 

=  «,  (  A  £  +  B  Y;)  +  .  .  .  , 

a;.,=  A  £  4-  B  r;)  +  .  .  . , 
X:.=  a-^{A  £  +  B  -n)  -h. . ., 
x,^—      Ai£  +  B4-o  -f-..., 

les  a.  A,  B  etant  des  constantes  et  les  termes  negliges  etant  du  second 
ordre  au  moins  en  e  et  rj. 
Quand  e  et  y]  varient,  le  point  ainsi  defini  decrit  la  droits 

«,  «2 

La  droite  analogue  qui  correspond  aux  valeurs  —  u^,  —  des  para- 
metres  coincide  avec  la  precedente,  car  dans  le  calcul  ci-dessus,  a,,  a,, 
flj  sont  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  paires  ^'\,      ^\  pour 
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En  d'autres  termes,  les  sixdroites  (iinicursales  singuliercs)  sc  redui- 
ront  a  Irois,  passant  par  le  centre  de  la  surface  et  dont  chacune  sera 
unc  ligne  double  de  S.  Nous  avons  deja  rencontre  le  meme  fait  pour  la 
surface  ^. 

Au  systeme  ii  =  o,  r  =  o  correspond  sur  S  une  courbe  unicursale 
singuliere  qui  est  une  conique,  situee  dans  le  plan  x,,  =  o  (n"  KiO); 
I'cquation  de  cette  conique,  ou  plutot  celle  du  cone  qui  la  contienl  et 
qui  a  pour  sommet  le  centre  de  S,  est  €2(^1,  cc.,,  Xj)  =  o,  comme  dans 
le  cas  de  la  surface  2,  car  I'equation  cliercliee  ne  depend  que  des 
valeurs  que  prennent  les  fonctions  a^,,^?.,,^:.,  pour  11  =  z,  *  =  r,,  et  ces 
fonctions  sont  les  memes  pour  les  surfaces  S  et  Z. 

On  voit  egalement,  comme  plus  liaut,  que  les  [)lans  (angents  au 
cone  Co  =  o  coupent  S  suivant  deux  courbes  y,  du  quatrieme  ordre, 
symetriques  par  rapport  au  centre,  et  dont  les  equations  sont  de  la 
forme 

&(«.  +  >.,      +  |J. )  =  O,  S>  (  «  —  /.,  (•  —  |J. )  =z  O, 

A  et  [J.  etant  deux  parametres  lies  par  la  relation  Sr( =  0. 

Toutes  ces  courbes  ont  pour  point  double  le  centre  tie  S. 

On  demontre  ensuite  sans  difficulte  que,  parini  les  plans  tangents  au 
cone  €2  =  0,  il  en  est  six  qui  touchent  la  surface  S  suivant  une  courbe 
du  quatrieme  ordre  (').  Les  trois  faces  du  triedre  forme  par  les  droites 
doubles  trouvees  plus  haut,  touchent  egalement  le  cone  ei  coupent 
chacune  S  suivant  une  conique,  qui  est  une  ligne  double  de  cette 
surface. 

Enfin  le  plan  0^4  =  0  coupe  S  suivant  la  conique  qui  correspond  au 
systeme  de  valeurs  u  =  o,  r  =  o,  et  suivant  une  couibe  du  troisieme 
ordre  qui  est  egalement  une  ligne  double  de  la  surface. 

En  resume,  la  surface  S  a  pour  lignes  doubles  trois  droites,  trois 
coniques  et  une  cubique;  le  genre  des  sections  planes  est  ainsi  egal  a 

^•7.6  —  12  =  9,  comme  on  le  savait  a  priori. 

La  surface  adjointe  du  quatrieme  ordre  se  decompose  en  quatre 
plans,  qui  sont  les  faces  du  triedre  forme  par  les  droites  doubles  et  le 
plan     =  o. 


(')  I'arnii  ces  plans  fimu-enl  les  plans  de  coordonnees  ^',==0,  x.,—  o^  ,z.-,=  o. 
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164.  Nous  nous  bornerons  enfin  a  signaler  une  troisieme  surface 
hyperelliptique  (Vordre  hint,  qu'on  deduit  de  H  en  remplagant      y,  z 

par  -  5  ->  - ;  elle  a  pour  equation 

X  y  z 

C,. -I-  9 xyz B;,  +  yV'f  x-y- =  o, 

etant  pose 

Ci  —  a\y-z"-  -V-  a\x^z--h  ajx-j-- —  2xyz{aia.,z  ■+-  aiO-.y  -+-  a.a-^x), 
B.,  =  —  a.^a:iX{z^-  —  y^)  +  a^a-^yix'-h  z^)  —  aia„_z{x'~h y-)  +  Ixyz, 
Ai  =  «]  ^  —  a^y  —  z. 


QUATRIEME  PARTIE. 

SURFACES  REPRESENTABLES  POINT  PAR  POINT 
SUR  LA  SURFACE  I)E  KUMMER. 


G6n6ralit6s. 

165.  Nous  avons  admis  jusqu'ici,  dans  I'etude  des  surfaces  hyper- 
elliptiques  generales,  qu'a  un  point  de  la  surface  ne  correspond,  aux 
multiples  pres  des  periodes,  qu'un  seul  couple  d'arguments  u,  v. 

Supposons  maintenant  qu'a  un  point  d'une  surface  ^  dont  les  coor- 
donnees  cartesiennes  jc,  y,  z  s'expriment  en  fonction  quadruplement 
periodique  uniforme  de  deux  parametres  u,  c,  correspondent  deux 
couples  d'arguments  u,  v  et  u',  v' .  Nous  allons  demontrer  que  la  sur- 
face C  est  representable  point  par  point  sur  une  surface  de  Kummer. 

En  effet,  considerens,  en  chaque  point  x,  y,  z  de  C,  la  sommc 
du-\-du'  :  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme  M(/a;-l- Nr/j,  MetN  etant 
rationnels  en  x,  y,  z,  car  x  et  y  etant  les  variables  independantes, 

chacune  des  deux  fonctions  4-  +  ^  et  ^-  +  ^  est  une  fonction 

ox       ox        oy  oy 

rationnelle  de  x,  y,  z  en  chaque  point  de  puisqu'elle  n'a  qu'une 
seule  valeur  en  ce  point. 

Si  maintenant,  dans  Mdx       dy,  on  remplace  x,  r,  z  par  leurs 
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valeurs  en  fonction  quadruplement  periodique  de  u,  v,  il  vient 

du  -\-  du'=  A{u,  (^)f/H  +  B(«,  i')d(>, 

A  et  B  etant  des  fonctions  quadruplement  periodiques  uniformes. 
De  meme  on  aurait 

dff  -+-  dv'=  A,  {ii,  v)  du  +  B,  («,  v)  dv. 

Les  deux  integrales  J'{dii  -\-  da')  et  J  {dv-\- dv')ve?>\.Q\\ie\\AQinmQ\\{ 

finies  sur  la  surface      or  I'integrale  j" A(u,  v)dii  +  B(m,  v)dv  ne  peut 

demeurer  finie  que  si  les  fonctions  quadruplement  periodiques  A  et  B 
se  reduisent  a  des  constantes,  et  de  meme  les  fonctions  A,  et  B,. 
On  a  ainsi 

du-\-da'=a.  du dv, 
dt>  +  d(>'  —  «i  du  -+-  (3j  df>, 


(I) 


a,  ^,  a,,  (3,  etant  des  constantes. 

Permutant  u  et  u',  v  et  dans  ces  relations,  on  trouve  les  nouvelles 
equations 

(  a  {du  —  du')  +  S  (di'  —  dv')  —  o, 
(2)  \ 

(  a^{du  —  du') -\- p^{di' —  dv')  =  o. 

Deux  cas  sont  a  distinguer  : 

I.  Si  Ton  a 

du'=du       el  dv'—dv^ 

les  deux  relations  (2)  sont  satisfaites.  Mais  on  en  conclut  + y, 

t''=  ('  H-  y, ;  Y  et  y,  etant  des  constantes,  et  par  suite  les  coordonnees  x, 
y,  z,  considerees  comme  des  fonctions  quadruplement  periodiques  de 
u,  V,  admettent  le  couple  de  periodes  y,  y,.  Le  systeme  d'arguments  u\ 
v'  n'est  done  pas  distinct  (aux  periodes  pres)  du  systeme  u,  v. 

II.  Si  Ton  n'a  pas  simultanement 

du  —  du'       el  df^^df', 

les  relations  (2)  montrent  que  le  determinant  a^,  —  ^a,  est  nul. 
Distinguons  encore  deux  cas  : 

1°  Si  a,     a,,  p,  sont  nuls,  il  reste  dans  (i) 

du  +  du'=o,  dv-\-dv'—o, 
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d'ou  Ton  tire 

Posons  maintenant 

il  vient 

U  +  U'=o,       V  +  V'=o. 

On  voit  ainsi  que  les  coordonnees  y,  z,  considerees  comme  fonc- 
tions  quadruplement  periodiques  de  U  et  V  ne  changent  pas  quand  on 
remplace  U  et  V  simultanement  par  —  U  et  —  V;  ce  sont  done  des  fonc- 
tions  paii-es  de  U,  V. 

2°  Supposons  que  Tune  au  moins  des  quantites  a,  p,  a,,  ;  a,  par 
exemple,  ne  soit  pas  nulle. 

On  deduit  des  equations  (i),  en  tenant  compte  de  la  condition 
aP,  —  Pa,  =  o, 

(a,  du  —  a.  dp)  +  (a,  da' —  a  dv')  —  o; 

d'ou 

(3)  {a^ii  —        +         — av')  —  y. 

La  seconde  relation  (2)  donne  d'ailleurs 

(4)  (a,  «  + (3,0 (3i^^')=y,- 

Prenons  maintenant  pour  variables,  k  la  place  de  u  et  {>,  les  argu- 
ments U  et  V  ainsi  definis 

U  =  (Zj  «  —  cf.v  —  ~y. 
V  =  a^/^  +  (3,  ('. 

Les  relations  (3)  et  (4)  montrent  que,  a  un  point  de  correspon- 
dront  les  deux  systemes  d'arguments 

U,    V       el        -U,    V  +  y,. 

En  ce  cas,  les  fonctions  quadruplement  periodiques  considerees  se 
ramenent  aux  fonctions  elliptiques. 

Soit  en  effet  F(U,  V)  I'une  quelconque  des  coordonnees  x,  y,  z  d'un 
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point  deSl ;  on  a,  d'apres  ce  qui  precede,  pour  toutes  les  valeurs  de  U,  V, 

(5)  F(U,  V)  =  F(-U,  V  +  j/,). 

On  en  conclut,  en  changeant  encore  une  fois  U,  V  en  — U,  V  +  y,, 

F(l-,  ^)  =  F(U,  V  +  2J/,), 

est  done  une  periode  par  rapport  a  V  seulement. 
Solent  maintenant  co  et  w'  un  couple  quelconque  de  periodes  simul- 
tanees  do  U,  V  :  changeons  dans  (5)  U  et  V  en  U  +  co,  V  -h  w';  il  vient 
successivement,  par  des  transformations  evidentes, 

F(U,  V)  =  F(U  +  a),  V  +  w')  =  F(-U-w,  V  +  w'^-y,) 
=  F(-U,  V  +  2M'+y,) 
=  F(L1,  V  +  2w'+2y,) 
=  F(U,  V  +  2w'). 

Cette  derniere  relation  montre  que  aco'  est  une  periode  par  rapport 
a  V  seul;  et,  par  suite,  puisque  (2w,  2co')  est  un  couple  de  periodes 
simultanees,  que  2co  est  une  periode  par  rapport  a  U  seul. 

II  en  resulte  evidemment  que  F(U,  V)est  une  fonction  doublement 
periodique  de  U  et  doublement  periodique  de  V. 

166.  Resumant  toute  cette  analyse,  on  voit  que,  si  Ton  reste  dans  le 
champ  hyperelliptique  proprement  dit,  toute  surface  telle  qua  un  de 
ses  points  correspondent  deux  points  du  champ,  peat,  apres  un  change- 
men  t  de  variables,  etre  representee  par  des  equations  de  la  forme 

^  =  F,(»,  ('),       j  =  l<\(//,  ('),       z  =  V.,{a,v), 

oil  F|,  F.,  F3  sont  des  fonctions  quadruplement  periodiques  paires  de 
//,    c'est-a-dire  ne  changeant  pas  quand  on  remplace  u,  v  par  —     —  v. 
En  d'autres  termes  : 

La  surface  C  est  representable  point  par  point  sur  la  surface  de 
Kummer. 

167.  Les  coordonnees  homogenes  x^,  x^,  x-^,  x„  d'un  point  de  la 
surface  %  peuvent  etre  mises  sous  une  forme  remarquable. 

Si  Ton  se  reporte  en  effet  au  theoreme  de  M.  Appell,  rappele  au  n"  1, 
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on  voit  qu'on  peut  ecrire  (en  negligeant  le  facteur  de  proportionnalite) 

0i(j/,  ('),  .  .  .,  9/,('^  t')  etant  des  fonctions  theta  de  meme  ordre  et  de 
memes  multiplicateurs. 

Pour  que  la  fonction  —  soit  paire,  il  faut  qu'on  ait 


d'ou  Ton  deduit  aisement  que  le  quotient  ^^^7',"' — r—^  doit  etre  entier, 

et  par  suite  (n"  JO)  il  faut  que  0,(//,  r)  soit  une  fonction  paire  ou 

impaire,  ou  qu'elle  le  devienne  quand  on  la  multiplie  par  e  ■  ^  , /)' et 
q'  etant  des  nombres  entiers, 

Designons  par  0,(m,     la  fonction  paire  ou  impaire 


p  'I 

'1  2 


le  raisonnement  fait  au  n"  14  montre  que  0,  (ii,  c)  est  une  fonction  nor- 
male,  de  caracteristique  quelconque. 

Les  quotients  ^  etant  des  fonctions  quadruplementperiodiques 

paires,  les  trois  fonctions 


&^=e   ^  Ojiu,  ^)  3,  4), 

qui  sont  des  fonctions  theta,  seront  des  fonctions  normales,  de  meme 
ordre  et  de  meme  caracteristique  que  0,(?^,  (^'),  et  seront  paires  ou 
impaires  avec  0, . 
En  d'autres  termes  : 

Les  coordonnees  homo  genes  dhin  point  de  "SD  sont  proportionnelles  d 
quatre  fonctions  theta  normales,  de  meme  ordre  et  de  meme  caracteris- 
tique, simultanement paires  ou  impaires. 

On  peut  dire  aussi  que  toute  surface  C  correspond  point  par  point  a 
une  surface  de  Kummer  K,  par  les  relations 

:r;=:Sy(X„  X,,  X„  X„)       (y  =  i,  2,  3,  4), 
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en  designant  par  Xj  les  coordonnees  d'un  point  de  C  et  par  Xy  celles  du 
point  correspondant  de  K. 

Les  fonctions  S/,  egaiees  a  zero,  representent  des  surfaces  liees  d'une 
maniere  remarquable  a  la  surface  de  Kummer;  d'apres  la  theorie  gene- 
rale  des  courbes  tracees  sur  cette  surface,  cinq  cas  sont  a  distinguer  : 

1°  Les  coordonnees v)  sont  d'ordre  impair,  2p  h-  i ,  ets'annulent 
pour  six  demi-periodes  :  les  surfaces  Sy=o  sont  d'ordre  p -h  i  et 
passent  par  une  meme  conique  de  K. 

2°  Les  coordonnees  Xj{Uf  v)  sont  d'ordre  impair  2  p  + 1 ,  et  s'annulent 
pour  dix  demi-periodes  :  les  surfaces  Sy=:o  sont  d'ordre  p  +  2,  et 
passent  par  trois  memes  coniques  de  K,  ayant  en  commun  un  point 
double  de  K. 

3°  Les  coordonnees  Xj{ii,  sont  paires,  d'ordre  pair  2p,  et  de  carac- 
t^ristique  nulle  :  les  surfaces  Sy  sont  d'ordre  p  et  n'ont  en  commun 
aucune  courbe  situee  sur  K. 

4°  Les  coordonnees  Xj{u,  sont  impaires,  d'ordre  pair  2p,  et  de 
caracteristique  nulle  :  les  surfaces  Sy  sont  d'ordre  p  2  et  passent  par 
quatre  memes  coniques  de  K,  formant  un  groupe  de  Rosenhain. 

5°  Les  coordonnees  Xj^Uy  sont  d'ordre  pair,  2p,  etde  caracteris- 
tique non  nulle;  les  surfaces  Sy=o  sont  d'ordre  p  + 1  et  passent  par 
deux  memes  coniques  de  K. 

168.  Ces  principes  etant  etablis,  il  est  aise,  en  repetant  les  raisonne- 
ments  faits  au  Cliapitre  III  de  la  troisieme  Partie,  d'etablir  la  theorie 
generale  des  surfaces 

Nous  nous  bornerons  a  enoncer  les  resultats  principaux. 

Toute  surface  d'ordre  n,  admet  une  surface  adjointe  d'ordre  n  —  4 
(n"  102);  cette  surface  a  pour  ligne  multiple  d'ordre  / — i  toute  ligne 
multiple  d'ordre  /,  et  pour  point  multiple  d'ordre  / —  2  (au  moins)  tout 
point  multiple  d'ordre  /  de  Elk  coupe  C,  en  dehors  des  lignes  mul- 
tiples, suivant  les  courhes  unicursales  singulieres  de  celles  qui  coires- 
pondent  a.  des  demi-periodes  pouvant  toute fois  etre  exceptees  (n°  107). 

La  theorie  des  courbes  tracees  sur  la  surface  de  Kummer,  exposee 
au  Chapitre  IX  de  la  deuxieme  Partie,  s'applique  evidemment  sans 
modification  aux  surfaces  %,  du  moins  pour  les  propri^tes  qui  restent 
invariables  dans  les  transformations  birationnelles. 
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Le  nomhre  des  surf  aces  ordre  n —  3,  lineairement  distinctes ,  adjointes 
a  C,  est  egal  d  p-{-i,  p  etant  le  genre  des  sections  planes  de 

Le  nombre  des  surfaces  d'ordre  n-\-q  —  4>  lineairement  distinctes, 
adjointes  d      est  egal  d 

lci{q  —  \)n  +  q{p  —  ^)  +  -i+'^{q  —  i){q  —  2){q  —  Z). 

Cette  formule  ne  differe  de  la  formule  analogue,  relative  aux  surfaces 
hyperelliptiques  generales,  que  par  le  terme  additif  +  2  (' ). 

Si  les  quatre  fonctions  coordonnees  Xj(^u,  v)  sont  des  fonctions 
d'ordre  h,  ayant  en  commun  des  singularites  a,,  ct.,,  oi,  en  des 

points  Ui,  v^,  .  .  .,  Ui;,  ('/,.,  les  courbes  decoupees  sur  C  par  les  surfaces 
adjointes  d'ordre  n-\-  q  —  4  forment  une  serie  lineaire 

Lq{q  —  i)n  +  q{p  —  i)-^i 

fois  infinie,  et  ayant  pour  equation  generate 

0,  (?/,  p)  +  A,  d.,{ii,  r)  +  .  .  .  =  0, 

les  0(m,  etant  les  fonctions  tfieta  normales  d'ordre  hq^  lineairement  dis- 
tinctes,  de  meme  caracteristiquc  que  les  fonctions  ccj(u,  t^),  et  paires  ou 
impaires  selon  que  ces  dernieres  sont  paires  ou  impaii-es;  de  plus,  les  fonc- 
tions ^(11,  ^)  ont  en  chaque  point  U/^,  l^  singularity  adjointe  de  la  sin- 
gularite  composee  {q<^k)' 

169.  Remarque.  —  II  peut  arriver  que  les  fonctions  0(?/,  c)  aient 
en  M/c,  une  singularite  d'ordre  plus  eleve  que  la  singularite  adjointe 
(^cta)',  en  raison  do  la  condition  particuliere  qui  leur  est  imposee  d'etre 
paires  ou  impaires.  Par  exemple,  si  ces  fonctions  sont  des  fonctions 
paires,  de  caracteristique  nuUe,  et  si  la  singularite  (T/(  consiste  en  un 
point  double  correspondant  a  unedemi-periode,  —  (o,  o)  par  exemple,  — 
la  singularite  qoi,  sera  un  point  multiple  d'ordre  iq,  et  la  singula- 
rity {qoi,y  un  point  d'ordre  iq  —  i,  correspondant  a  la  meme  demi- 
periode;  mais  une  fonction  paire  ne  peut  avoir  au  point  (o,  o)  qu'un 


(')  L'exislence  du  lerme  +  2  tient  a  ce  que  les  integrales J  du  etj  dv  ne  sonl 
pas  des  integrales  abeliennes  le  long  de  loute  courbe  iracee  sur  <tt. 
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point  multiple  d'ordre  pair;  les  fonctions  6(m,  v)  auront  ainsi,  en  ce 
point,  un  point  multiple  d'ordre  2q,  et  par  suite  y  seront  douees  de  la 
singularity  (^ct/,)  et  non  de  la  singularite  adjointe  {q'^k)'-  La  proposition 
enoncee  plus  haut  n'en  subsiste  pas  moins,  si  Ton  considere  comme 
douee  a  fortiori  de  la  singularite  (^a/,)'  toute  fonction  qui  prescnte 
en  M^,  Vu  une  singularite  plus  elevee  que  {q'^u)' • 

Dans  cet  enonce  voici  ce  que  nous  entendons  par  singularite  plus 
elevee  que  {qo,^' .  Soient  0o(">  <')une  fonction  quelconque,  ayant  en  ///,, 
Vi,  la  singularite  {q<^k),  et  une  fonction  quelconque  ayant  la  sin- 

gularite adjointe  {qo/,)'  :  la  fonction  0(m,  v)  aura  une  singularite  plus 

elevee  que  {q<y/<y  si  le  quotient  ^^^^-^  tend  vers  zero  quand  u,  s'ap- 

prochent  respectivement  de  «/,,  <  /,  en  restant  lies  par  la  relation 

170.  On  demontre  egalement,  comme  au  n°  135,  que  : 

Les  surfaces  adjointes  d'ordre  n-\-  q  —  li  qui  passe nt  par  les  courhes 
unicursales  singulieies,  communes  d  ^  et  d  la  surface  adjointe  d'ordre 
n  —  4>  decoupent  sur  ^  la  serie  lineaire  des  courbes  compj-ises  dans 
Vequation 

9,  (f/,  (0  +  >.«  ^".("i     +  •  ■  -=0, 

ozi  6i,  02,  ...  designent  les  fonctions  thSta  normales  d^ordre  hq,  lineai- 
rement  distinctes,  de  meme  caractiristique  que  les  fonctions  x''j(^u,  c),  et 
paires  ou  impaires  en  meme  temps  que  ces  dernieres;  de  plus,  les  fonc- 
tions 0| ,  02,  •  •  •  ont  en  cJiaque  point  W/,.,  C/,  la  singularite  composee  ((/a/,). 

Le  nombre  des  surfaces  adjointes,  lineairement  distinctes,  dont  il 
est  question,  est  au  moins  egal  «i 

+  -  (7(/>  —  0  +  2+  ^(5-  —  l)(^  —  2)(^  —  3). 

II  est  egal  a  ce  nombre  lorsque  les  singularites  (^-aA)  sont  indepen- 
dantes  pour  les  fonctions  theta  normales,  d'ordre  hq,  de  meme  caracte- 
ristique  que  les  fonctions  xjiji,  v)  et  paires  ou  impaires  en  meme  temps 
que  celles-ci. 

Ces  divers  theoremes  donneraient  lieu  a  des  applications  geome- 
triques  analogues  a  celles  qui  ont  ete  developpees  dans  le  cas  des  sur- 
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faces  hyperelliptiques  generales,  et  sur  lesquelles  nous  n'insisterons 
pas. 

Surfaces  hyperelliptiques  du  quatrieme  ordre. 

171.  Laissant  maintenant  de  cote  I'etude  generale  des  surfaces  ^, 
nous  dirons  quelques  mots  de  celles  qui  sont  d'ordre  minimum,  c'est-a- 
dire  d'ordre  4  :  il  est  clair,  en  effet,  que  les  surfaces  ^  sont  au  moins 
du  quatrieme degre,  puisqu'elles  sont  de  genre  un. 

Les  surfaces  d'ordre  quatre,  ne  peuvent  avoir  d'autres  courbes 
unicursales  singulieres  que  celles  qui  correspondent  a  des  demi- 

periodes.  En  effet  (n°  103),  I'integrale  double  J'  J'  dudv,  sur  une  sur- 
face     d'ordre  n,  se  met  sous  la  forme 


D(.r,  J,      dx  dy 


Nous  savons  de  plus  (n"  107)  que  la  fonction  \){x,  y,  z)  d'ordre  n  —  4 , 
s'annule  en  lous  les  points  d'une  courbe  unicursale  singuliere  qui  ne 
correspond  pas  a  une  demi-periode.  Si  T(a^,  y,  z)  est  d'ordre  quatre, 
y,  z)  est  une  constante  non  nulle,  et  par  suite  il  est  impossible 
qu'il  existe  des  courbes  unicursales  singulieres,  en  dehors  de  celles 
qui  correspondent  a  des  demi-periodes. 

Les  quatre  fonctions  coordonnees  ^)  (j  =  i,  i,  3,  4)»  qui  defi- 
nissent  une  surface  ^  d'ordre  quatre,  n'ont  done  de  singularites  com- 

munes  qu'aux  seize  points  (-'  —  )'      designant  toujours  par  ^,  ^' 


deux  periodes  simultanees. 

Soient  a, ,  a,,  ...,(7,6  ces  singularites  dont  plusieurs  ne  peuvent  pas 
exister;  on  a,  en  designant  par  h  I'ordre  des  fonctions  ccj(u,  c), 

,     4=^[2/i^-2^I(a,,  a,)]; 

car  I'ordre  de  ^  est  evidemment  egal  a  la  moitie  du  nombre  des  solu- 
tions non  fixes  communes  a  deux  equations  Xj(^u,  *>)  =  o,  v)  =  o, 
puisque  ces  solutions  sont  deux  a  deux  egales  et  de  signes  contraires, 
et  qu'a  deux  systemes  u,  v,  —  u  —  v  ne  correspond  qu'un  point  de  %. 

Les  sections  planes  d'une  surface  C  d'ordre  quatre  sont  de  genre  trois 
car  la  surface      qui  est  de  genre  un,  n'a  pas  de  courbe  multiple;  par 
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suite,  le  nombre  des  surfaces  adjointes  a  ^,  d'ordre  n  +  ^  —  4,  c'est-a- 
dire  d'ordre     est,  d'apres  laformule  du  n°  170  ('  ),  au  moins  egal  a 

2^(7  +1)  -  2^y  +  2  +  —  1)        -  2)  (gr  —  3) 

OU 

^(^H-i)(^y  +  2)(^  +  3). 

Or  le  nombre  g  (5'  + 1)  (5^  +  2)  (c/  +  3)  est precisement  6gal  au  nombre 

des  surfaces  les  plus  generates  d'ordre  q  lineairement  distinctes;  il  en 
resulte  : 

("  Que  les  surfaces  d'ordre  q  adjointes  a  une  surface  ^  d'ordre  quatre 
sont  toutes  les  surfaces  d'ordre  q  de  I'espace,  ce  qui  etait  evident 
a  priori; 

2°  Que  les  mots  au  moins  doivent  etre  supprimes  dans  I'enonce 
ci-dessus,  et  par  suite  (n"  170)  que  les  singularites  {qf^k)  soft  indepen- 
dantes  pour  les  fonctions  theta  normales  de  meme  ordre  et  de  meme 
caracteristique  que  les  fonctions  x'j,  et  paires  ou  impaires  en  meme 
temps  que  celles-ci.  En  particulier,  si  Ton  fait  q  =  i,  on  voit  que  les 
singularites  communes  aux  quatre  fonctions  t'),  cc^iu,  ^')->  ^^(uy  v), 
x^{ii,  v)  sont  independantes  les  unes  des  autres,  pour  les  fonctions  theta 
normales  de  meme  ordre  et  de  meme  caracteristique  que  ces  quatre 
fonctions,  et  paires  ou  impaires  en  meme  temps  qu'elles. 

Enfin  le  nombre  des  surfaces  adjointes  lineairement  distinctes 
d'ordre  un  etant  egal  a  quatre,  la  proposition  du  n°  170  montre  qu'il 
n'existe  pas,  en  dehors  des  quatre  fonctions  Xj{u^  et  de  leurs  combi- 
naisons  lineaires,  de  fonction  theta  de  meme  ordre  et  de  meme  caracte- 
ristique que  ces  fonctions,  paire  ou  impaire  en  meme  temps  qu'elles,  et 

douee  des  meme  singularites  aux  seize  points 

172.  II  resulte  de  la  qu'on  pourra  trouver  toutes  les  surfaces  C 
d'ordre  quatre  en  appliquant  la  methode  suivante. 


(')  Cette  formule  donne  bien  le  nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre  ^,  puis- 
qu'il  n'y  a  pas  de  courbes  unicursales  singulieres  communes  a  C  et  a  la  surface 
adjointe  d'ordre  n  —  4- 
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Soit  h  un  nombre  quelconque;  on  considerera  les  fonctions  th6ta 
normales  8(?/,  d'ordre  A,  paires  (ou  impaires)  ayant  une  caracteris- 
tique  donnee. 

Designons  par  N  le  nombre  des  fonctions  theta  considerees,  lineaire- 

->  —  j  equi- 

vaut  pour  ces  fonctions  a  Ci,  condilions  :  on  formera  les  fonctions  0(?/,  v) 
qui  ont  en  chacun  des  seize  points  precedents  des  singularites  a,, 
(T2,  .  .  .,  a,e  choisies  arbitrairement,  mais  de  telle  sorte  cependant  que 
Ton  ait 

(6)  /i  =  N  — 2c/,. 

On  aura  done  ainsi  forme  quatre  fonctions  ^{u,  lineairement  dis- 
tinctes  qui  sont  les  fonctions  coordonnees  Xj(u,  v)  d'une  surface  21,  dont 
le  degre  n  est  donne  par  la  relation 

(7)  ^[2/i-— 2/J(cr/„  a/,)]. 

Les  singularites  a/^  devront  etre  choisies  de  telle  sorte  que  n  =  [\. 
Toutefois  il  conviendra  de  s'assurer  que  les  quatre  fonctions  0(?/,  v) 
trouvees  ne  sont  pas  divisibles  par  une  meme  fonction  theta,  et  qu'a  un 
point  de  %  ne  correspondent  pas  d'autres  couples  d'arguments  que  u,  < 
et  —  u,  —  V. 

Voici  des  applications  de  cette  methode  a  chacun  des  cinq  cas  consi- 
d6res  au  n"  167. 

173.  I.  Les  fonctions  0(7/,  v)  sont  d'ordre  2  p  + 1  paires  par  exemple, 
et  s'annulent  pour  six  memes  demi-periodes 

Le  nombre  deces fonctions,  lineairementdistinctes,  est  egal  (n°*  5,  7)  a 

2  p2  +  2  p  -t- 1 . 

Si  on  les  assujettit  a  avoir  un  point  multiple  d'ordre  2/1  pour  une  des 

dix  demi-periodes  autres  que  — S  — S  le  point  (o,  o)  par  exemple,  on 

trouve  aisement  le  nombre  de  conditions  auxquelles  equivaut  cette 
singularite.  En  effet,  les  developpements  des  fonctions  paires  6(«,  v) 
suivant  les  puissances  croissantes  de  u,  r  ne  contient  que  des  termes 
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d'ordre  pair;  si  i'on  annule  les  coefficients  de  ces  termes  jusqu'a 
I'ordre  ik  exclusivement,  on  obtient  un  nombre  de  conditions  egal  a 

I -f- 3 +.  .  .+ (2A'  —  i),    c'est-a-dire  A^. 

Si  Ton  assujettit  les  fonctions  0(z/,  c)  a  avoir  un  point  multiple 
d'ordre  '2/.  +  1  pour  une  des  six  demi-periodes  primitives,  on  trouve 
de  meme  un  nombre  de  conditions  egal  a 

2  +  4      . .+  2A  =  A(A  +  i). 

Par  suite,  pour  les  fonctions  ^{u,  v)  douees  de  points  multiples  ordi- 
naires,  correspondant  aux  seize  demi-periodes,  et  d'ordres 

2  A-,,    2A-1,  2A-,o,       2A', +  1,    2A\j  +  i,  2A'g  +  i, 

les  relations  (6)  et  (7)  deviennent 

4  =  2p^+2p  +  i-(A?  +  A?  +  ...+  Ai„)-[A-;(A',  +  i)+...4-A;(A;  +  i)], 
4=^[2(2p  +  ir-4(AT  +  ...+  A-^„)-(2A',  +  .)— ...-(2A:;  +  i)^]. 

On  verifie  immediatement  que  ccs  deux  relations  ne  different  pas 
Vane  de  Vaittre,  et  chacune  d'elles  pent  s'ecrire 

(8)    8p2+  8p  -  6  =  4  A?  +  4 Ai  + . . .  +  4 +  (2 A:',  +  i)^  + .  . .  +  (2  A;  -4-1)'-. 

On  arrive  ainsi  a  ce  resultat  remarquable  que  les  surfaces  C  du  qua- 
trieme  ordre  chcrchees  correspondent  aux  decompositions  du  nombre 
8p^  -f-  8p  —  6,  en  dix  carres  pairs  et  en  six  carres  impairs,  2c  + 1  etant 
I'ordre  des  fonctions  coordonnees. 

Voici  un  exemple  : 

Pour  p  =  I,  on  a 

8p=+  8p  —  6  =  10. 

Les  decompositions  du  nombre  10  en  carres  suivant  la  formule  (8) 
se  reduisent  a  une  seule 

10  =  4  +  1  +  1  +  1  +  1  +  1-1-1. 

Les  fonctions  0(//,  r)  sont  alors  des  fonctions  theta  paires,  d'ordre 
trois,  de  caracteristique  nulle,  s'annulant  pour  six  demi-periodes,  et 
ayant  un  point  double  pour  une  autre  demi-periode. 

Geometriquement,  la  surface  %  correspondante  est  definie  par  des 


THfiORlE  G^NtaALE   DES   SURFACES  HVPERELLIPTIQUES. 


22  I 


equations  de  la  forme 

(9)  ^V=S;(X„  X,,  X„  X,), 

ou  X|,  Xa,  X:,,  X,  designent  les  coordonnees  d'un  point  d'une  surface 
de  Kummer,  K.  Les  surfaces  S/=o  sont  ici  des  quadriques,  passant 
par  une  des  coniques  singulieres  de  K  et  par  un  point  double  situe  en 
dehors  de  cette  conique.  La  transformation  ainsi  obtenue  est  une 
transformation  par  rayons  vecteurs  reciproques  de  la  surface  K,  si  Ton 
suppose  que  la  conique  considerce  sur  K  soit  le  cercle  a  I'infini  et  que 
le  pole  soit  place  en  un  des  points  doubles  a  distance  finie. 

L'etude  de  la  surface  du  quatrieme  degre  trouvee  n'offre  done 
aucune  difficulte. 

174.  IL  Les  fonctions  <  ),  d'ordre  2pH-i,  s'annulent  pour  dix 
demi-periodes.  Celles  d'entre  elles  qui  sont  lineairement  distinctes 
sont  (n'"*  5,  7)  en  nombre  egal  a 

2p-+  2p. 

On  demontre  comme  tout  a  I'heure  qu'on  obtiendra  une  surface  C 
d'ordre  quatre,  en  assujettissant  ces  fonctions  a  avoir  des  points  mul- 
tiples d'ordres  (s/.-,  -|-  i),  (2/..,  -f-  i),  .  .  . ,  (a/i,,,  +  i)  pour  chacune  des 
dix  demi-periodes  primitives  et  des  points  multiples  d'ordres  2k\, 
ik.,,  .  .  . ,  ik\.  pour  chacune  des  six  autres  demi-periodes,  les  nombres  k 
et  k'  devant  verifier  la  relation  unique 

8  +  8  p  -  6  =  ( 2  A-i  + 1 )  ■-  + . . .  +  ( 2  0  + 1  +  4  r  + . . .  +  4  A'b'  • 

Exemplc.  —  Pour  p  =  i ,  8  p-  8  p  —  6  est  egal  a  dix  et  il  n'j^  a  qu'une 
decomposition  possible 

10  =  1  +  1  +  1-1-.  ..H- I. 

Les  fonctions  0(/^,  c)  sont  alors  des  fonctions  d'ordre  trois  s'annu- 
lant  pour  dix  demi-periodes. 

Dans  les  relations  de  la  forme  (9)  qui  definissent  tE,  les  surfaces 
Sy=o  sont  des  surfaces  cubiques  passant  par  trois  coniques  de  K 
ayant  en  commun  un  point  double  de  celte  derniere  surface.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  la  surface     ainsi  obtenue. 

175.  III.  Les  fonctions  0(«,  (')sontpaires,  decaracteristiquenulle  et 
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d'ordrc  2p;  le  nombre  de  celles  qui  sont  lineairement  distinctes  est 
egal(n°4)a 

2p*+2. 

On  obtient  une  surface  C  d'ordre  quatre  en  assujettissant  ces  fonc- 
tions  a  avoir,  pour  les  demi-periodes,  des  points  multiples  d'ordres  2^-, , 
ih\,  .  .  .,  2A-,o,  les  nombres  ^' verifiant  la  relation  unique 

Exeinples.  —  Pour  p  =  2,  on  a 

2p''  —  2  =  6. 

II  y  a  deux  decompositions  du  nombre  six  en  moins  de  seize  carres 
I"  6  =  2-+i  +  i; 

2°  6=:H-H-I-|-I-t-I-|-I. 

On  voit  sans  difficulte  que  la  surface  "SD  qui  correspond  a  la  premiere 
decomposition  est  definie  par  des  equations  de  la  forme  (9),  ou  les 
surfaces  Sy=o  sont  des  cones  du  second  ordre  qui  ont  pour  sommet 
commun  un  point  double  de  K  et  passent  en  outre  par  deux  autres 
points  doubles  de  cette  surface.  II  est  clair  qu'a  un  point  de  ^  corres- 
pondent des  lors  deux  points  de  K,  situes  sur  une  meme  droite  issue 
du  point  double  qui  est  le  sommet  des  cones  Sy=  o,  et  par  suite  C  est 
non  pas  du  quatrieme,  mais  du  .y^'coW  degre. 

Pour  la  surface  C  qui  correspond  a  la  seconde  decomposition,  les 
surfaces  Sy=o  sont  des  quadriques  passant  par  six  points  singuliers 
de  K.  Parmi  ces  six  points,  cinq  ne  peuvent  etre  dans  un  meme  plan 
singulier  de  K,  parce  que  les  fonctions  coordonnees  Xj{u,  v)  seraient 
alors  divisibles  par  la  fonction  S  du  premier  ordre  correspondant  a  ce 
plan  singulier. 

176.  IV.  Les  fonctions  0(//,  r)  sont  impaires,  de  caracteristique 
nulle,  d'ordre  2p,  elles  s'annulent  pour  chacune  des  seize  demi- 
periodes;  le  nombre  de  celles  qui  sont  lineairement  distinctes  est 
2p^ —  2  (n"  4). 

On  obtient  une  surface  C  d'ordre  quatre  en  assujettissant  ces  fonc- 
tions a  avoir,  pour  les  demi-periodes,  des  points  multiples  d'ordres 
(2^-1  +  1),  (2/1-2+1),        (2/1,0+1);  les  nombres  A- verifiant  la  rela- 
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tion  unique 

8p'^— 8  =  (2/q  +         (2A-2  +  i)'2  +  . . .+  (2/f,6  +  i)-. 

Exemple.  —  Pour  p  —  2,  8p- — 8  est  egal  a  24;  il  n'y  a  qu'une 
decomposition  du  nombre  24  en  seize  carres  impairs 

24  =  9  +  1+  I  +  . . .  +  I. 

Les  quatre  fonctions  Xj{u,  c)  relatives  a  la  surface  2l  correspon- 
dante  sent  des  fonctions  theta  normales  d'ordre  quatre  appartcnant  a 
la  famille  singuliere;  les  courbes  Xj{u,v)  =  o  sur  la  surface  de 
Kummer  ont  un  point  triple  en  un  des  seize  points  singuliers;  ce  sont 
done  (n"  78)  les  courbes  de  contact  de  surfaces  de  Steiner  inscrites  a  K. 

Nous  retrouverons  egalement  plus  loin  cette  surface 

ill.  V.  Les  fonctions  0(//,  r)  sont  d'ordre  2p  et  de  caracteristique 
non  nulle.  Elles  s'annulent  pour  huit  demi-periodes;  le  nombre  de 
celles  qui  sont  lineairement  distincles  est  egal  a  2  p-. 

On  obtient  une  surface  "SD  d'ordre  quatre  en  assujeltissant  ces  fonc- 
tions a  avoir,  pour  chacune  des  demi-periodes  primitives,  des  points 
multiples  d'ordres  2^,  +  i,  2/1-2  -I-  i ,  .  .  . ,  H-  i  et,  pour  chacune  des 
huit  autres  demi-periodes,  des  points  multiples  d'ordres  ik\,  .  .  .,  ik'^, 
les  nombres  k,  k'  verifiant  la  relation  unique 

8p=-  8z=(2A-i  +  l)"  +  .  . .  +  (2/f8  +  i)'-+4AV'  +  . .  .  +  4^'8'- 

Exemple.  —  Pour  p  =  2,  8p^— 8  est  egal  a  24 ;  il  y  a  plusieurs 
decompositions  du  nombre  24  en  huit  carres  pairs  et  huit  carres  im- 
pairs; considerons  par  exemple  la  suivante  : 

24  =  4  +  4+  4  +  4  +  i  +  n--.-+i- 

Pour  la  surface  '2L  qui  correspond  a  cette  decomposition  les  surfaces 
Sy=:  0  sont  des  surfaces  du  troisieme  ordre,  passant  par  deux  coniques 
de  K,  et  en  outre  par  quatre  points  doubles  de  cette  surface.  Les  quatre 
derniers  points  doubles  doivent  etre  dislincts  de  ceux  qui  sont  situes 
sur  les  deux  coniques  considerees,  mais  peuvent  cependant  coincider 
avec  I'un  ou  I'autre  des  points  doubles  communs  aux  deux  coniques. 

178.  La  theorie  precedente  montre  qu'on  pent  obtenir  des  sur- 
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faces  C  duquatrieme  ordre,  quel  que  soit  I'ordre  fixe  a  priori,  des  fonc- 
tions  coordonnees  correspondantes;  I'etude  generale  des  surfaces  ainsi 
definies  serait  sans  doute  fort  interessante,  mais  nous  ne  Taborderons 
pas  ici,  nous  contentant  d'examiner  uno  des  surfaces  particulieres 
indiquees  plus  haut. 

Nous  nous  bornerons  a  faire  observer  qu'on  peut,  pour  des  valeurs 
differentes  de  I'ordre  fixe,  relrouver  la  meme  surface  (');  c'est  ainsi 
que  la  surface  de  Kumnier  se  retrouve,  comme  on  le  voit  aisement  pour 
diverses  valeurs  simples  de  I'ordre.  A  chaque  mode  nouveau  de  repre- 
sentation de  cette  surface  correspond  evidemment  une  transformation 
birationnelle  de  la  surface  en  elle-meme,  et  reciproquement.  On  voit  par 
la  que  I'etude  des  surfaces  ici  examinees  presente  un  reel  interet; 
nous  aurons  sans  doute  occasion  d'y  revenir  ('-). 

l^tude  d'une  surface  hyperelliptique  du  quatrieme  ordre. 

179.  Soit  11  la  surface  du  quatrieme  ordre  pour  laquelle  les  fonc- 
tions  coordonnees  Xj^ii,  <>)  sont  Ics  quatre  fonctions  theta  impaires, 
lineairement  distinctes  d'ordre  troisetde  caracteristique  nulie(n°  174). 
Ces  fonctions  s"'annulant  simultanement  pour  dix  demi-periodes,  la 
surface  H  a  dix  droites,  qui  jouent  le  role  de  courbes  unicursales  sin- 
gulieres.  Les  points  qui  correspondent  sur  H  aux  six  autres  demi- 
periodes  sont  evidemment  des  points  doubles  de  la  surface  (n"  13). 

Etudions  maintenant  les  courbes  representees  sur  tl  par  les  equa- 
tions 'h,(u,  r)  =  o,  r)  etant  une  des  seize  fonctions  normales 
d'ordre  un. 

L'ordre  de  la  courbe         c)  =  o  est  egal  a 


s'  designant  le  nombre  de  cclles  des  dix  demi-periodes  primitives  qui 


( ' )  Le  laisonnement  fait  en  note  au  n"  105  ne  s'applique  pas  aux  surfaces  ®, 
puisque  les  differentielles  du  el  dv  ne  sont  pas  abeliennes  sur  ces  surfaces. 

(^)  Des  maintenant  nous  pouvons  dire  que  la  surface  de  Kummer  admet 
d'autres  transformations  univoques  que  les  quinze  collineations  et  les  seize  reci- 
procites  fondamentales. 
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annulcMit  or  nous  savons  que  ces  dix  demi-periodes  sontcelles 

qui  n'annulent  pas  une  meme  fonction  theta  d'ordre  un,  qui  est  ici  la 
fonction  ^^(u,  (^)  de  caracteristique  nulls,  et  il  en  resulte  sans  diffi- 
culte  que  la  fonction  £r,(;/,  s'annule  pour  quatre  des  demi-periodes 
considerees,  a  inoins  qu'elle  ne  soit  la  fonction  v)  elle-meme. 

On  a  done  s'  =  4  pour  quinze  des  fonctions  ^i{u,  c)  et  le  degre  de  la 
courbe  correspondante  est  egal  a  i. 

Nous  trouvons  ainsi  quinze  nouvelles  droites  sur 

Ces  droites  sont  celles  qui  joignent  deux  a  deux  Ics  six  points 
doubles  de  H,  car  chacune  des  quinze  fonctions  <  ),  autres  que 
'h^{u,  ('),  s'annule  pour  deux  des  demi-periodes  qui  annulent  ^^{u,  c), 
c'est-a-dire  pour  les  arguments  de  deux  des  six  points  doubles. 

Les  dix  droites  trouvees  primitivement  sont  les  aretes  des  couples 
de  plans  qui  passent  par  les  six  points  doubles  :  en  effet,  chacune  des 
dix  demi-periodes  qui  correspondent  a  ces  droites  annule  six  des 
quinze  fonctions  '^i{u,  v)  \  en  d'autres  termes,  chacune  des  dix  droites 
primitives  rencontre  (n"  145)  six  des  quinze  droites  nouvelles,  d'oii 
I'on  deduit  de  suite  la  proposition  a  etablir. 

Enfin  la  courbe  &o("'  ^)  —  sur  "U,  est  une  cubique  gauche  qui  passe 
par  les  six  points  doubles. 

II  resulte  de  lii  que  B  est  Ic  lieu  des  sommets  des  cones  du  second  ordre 
qui  passent  prir  les  six  points  doubles,  car  on  sait  que  ce  lieu  est  une 
surface  du  quatrieme  ordre,  laquelle  passe  evidemment  par  les  vingt- 
cinq  droites  et  par  la  cubique  gauche  trouvees  tout  a  I'heure  ( ' ). 

180.  Nous  trouvons  ainsi  entre  la  surface  lieu  des  sommets  des  cones 
passant  par  six  points  et  la  surface  de  Kummer,  K,  un  lien  remarquable, 
signale  pour  la  premiere  fois  par  M.  Darboux.  Les  coordonnees  x  d'un 
point  de  la  surface  1\  sont  liees  aux  coordonnees  X  d'un  point  de  K, 
par  des  relations  de  la  forme 

(9)  •^V=S/(^n  >^2,       XJ       (7  =  1,2,3,4), 


(')  Voir,  sur  cetle  surface  : 

Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathematiques,  t.  1,  i"'  serie,  p.  354;  Hier- 
HOLZER,  Math.  Annalen,  t.  II,  p.  682;  Schottky,  Journal  de  Crelle,  t.  105, 
p.  238;  Reye,  ibid.,  t.  86,  p.  87  et  98;  Caspary,  Bulletin  des  Sciences  mathema 
tiques,  1891. 
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ou  Sy  =  o  est  Tequalion  d'une  surface  cubique  passant  par  trois 
coniques  de  K  qui  ont  en  commun  un  point  singulier.  D'apres  cela 
(n"*  44-49)  aux  sections  planes  de  H  correspondent,  sur  K,  les  courbes 
de  contact  de  surfaces  cubiques  inscrites,  douees  de  quatre  points 
doubles  :  c'est  la  precisenient  la  liaison  indiquee  par  M.  Darboux. 

Cette  liaison  ne  permettant  pas  de  transformer  aisernent  les  pro- 
prietes  connues  do  la  surface  de  Kummer  pour  les  etendre  a  la  sur- 
face H,  nous  allons  en  deduire  nne  secondc,  d'application  plus 
facile. 

II  resulte  de  la  proposition  du  n"  168  que  la  courbe  commune  a  une 
quadrique  et  a  H  aura  une  equation  de  la  forme 

0(u,  p)  =  o, 

Q(u,  r)  etant  une  fonction theta  normale,  paire,  d'ordre  six,  a  carac- 
teristique  nnlle,  douee  d'un  point  double  pour  chacune  des  dix  demi- 
periodes  qui  annulent  les  quatre  fonctions  cCj{u,  c),  et  reciproquement. 
Si  la  quadrique  passe  par  les  six  points  doubles  de  H,  la  fonction 
&{u,  (')  aura  encore  un  point  double  pour  chacune  des  six  autrcs  demi- 
periodes,  et  reciproquement. 

Or,  sur  la  surface  de  Kummer,  dont  les  coordonnees  X/(m,  v)  d'un 
point  son(.  supposees  proportionnelles  a  quatre  fonctions  d'ordre  deux 
et  de  caracteristique  nulle  (n"  12),  la  courbe  ©(//,  <^)  =  o  est  sur  une 
surface  cubique  (n"  30)  qui  passe  par  les  seize  points  singuliers.  Mais 
toQte  surface  cubique  passant  par  les  seize  points  singuliers  de  K  est 
(ividemment  la  premiere  polaire  d'un  point  de  I'espace  par  rapport  a  K; 
il  en  resulte  qu'aux  courbes  decoupees  sur  %  par  les  quadriques 
monees  par  les  six  points  doubles  correspondent  sur  K  les  courbes  de 
contact  des  tangentes  issues  d'un  memo  point,  et  reciproquement.  Si 
done  on  transforme  K  par  polaires  reciproques  en  une  autre  surface  de 
Kummer,  K',  on  voit  qu'aux  sections  planes  de  K'  correspondent,  sur  "H, 
les  sections  par  des  quadriques  passant  par  les  six  points  doubles,  et 
reciproquement. 

D'apres  cela,  si  X',,  X.,,  X'^,  X,,  sont  les  coordonnees  d'un  point  de  K' 
eta;,,  . . .,  cc,,  celles  d'un  point  de  1i,  la  liaison  entre  les  deux  surfaces 
sera  exprimee  par  des  relations  de  la  forme 


(lO) 
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les  surfaces  Cj  =  o  etant  des  quadriques  passant  par  les  six  points 
doubles  de  Ifl  ('). 

181.  Cherchons  inversement  a  exprimer  les  cc  en  fonction  des  X'. 
Lorsque  le  point  a;  decrit  une  section  plane  de  %,  le  point  X  decrit, 
sur  K,  une  sextique  passant  par  dix  points  singuliers,  et,  par  suite,  le 
point  X'  decrira,  sur  K'  (n"  78),  une  courbe  du  huitieme  ordre  de  la 
famille  singuliere,  ayant  un  point  triple  en  un  point  singulier  de  K'. 

On  aura  done 

u;y=:R,(x',,  x;,  x;„  x;,), 

les  surfaces  R/=o  etant  des  surfaces  du  quatrieme  ordre,  passant  par 
quatre  coniques  de  K'  qui  appartiennent  a  un  meme  tetraedre  de 
Rosenhain  (n"  30);  de  plus,  res  surfaces  ont  un  point  double  en  un 
menie  singulier  de  K',  qu'on  peut  supposer  different  des  sommets  du 
tetraedre. 

Ces  resultats  montrent  egalement  que  les  fonctions  coordonnees 
d'un  point  de  111  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(II)  a;^iu',i'')  =  9}{n',  i''), 

les  Oy("',  <'')  etant  des  fonctions  theta  impaires,  d'ordre  quatre,  de 
caracteristique  nulle,  douees  d'un  point  triple  pour  une  des  seize 
demi-periodes.  On  a  done  ainsi  un  nouveau  mode  de  representation 
parametrique  de  la  surface  H  ( ■). 

182.  La  relation  entre  les  surfaces  %  et  K'  donme  lieu  k  des  conse- 
quences interessantes. 

Considerons  les  relations  (lo)  comme  liant  les  points  d'un  espace  E', 
oil  les  coordonnees  sont  X',  aux  points  d'un  espace     oil  les  coordon- 


(')  Cette  relation  entre  K'  et  %  est  celle  qu'a  indiquee  M.  Reye  au  Tome  86  du 
Journal  de  Crelle;  on  voit  qu'elle  se  deduit  de  celle  de  M.  Darboux  (entre  K 
et  tJ)  en  operant  sur  tC  une  transformation  par  polaires  reciproques. 

(^)  Ce  mode  de  representation  comprend,  comme  cas  particulier,  celui  que 
M.  Schottky  a  indique,  et  on  les  Oj{ii\  v')  sont  des  produits  de  quatre  fonctions  3r 
du  premier  ordre. 

Le  mode  de  representation  primitif  comprend,  comme  cas  particulier,  celui 
de  M.  Caspary. 
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nees  sont  jc  (Transformation  de  Reye).  A  un  point  x  de  e  correspond 
un  seul  point  X'  de  E',  mais  a  iin  point  X'  correspondent  deux  points  a-, 
puisque  trois  qiiadriques  C/(j7|,  x.2,  x-j,  x,,)  =  o  ont  huit  points  com- 
muns,  dont  six  sont  fixes. 

Lorsque  X'  decrit  un  plan,  x  decrit  une  quadrique  passant  par  les 
six  points  fixes;  lorsque  X'  decrit  une  droite,  x  decrit  une  biquadra- 
tique  passant  par  ces  points,  et  reciproquement. 

Trois  quadriques  passant  par  les  six  points  fixes  se  coupent  en  outre 
en  deux  points  a?'",  x'-\  qui  correspondent  a  un  meme  point  X'  :  si 
I'un  de  ses  points,  j?'",  est  sur  M,  parmi  les  quadriques  qui  passent 
par  a-'-*  et  par  les  six  points  fixes,  figure,  d'apres  la  definition 
de  H,  un  cone  ayant  .r'"  pour  sornmet;  il  en  resulte  de  suite  que  les 
deux  points  x'"  et  x'-'  sont  confondus.  En  d'autres  termes,  les  deux 
points  qui,  par  les  relations  (lo),  correspondent  a  un  meme  point  X', 
pris  sur  K',  se  confondent  en  un  seul  point  situe  sur  H. 

Le  point  X'  decrivant  un  plan  tangent  a  K',  le  point  x  decrit  une 
quadrique  passant  par  les  six  points  fixes  et  tangente  a  H  :  cette  qua- 
drique est  evidemment  le  cone  qui  passe  par  les  six  points,  et  qui  a 
son  sommet  au  point  de  U,  correspondant  du  point  de  contact  du 
plan  considere  avec  K'. 

Observons  enfin  qu'une  cubique  passant  par  cinq  points  doubles 
de  %  coupe  en  outre  la  surface  en  deux  points,  et  :  d'apres  la 
definition  geometrique  de  1^,  ces  deux  poinis  sont  en  ligne  droite  avec 
le  sixieme  point  double.  Or  I'ensemble  de  la  cubique  etde  la  drohe  g,g.i 
pent  etre  regarde  comme  une  biquadrique,  menee  par  les  six  points 
doubles,  et  tangente  a  B  aux  deux  points  g,  et  g.>;  en  d'autres  termes, 
cette  biquadrique  correspond  a  une  tangente  double  de  K'.  Ainsi  les 
points  de  contact  d'une  bitangente  de  K'  ont  pour  correspondants 
deux  poinis  de  %  situes  en  ligne  droite  avec  un  des  six  points  doubles. 

Cette  belle  relation,  indiquee  par  M.  Darboux,  met  en  evidence  les 
six  systemes  bien  connus  de  bitangentes  de  la  surface  de  Kutnmer. 

183.  Voici  quelques  applications  de  ces  principes;  nous  les  donnons 
sans  developpement,  nous  bornant  a  renvoyer  aux  proprietes  de  la 
surface  de  Kummer  que  nous  transformons. 

Une  biquadratique  passant  par  les  six  points  doubles  de  %  coupe  en 
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outre  Id  surf  (ice  en  qudlre  points  p^,  Pi,  p.\,  p,:  h  cliaque  repartition  en 
deux  couples  de  ces  qudtre  points  correspond  une  repartition  en  deux 
couples  des  quutre  cdnes  pdssant par  la  biquddrdtique,  ou,  si  Von  veut,  des 
sommets  des  quatre  cdnes,  7,,  5-0,  ^3,  q.^  {couples  conjugues,  (n"  96). 

Les  points  p^,  p^,  Pi,  p^  sont  les  sommets  dUin  premier  tetraedre ;  les 
points  q^,  q^,  q^,  q,,  sont  les  sommets  d'un  second  :  chaque  couple  d^ aretes 
opposees  d'un  des  tetruedres  s'appuie  sur  iin  couple  d'drHes  opposees  de 
Vdutre{w°  100). 

Les  deux  tetraedres  appartiennent  done  a  un  systeme  desmique  de 
trois  tetraedres  et  jouissent  ainsi  des  nombreiises  proprietes  qui  carac- 
terisent  un  tel  systeme. 

Deux  points  doubles  quelconques  de  %  sont  les  sommets  opposes  d'une 
double  infinite  de  quddrildteres  complets,  dont  les  quatre  autres  sommets 
sont  sur  %. 

Cette  proposition  derive  d'un  theoreme  de  M.  Darboux  (n"  37)  en 
vertu  duquel  il  existe  des  quadrilateres  gauches  dont  les  cotes  sont 
des  bitangentes  d'une  surface  de  Kummer  et  dont  les  sommets  sont 
les  points  de  contact  de  ces  bitangentes. 

Comme  consequence  : 

Les  cdnes  des  tangentes  a  11  aux  six  points  doubles  de  cette  surface  ont 
en  commun  une  meme  cubique  gauche ,  tracee  sur  la  surface  et  passant 
par  les  six  points  (' ). 

184.  Nous  terminerons  en  indiquant  quelques  proprietes  de  deux 
systemes  de  courbes  remarquables  Iracees  sur  H. 

Le  premier  systeme  se  compose  des  courbes,  en  nombre  doublement 
infini,  suivant  lesquelles  H  est  coupee  par  les  cones  quadriques  qui  ont 
pour  sommets  les  points  de  %  et  qui  passent  par  les  six  points  doubles 
ou  points  fond  amenta  ux  de  %  \  ces  courbes,  lorsque  %  est  rapportee  au 
systeme  de  coordonnees  (n),  ont  pour  equation  generate 

2r(«'— A,  p'— |jl)  =  o, 
etant  une  fonction  theta  du  premier  ordre,  et  X,  [j.  des  constantes 


(')   HiBRHOLZER,  loC .  cit. 
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arbitraires.  Nous  designerons  ces  courbes  sous  le  nom  lie  courhes  y'; 
chacune  d'elles  a  un  point  double,  en  dehors  des  points  fondamentaux. 

Le  second  systeme  se  compose  des  courbes  representees  par  I'equa- 
tion 

&(«  —  X,  V  —  jji)  =  o, 

lorsque  H  est  rapporte  au  systeme  de  coordonnees  u,  c  du  n"  179;  nous 
les  appellerons  courhes  y. 

On  demontre  aisement  que  toute  courbe  y  a  un  point  double,  et 
qu'elle  est  le  lieu  des  sommets  des  cones  du  second  ordre  qui  passent 
par  les  six  points  fondamentaux  et  par  ce  point  double. 

Les  courbes  y  et  jouissent  des  proprietes  generales  des  courbes  y; 
elles  sont  de  genre  deux;  les  courbes  y  sont  d'ordre  six,  les  courbes  y' 
d'ordre  huit. 

Chaque  courbe  y  ou  y'  a  six  pdles  {w''  14.5),  qui  s'obtiennent  geome- 
triquement  d'une  maniere  simple,  en  vertu  de  cette  proposition  : 

Chacune  des  droites  joignant  un  des  six  points  fondamentaux  au 
point  double  d'une  courbe  y  (om  y  )  rencontre  en  outre  cette  courbe  en  un 
nomeau  point;  les  six  points  ainsi  obtenus  sont  les  pdles  de  la  courbe. 

Inversement,  chaque  point  de  %  est  le  pole  de  six  courbes  y  (ou  y') 
qui  seront  dites  ses  courbes polaires,  et  dont  les  points  doubles  se  deter- 
minent  par  le  theoreme  precedent. 

On  demontre  comme  au  n°  146  que  : 

Les  six  pdles  des  couj'bes  y  (ow  y')  qui  passent  par  un  point  decrivent 
chacune  une  des  courhes  y  (o//  y'),  polaires  de  ce  point. 

Le  lieu  des  points  doubles  des  courbes  y  ou  y'  passant  par  un  point 
se  deduit  du  lieu  des  poles  par  la  construction  indiquee  plus  haut;  on 
voit  ainsi  que  : 

A  chacune  des  six  courhes  y'  polaires  d'un  meme  point  de  %,  on  peut 
associer  un  des  six  points  fondamentaux  de  telle  sorte  (pie  les  six  cdnes 
qui  ont  respectivement  une  des  six  courhes  y'  pour  directrice  et  le  point 
fondamental  correspondant  pour  sommet,  se  coupent  -sui^  ^mt  une  meme 
courbe  nouvelle,  situcc  sur  %. 

Cette  courbe  nouvelle,  lieu  des  points  doubles  des  courbes  y'menees 
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par  un  point,  est  aussi,  par  definition,  le  lieu  des  sommets  des  cones 
quadriques  passant  par  ce  point  et  par  les  six  points  fondamcntaux; 
c'est  done  une  courbe  y,  ayant  le  point  considere  pour  point  double. 

On  a  ainsi  entre  les  courbes  y  et  la  dependance  qu'indique 
I'enonee  suivant  : 

Soil  une  courbe  (ow  y)  quelconque ;  les  six  cdnes  qui  ont  }-especti\  r- 
ment  pour  sommets  les  six  points  fondamentaux  et  qui  passent  par  cette 
courbe  coupent  en  outre  %  {en  dehors  de  droites  joignant  les  points  fon- 
damentaux^ chacun  suimnt  une  courbe  y  (o//  y'),  ayant  pour  pole  le 
point  double  de  la  courbe  y'  {ou  y)  primitive. 


SUR 

LES  SURFACES  DE  KUMMER  ELLIPTIQUES 


American  Journal  of  Malhemalics,  t.  XVI,  1894. 


1.  On  sail  depuis  longtemps  que  les  coordonnees  d'un  point  de  la 
surface  de  I'onde  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  doublement 
periodiques  separement  par  rapport  a  deux  parametres  u  et  <'  ( ');  la 
meme  propriete  appartient  naturellement  a  la  transformee  homogra- 
phique  de  cette  surface,  transformee  que  M.  Cayley  a  nommee  tetrae- 
droide. 

Le  tetraedroide  etant  un  cas  particulier  de  la  surface  de  Kummer  a 
seize  points  doubles,  la  question  se  pose  de  rechercher  si  d'autres  sur- 
faces de  Kummer  possedent  la  meme  propriete  et  de  les  determiner 
toutes. 

La  recherche  et  I'etude  de  ces  Surfaces  de  Kummer  elUptiques  ferment 
I'objet  du  present  Memoire;  il  existe  une  liaison  intime  entre  cette 
theorie  et  celle  des  courbes  de  genre  deux  dont  une  integrale  abelienne 
se  reduit  a  une  integrale  elliptique. 


I.  —  Determination  des  surfaces  de  Kummer  elliptiques. 

2.  Les  coordonnees  d'un  point  d'une  surface  de  Kummer  generale 
peuvent  s'exprimer,  en  fonction  abelienne  de  deux  parametres,  u  et  c, 
de  la  maniere  siiivante.  Soient  ir.i,  o;  o,  ir.i',  a,  6;  b,  c  quatre  paires 


(*)  Weber,  Journal  de  Crelle,  t.  %,  p.  353. 
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de  periodes  :  on  suppose  que  la  quantite  b'^  ~  ac,  lorsqu'on  y  rem- 
place  a,  b,  c  par  leurs  parties  reelles,  est  negative;  admettons  de  plus, 
pour  fixer  les  idees,  que  la  partie  reelie  de  a  est  egalement  negative. 
Les  coordonnees  homogenes,  x^,  d'un  point  d'une  surface  de  Kummer 
seront  (a  un  meme  facteur  de  proportionnalite  pres)  des  fonctions  uni- 
formes  et  entieres  de  u  et  v  satisfaisant  aux  relations 

(i)     1  Xhiu -h  a,  i> -h  b)  =  x/,{ii,  i')  e-'"-''  {/i  —  i ,  2,  3, 

{  Xh{u  -h  b,    +  c  )z=zxk{u,  ) 

Reciproquement,  quatre  fonctions  uniformes  et  entieres  de  11,  v,  lineai- 
rement  distinctes,  satisfaisant  aux  relations  (i),  sont  les  coordonnees 
homogenes  d'un  point  de  I'espace  qui  decrit  une  surface  de  Kummer 
lorsque  u  et  r  varient  ( ' ). 

Pour  que  les  quotients  des  fonctions  Xhiii,  c)  deux  a  deux  soient 
reductibles  a  des  fonctions  doublement  periodiques  s6parement  par 
rapport  a  deux  variables,  ii  faut  et  il  suffit  que,  par  une  transformation 
du  premier  ordre,  on  puisse  ramener  le  tableau  des  periodes  primitives 
au  tableau  suivant  : 

2  7r/ 

27r/         o         CO  — 

n 

2  TT  J  , 

O  27ri    to 

n 

n  designant  un  nombre  entier  positif :  cette  proposition  a  ete  demontree 
sous  une  autre  forme  par  M.  Picard,  dans  son  Memoire  sur  la  reduction 
des  integrales  abeliennes  aux  integrales  elliptiques  pour  les  courbes 
de  genre  deux  (-');  elle  resulte  egalement  du  theoreme  plus  general 
de  M.  Poincare  sur  la  reduction  des  integrales  abeliennes  a  des  inte- 
grales du  genre  moindre  ( 

Sans  insister  sur  ce  point,  nous  voyons  que,  pour  une  surface  do 
Kummer  elliptiq lie,  les  coordonnees  homogenes  d'un  point  seront  des 
fonctions  de  =  //,  v  satisfaisant  aux  equations  (i),  dans  lesquelles  on 


(^)  Voir  a  ce  sujel  :  Webbr,  Journal  de  Crelle^  t.  8V.  —  G.  Humbert.  Journal 
de  Math.,  4''  serie,  t.  IX,  p.  47- 

(-)  PiCARD,  Bu//.  Soc.  math.,  I.  XI,  p.  43. 

(')  FoiNCAufi,  American  Journal,  I.  VIII,  p.  289  et  suiv. 
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,  2111        1       .    >      I  ■ 

suppose  o  —      »  c  est-a-dire 


(  2  71  f  \ 

Xh\  u  +  a,  i>  -\  =  Xk{u,  v)  e~-"-«  (A  =  i,  a,  3,  4) 


(2)  {    "V  n  J 

et  reciproquement. 

Nous  avons  d'ailleurs  fait  voir,  dans  notre  Memoire  sur  les  surfaces 
hyperelliptiques,  que  les  fonctions  uniformes  entieres  qui  satisfont  a 
des  relations  de  la  forme  (i)[ou  (2)]  sont  fonctions  lineaires  et  homo- 
genes  de  qiiaire  d'entre  elles,  et  qu'elles  sont  toutes  paires,  c'est-a-dire 
ne  changent  pas  si  I'on  y  change  simultanement  et  en  —  u,  —  ). 
En  d'autres  termes,  puisqu'il  y  a  quatre  coordonnees  homogenes, 
<^),  les  surfaces  de  Kummer  elliptiques  qui  correspondent  a  des 
valeurs  donnees  de  I'entier  n  et  des  periodes  a,  c,  sont  les  transformees 
homographiques  les  unes  des  autres,  et  il  suf'fit  d'en  etudier  une  pour 
avoir  les  proprietes  projectives  des  autres. 

Nous  verrons,  dans  ces  recherches,  que  le  nombre  n  joue  un  r6le 
preponderant,  et  nous  lui  donnerons  le  nom  d'indice  de  la  surface. 


3.  Cela  pose,  cherchons  a  exprimer,  a  I'aide  des  fonctions  theta 
elliptiques,  les  fonctions  Xh{u,  qui  verifient  les  relations  (2);  il 
suffira,  pour  cela,  de  former  a  priori  quatre  de  ces  fonctions,  lineai- 
rement  distinctes. 

Or  considerons  la  fonction  ©,(«),  de  Jacobi,  formee  avec  les 

periodes  iru  et  ^;  designons-la,  pour  la  symetrie  des  notations  ulte- 
rieures,  par  .ro(«)>  on  aura,  par  definition, 

 hftiu 

e  ' 

Posons 

&/,(«)  —?!f^(u-\-  (/i  =  0,  I,  .  .  .,  2/1  —  l), 


(' )  Journal  de  Math.,  4"  serie,  t.  IX,  p.  36. 
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les  m  fonctions  'huiii)  verifient  les  relations 

I  U  -+-  ITzi)  —?j/,{u), 

,   i'h  (  "  +  — '  )  =  ^/-+2  (  «  )  1 

(3)  {     \  / 


S/,  ( M  +  /i« )     =     ( u )  e--""-"'". 


ih  — 


Soit  pose  de  meme 

-f-  tc 


V  H  )         ( /(  =  o,  1  2  «  —  I ) ; 


/J 


les  in  fonctions  0/,(<')  satisfont  a  des  relations  semblables  aux  rela- 
tions (3),  ou  a  est  remplace  par  c  (  ' ). 

Designons  maintenant  par  £  et  y]  deux  nombres  donnes,  egaux  a  o  ou 
a  I,  et  considerons  la  fonction  Fs  .^(//,  v)  definie  par  Tequation 

(  4  )  Fe,„  (  « ,     )  =  2  %r-.'.  (  U  )  (  P  )  e"  '•^""'P^'^"  n  . 

Dans  le  second  membre,  la  sommation  est  double  et  porte  sur  toutes 
les  valeurs  entieres  et  positives  de  et  p,  pour  lesquelles  ir-\-i 
et  2p  -h  Y]  restent  tons  deux  inferieurs  a  in,  c'est-a-dire  sur  toutes  les 
valeurs  de  /•  et  p  comprises  entre  o  et  n  —  i  Indus. 

En  donnant  a  i  et  y]  toutes  les  valeurs  dont  ces  quantites  sont  suscep- 
tibles  on  obtient  ainsi  quntrc  fonctions  F.  ,  a  savoir  F„o,  F^, ,  F,u,  F, , ,  et 
nous  allons  etablir  qirelles  verifient  les  relations  (^2). 

Ecrivons  en  effet,  en  supprimant  les  indices  £  et  tj, 

p  et  (J  etant  des  entiers,  respectiveinent  de  parite  donnee  et  variant 
entre  o  et  2/i  —  1 ,  les  deux  limites  pouvant  etre  atteintes.  On  a  evidem- 
ment 


(')  Les  series  SJo(w)  et  9o{i>)  convergent,  car  on  a  admis  que  la  partie  reelle 
de  a  est  negative  et  il  en  est  de  meme  de  la  partie  reelle  de  c,  d'apres  rhypothese 
faite  sur  b-  —  ac. 
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Changeons  maintenant  //  en  u  +  2^  et  r  en  v  -\-  c;  on  aura,  d'apres  (3), 
et  par  suite,  puisque /?  +  2  est  ile  meme  parite  que p, 


n 


De  meme 


F(  «  +  V  -+-  r)  =  F(//,  (•)  e--''-''. 


0,71/ 


F(«,  t')  verifie  done  bien  les  relations  (2). 

Or  il  est  bien  connu  (et  d'ailleurs  evident)  que  les  fonctions  '^h{u), 
et  de  meme  les  fonctions  9/,(<^)>  sont  lineairement  distinctes;  il  en 
resulte  immediatement  que  les  quatre  fonctions  Y{u,  v)  ne  sont  liees 
par  aucune  relation  lineaire  et  homogene,  et  des  lors  la  fonction 
entiere  la  plus  generale  qui  verifie  les  relations  (2)  est  une  combi- 
naison  lineaire  de  nos  fonctions  v). 

4.  En  resume,  la  .surface  de  Kiirnmer  elUptiqiie  la  plus  generale, 
d'indicc  n,  sera  une  tramformec  honiographiqne  de  la  surface  definie,  en 
coordonnees  liomo genes,  par  les  equations 


(5) 


•3^1=  1*0.0  <•)  = 


—  n  —  1    p  =zn  —  I 


2 

/■  =  n 

2 

p  =  o 

(")^.p  {i')e 

=  n—  1 

1 

r  =  0 

?  =  n- 

2 

p  =  o 

1 

(M)S'2p+i(*^)e 

=  11—1 

1 

r  =  0 

p  =  n- 

2 

p  =  o 

"'■>r-i- 

(")9,p  {i')e 

=  n—  1 

2 

P  =  n~ 

2 

p  =  o 

(«)e.,p+,(t')e 

-2rC2p+1) 


-2p(2r-t-l) 


—\ir-\-\}{ip-i-i)  — 


les  fonctions  Oft(<')  etant  celles  definies  plus  haut.  Les  quotients 

des  deux  a  deux  ne  changent  pas  quand  on  augmente  //  et  *'  de 
periodes  simultanees. 

5.  Remarque.  —  On  peut  verifier  que  les  fonctions  Fe,r,("»  sont 
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paires;  la  fonction  .^o(")  etant  en  effet  une  fonction  paire  de  m,  on  aura 
et  de  meme 

Changer  u  et  en  —  /<,  —  v  dans  la  fonction  F(«,  <•)  ecrite  au  n°  3, 
revient  done  a  changer /j  et  en  2n  —  />,  an  —  q,  ce  qui  n'allere  pas  la 
parite  respective  de  ces  deux  nombres;  de  plus  on  a  evidemment 

Ta  Hi 
—P'l  "T         —\'ln.—p)\,in—q\  — 

e      "  =  e  " 

et  par  suite  Y{u,  v)  ne  change  pas. 

On  deduit  de  la  que  la  surface  definie  par  (5)  est  bien  une  surface 
d'ordre  quatre.  En  effet,  d'apres  un  important  theoreme  de  M.  Poin- 
care  ('),  deux  fonctions  entieres  satisfaisant  aux  relations  (i)  onthuit 
zeros  communs,  et  ces  zeros,  d'apres  ce  qui  precede,  sont  deux  a  deux 
egaux  et  de  signes  contraires,  de  la  forme  («,  v)  et  (—  u,  —  p).  En 
d'autres  termes  la  surface  (5)  est  coupee  par  une  droite  quelconque  de 

I'espace  en  ^8,  c'est-a-dire  quatre  points. 

Si  I'indice  n  etait  egal  a  I'unite,  cette  conclusion  serait  en  defaut  : 
dans  ce  cas  en  effet,  il  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  ^')  sont 

paires  separement  par  rapport  a  a  et  par  rapport  a  c;  a  un  point  de  la 
surface  (5)  correspondent  alors  les  quatre  couples  d'arguments  {u,  v)\ 

( — «,(');  (m,  —  v)\  {— u,  — cette  surface  est  done  d'ordre  ^8, 

■4 

c'est-a-dire  d'ordre  deux,  comme  on  le  verifierait  d'ailleurs  en  formant 
les  fonctions  F. 


II.  —  Etudes  des  surfaces  de  Kummer  elliptiques;  g6n6ralit6s. 

6.  Les  proprietes  geometriques  des  surfaces  de  Kummer  elliptiques 
sont  liees  a  celles  de  deux  series  de  courbes  remarquables  qu'on  peut 
tracer  sur  elles;  cette  etude  nous  permettra  d'obtenir,  sous  forme 


(')  Bail.  Soc.  math.,  t.  XI,  p.  129. 
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geometrique,  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  points  doubles  d'unc 
surface  de  Kummer,  pour  que  la  surface  soit  elliptique. 

7.  Si,  dans  les  equations  (5)  qui  definissent  la  surface,  on  donne 
a  <>>  une  valeur  constante,  <'„,  la  courbe  que  decrit  sur  la  surface 
le  point  (a?,,  .  .  .,  x„)  est  une  courbe  algebriqiic,  de  genre  an,  puisque 
les  coordonnees  homogenes  du  point  mobile  sont  des  fonctions  d'une 
variable  u,  dont  les  quotients  deux  a  deux  sont  doublement  perio- 
diques,  aux  periodes  iiii,  et  na,  en  vertu  des  relations  (3). 

Cette  courbe  est  d'ordre  in,  car  les  coordonnees  Xui^u)  satisfaisant 
aux  relations 

( o)  { 

{  .Thill  +  na)  =Xf,{n)  e-2««-«'« 

sont  ce  qu'on  appelle  des  fonctions  iheta  d'ordre  2n,  et  ont  2n  zeros 
dans  le  parallelogramme  des  periodes  (2-;,  na)  :  en  d'autres  termes  la 
courbe  est  coupee  par  un  plan  en  2/1  points  et  son  degre  est  2/1. 

11  est  a  observer  que  la  courbe  f  =  est  la  meme  que  la  courbe 
»'  =  —  i-'g,  puisque  a  un  point  de  la  surface  de  Kummer  correspondent  les 
couples  d'arguments  //,  et  (— u,  —  <');  de  meme  la  courbe  <' =  »'„ 
coincide  avec  la  courbe 

(7)  f  =±     4- 2/i7r/ +  2/1  — •  + /c, 

h,  k,  I  etant  entiers,  puisque  les  valeurs  de  i'  qui  correspondent  a  un 
meme  point  de  la  surface  sont  evidemment  de  la  forme  (7). 

On  obtient  un  second  systeme  de  courbes  d'ordre  2^  et  de  genre  i  en 
donnant  a  u,  dans  les  equations  (5),  une  valeur  constante.  II  est  clair 
que  deux  courbes  d'un  meme  systeme,  u  =  et  u  =  Ui,  n'ont  aucun 
point  commun,  et  qu'il  ne  passe  qu'une  courbe  du  systeme  par  un  point 
de  la  surface  de  Rummer. 

Ces  deux  systemes  de  courbes  sont  evidemment  speciaux  aux  sur- 
faces de  Kummer  elliptiques;  il  est  clair  de  plus,  en  vertu  de  la  repre- 
sentation parametrique  (5),  que  toutes  les  courbes  u  —  Uo  ont  le  meme 
module,  et  il  en  est  de  meme  des  courbes    =  ^0  entre  elles. 

8.  Une  courbe  u  =  Uo  et  une  courbe  v  =  v^  de  V autre  systeme  sont  sur 
une  mime  surface  d'ordre  n,  dont  elles  constituent  I'intersection  com- 
plete avec  la  surface  de  Kummer. 
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Pour  ledemontreranalytiquement  considerons  la  fonction  entiere<p(M) 
qui  satisfait  aiix  relations 


(8) 


on  trouve  aisement,  par  la  methode  des  coefficients  indetermines,  en 
reproduisant  un  calciil  connu,  qu'elle  est  de  la  forme 

les  X  etant  des  constantes  arbitraires,  et  etant  pose 

!J.  =  +  » 
}Jl.  =  —  » 

^       ■2nl\l.'t--')u  +  n(\i.-i--y  a 

*i(")=  2d  • 

D'aillenrs  (r>u  et  <I>| ,  et  par  suite  <I>,  sont  evidemment  des  fonctions  paires 
de  De  plus  ^(u),  d'apres  (8),  etant  une  fonction  theta  d'ordre  2, 
a  deux  zeros,  de  la  forme  11^  et  —  //o,  dans  le  parallelogramme  des 

periodes 

Soil  de  meme  ^(v)  la  fonction  entiere  la  plus  generale  de  r  satisfai- 
sant  aux  relations 

(9)  K'^'-^O^^^^^^' 

La  fonction  paire  de  11,  v,  ^{u),  "^{v),  que  nous  designerons  par  F(/^  <^), 
verifie  les  equations  : 

I  F(  M  +  27t/,  v)         —V{u,  ('  +  27:/)  =  F(«,  r), 

,    ,  )  F(    +  a,    +  —  )  =  F(w,  (^) 

(10)  <     V  n  J 

I  F^u  +  +      =  F(a.  e-''""-''<\ 

Or  nous  avons  fait  voir  dUine  maniere  generale  (*)  que  sur  une  surface 


(')  Journal  de  Math.,  4*  serie,  t.  IX,  p.  53. 
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de  Kummer  dont  les  coordonnees  d'lin  point  sont  des  fonctions  entieres 
Xh{u,  verifiant  les  equations  (i),  on  obtient  I'equation  de  la  courbe 
complete  commune  a  la  surface  et  a  une  surface  algebrique  d'ordre  n, 
en  egalant  a  zero  une  fonction  entiere,  paire,  de  u,  v,  verifiant  les  rela- 
tions : 

(i  i)  }  Q{ti  +  a,  i>     b)  —  @{u,  c) 

et  reciproquement,  la  courbe  qu'on  definit  en  egalant  a  zero  une  telle 
fonction  est  I'intersection  complete  de  la  surface  de  Kummer  et  d'une 
surface  d'ordre  n. 

D^apres  cela,  la  courbe,  representee  sur  la  surface  de  Kummer  ellip- 
tique  que  nous  etudions,  par  I'equation  F(//,  t-)  =  o  est  I'intersection 
complete  de  cette  surface  et  d'une  surface  d'ordre  n. 

Or  la  courbe  ¥(11,  v)=  o  se  decompose  en  deux  courbes  ^(u)  =  o 
et  0.  La  fonction  ayant,  comme  nous  I'avons  vu,  deux 

zeros,  de  la  forme  iio  et  —  Un,  la  courbe  o  sera  une  quelconque 

des  courbes  d'ordre  2n,  u  —  11^;  de  meme  la  courbe  o  sera  une 

quelconque  des  courbes  (^'  =  fo»  et  ces  deux  courbes  sont,  comme  on 
vient  de  I'etablir,  sur  une  meme  surface  d'ordre  n. 

9.  On  pent  donner  de  ce  theorcme  une  autre  demonstration,  plus 
geometrique,  et  qui  ne  sera  pas  inutile  pour  la  suite. 

Cherchons  d'abord  en  combien  de  points  se  coupcnt  les  deux  courbes 
u  —  u^  v  =  Vq.  Les  equations  de  ces  deux  courbes  pouvant  s'ecrire 
(n°7): 

II  =  ±  Uc,+  2h  Tii  +  'i.k  —  +  la, 

n 

(•  =  ±  2/t'7r< '+ 2  A' ^  + /'c, 

les  arguments  des  points  communs  seront  evidemment  donnesparles 
deux  equations  precedentes,  ou  h,  k,  /'  sont  des  entiers  quel- 

conques.  On  peut  d'abord  faire  h  —  h!—o  sans  changer  le  point  {u,  c) ; 

de  plus  a  et  formant  une  periode  simultanee  de  v,  on  peut,  sans 
changer  le  point  (12),  augmenter  a  la  fois  a  do  —k' a  et    de  —  ik'  ; 
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de  meme  on  peut  augmenter  u  et  i>  respectivement  de  —  2/'  —  et  de 
—  I'c,  et  Ton  a  ainsi  pour  le  point  (12) 

,  -ni 
u  =  ±  Uo-\-  2p  —  -+-  qa, 

(^  =  ±  f'o, 

p  et  q  etant  deux  entiers.  Enfin  le  point  ne  changeant  pas  si  Ton  rem- 
place  u,  V  par  —  //,  — on  voit  que  tous  les  points  cherches  sont  com- 
pris  dans  les  deux  formules 

/  7:/  /  ni 

j  w  =  «o+ —  +  \  u  =— u^-h  ■?.p +  qa 

(  r  =  (^0  (  «'=  <^o- 

Dans  ces  formules,/)  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  o,  1,  .  .  .  {n  —  i), 
car  si  Ton  augmente  jo  de  /i  unites,  on  augmente  u  de  ce  qui 
redonne  le  meme  point.  De  meme  on  peut  augmenter  u  et  v  simultane- 

ment  de  na  et  de  ird,  puisque  (^a,  -j^-j  est  une  periode  simultanee; 

done  si  Ton  ajoute  n  unites  a  on  retornbe  sur  le  meme  point,  et  par 
suite  q  peut  prendre  seulement  les  valeurs  o,  i ,  . . . ,  w  —  i . 

Done  enfin  les  points  communs  mix  deux  courbcs  u  =  ii^  et  v=  sont 
au  nombre  de  /i%  donnes  par  la  premiere  formule,  et  de  ir ,  donnes  par 
la  seconde,  soit  un  total  de  in-. 

Cela  pose,  par  in"^  points  abitraires  de  la  courbe  de  genre  tin  et 
d'ordre  in,  u  =  Uo,  faisons  passer  une  surface  d'ordre  n,  S„  :  cette 
surface  contiendra  la  courbe  tout  entiere,  d'apres  les  proprietes  des 
courbes  de  genre  i.  Si  Ton  fait  de  plus  passer  S„  par  un  point  de  la 
courbe  d'ordre  in,  v  =  Vq,  comme  elle  coupe  deja  celle-ci  en  points, 
situes  sur  la  courbe  u  =  Uq,  elle  aura  en  tout  2n^+  i  points  communs 
avec  elle  et  la  contiendra  des  lors  tout  entiere.  Ainsi  la  condition,  pour 
une  surface  d'ordre  n,  de  passer  par  les  deux  courbes  u  =  Uq  et  v  =  Vot 
equivaut  a  an^  +  i  conditions  lineaires,  et  pour  demontrer  que  les  deux 
courbes  sont  sur  une  surface  d'ordre  n,  il  suffira  d'etablir  qu'on  peut 
faire  passer  une  telle  surface  par  in^-\-i  points  de  notre  surface  de 
Kummer. 

Or  le  nombre  des  points,  d'une  surface  d'ordre  4»  par  lesquels  on 
peut  faire  passer  une  surface  d'ordre  n  ne  comprenant  pas  la  surface 
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primitive,  est  evidemment  egal  a 

^  (rt  +  i)  {n  +  2)      +  3)  —  ^  {n  —  3)  {n  —  2)  {n  —  1)  —  i, 

c'est-a-dire 

2/1^+1. 

Le  theoreme  est  done  demontre.  Reciproquement,  il  est  aise  de  voir 
que  toute  surface  d'ordre  n  menee  par  une  courbe  u  =  coupe  en 
outre  la  surface  de  Kummer  suivant  une  courbe  du  systeme  v=n>^. 

10.  Parmi  les  courbes  u  =  u^,  il  en  est  de  particulierement  interes- 
santes;  ce  sont  celles  qui  correspondent  aux  valeurs  de  egales  a  des 
demi-periodes  de  u. 

Ces  courbes  ont  pour  equation  : 

(i3)  u  =  hni -h        -\- (/i,  A,  /  =  o,  1) 

et  paraissent  etre  en  nombre  egal  a  8,  puisquc  A,  /c,  I  peuvent  prendre 
chacun  deux  valeurs,  mais  nous  verrons  plus  loin  qu'elles  se  reduisent 
a  quatre  courbes  distinctes. 

P 

Soit,  pour  abreger,     =  -  I'equation  de  I'une  d^elles,  P  etant  une 

periode  de  u;  designons  par  P'  la  periode  correspondante  de  ^>. 

Soit  X  le  quotient  de  deux  coordonnees  Xi;(u,  d'un  point  de  la 
surface  de  Kummer  (5);  on  a  (n"  5) 

X{u,  f)  =  X{-~  II,  —  f). 

Pour  a  =  -, 

2 

w>        >^(l'")=''(-v-")=^(j' -'•+"'). 

puisqu'on  peut  ajouter  k  u  ct  v  la  periode  P,  P',  sans  changer  X.  En 
d'autres  termes,  on  voit  qu'a  un  point  de  la  courbe  u=  ->  corres- 
pondent pour  V  deux  arguments, c  et  P'  —  v;  par  suite  le  degre  de  cette 
courbe  sera  la  moitie  du  degre  du  cas  general,  c'est-a-dire  ^  in  ou  n.  II 

P 

en  resulte  egalement  que  la  courbe  n  =      comptee  deux  fois^  jouira 
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des  proprietes  generales  des  courbes  ii  =  Uq;  par  exemple,  qu'il  exis- 

tera  une  surface  d'ordre  n  circonscrite  a  la  surface  de  Kummer  le  long 

de  cette  courbe,  et  passant  par  une  courbe  arbitraire  c  =  Pq- 

P 

De  plus  la  courbe  «  =  -  est  unicursale.  En  effet,  les  coordonnees 

non  homogenes  d'un  de  ses  points  sont  des  fonctions  doublement  porio- 
diques  de  v  qui  ne  changent  pas  quand  on  remplace  v  par  P' — 
d'apres  (i4);  ce  sont  done  des  fonctions  doublement  periodiques  paircs 


de  la  variable  Y  = 


>  et  elles  s'expriment  en  fonction  rationnelle 


de  9V,  ce  qui  etablit  la  proposition. 


11.  Demontrons  maintenant  que  les  courbes 


u  =  hTii      k  1-  /  - 

n  2 


se  reduisent  a  quatre. 

On  pent,  sans  changer  la  courbe,  ajouter  au  second  membre  la  quan- 

tite  2  [J.      [JL  etant  entier  ( n°  7);  on  a  ainsi 


u  =  h'ni      k-  (-2  a  h  /  -  ■ 

n         '    n  2 


Si  n  est  impair,  ou  pourra  toujours  trouver  un  entier  [j.  tel  que  /c  ■+ 
soit  un  multiple,  p/i,  de  n;  et  il  vient,  pour  cette  valeur  de  [Jt.  : 


«  =  ( A  -f-  p )  71  /  H-  /  -  • 

2 


On  a  done  seulement  quatre  courbes  : 

a  a 

u  —  o.         u  =  -Kis        «=->  ;(z=7r/H  

2  2 

Si  n  est  pair,  on  prendra  p.  =  —  ^  /?,  et  il  viendra  pour  u  : 

a  =  k  h  /  -  > 

n  2 

d'ou  quatre  courbes  seulement  : 

■ni  a  Tti  a 

«  =  O,  f<  =  —  ,  II  =  -  ,  ti  =  1  • 

/).  2  n  2 
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12.  De  meme,  parmi  les  courbes  p  =  v^,  figurent  quatre  courbes  uni- 
cursales  d'ordre  n,  dont  les  equations  se  tleduisent  des  precedentes  en 
changeant  u  en    et  a  en  c. 

III.  —  Surfaces  de  Kummer  elliptiques  d'indice  impair. 

13.  Pour  les  recherches  qui  suivent,  il  est  necessaire  de  distinguer 
deux  cas  suivant  que  I'indice  n  est  impair  ou  pair;  considerons  d'abord 
le  cas  d'un  indice  impair  : . 

=  2  c?  +  I . 

Les  seize  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer  ont  pour  arguments, 
comme  on  sait,  les  seize  demi-periodes  simultanees;  il  en  resulte  que 
la  courbe  u  —  (ou  v  =  Cq)  qui  passe  par  un  point  double  est  neces- 
sairement  une  des  quatre  courbes  unicursales  du  systeme  correspon- 
dant.  II  est  interessant  d'etudier  la  repartition  des  points  doubles  sur 
ces  courbes. 

Soit  par  exemple  la  courbe  «  =  o;  un  point  double  de  la  surface  de 
Kummer  ayant  pour  arguments 

(  1       ■        I  J  ^ 

I  a  —  H  Tzi  -\-  k  \-  I  - 

\  n  2 

I  .  {hji',k,  1^0,1) 

f  V  —  h'-Ki  -{-  k  -  — 
V  in 

sera  sur  cette  courbe  si  Ton  a  : 

h-Ki  +  k  \- 1  -  =  2 A'  — , 

n         1  n 

car  la  courbe  u  =  o  est  la  meme  que  la  courbe  u=ik'  On  en 
conclut 

/  =  o       et       nh  +  A  =  2  A' 

OU,  en  remplagant  n  par  sa  valeur,  2^/  +  i  : 

i{dh  —  A')  +  /i  +  A  =  o, 

equation  qui  donnera  pour  k'  une  valeur  entiere  si  ^  +  ^  est  pair. 
Ainsi  les  points  doubles  situes  sur  la  courbe  u  =  o  seront  les  quatre 
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(   "  =  0, 


n 

c 

~  > 

2 


■Kl 


TZl 


On  trouverait  de  m6me  les  arguments  des  quatre  points  doubles  situes 
sur  chacune  des  autres  courbes  d'ordre  n,  et  Ton  etablit  ainsi  le  tableau 
suivant : 


Courbes. 

Aigumeiils 

u,  V  des  points  doubles  situ6s 

sur  les  courbes. 

c 

c 

u 

=  0 

0, 

o 

X  i 

-  —  J 

—  > 

n 

2 

n 

2 

-  i 

c 

n  i 

C 

u 

%i, 

0 

■■K  i 

—  t 

—  > 

■+■ 

7zi 

n 

2 

n 

2 

a 

a 

X  i 

a 

K  i 

a 

TZ  i 

c  ^ 

■K  1 

a 

C 

n  i 

u 

—  i 

-) 

-  -h  ni  ^ 

-  —  ) 

X  i 

H  

— h 

ni  ■+■ 

— » 

-+- 

2 

2 

n 

2 

n 

2 

n 

2 

tl 

2 

n 

2 

n 

a 

a 

Ti  i 

a 

■a  i 

a 

c 

a 

■K  i 

C 

Tzi 

11 

—  —  -i-  I 

t-  T^i, 

izi 

 1 

-  T.i, 

 [ 

-  —  J 

-  -H 

t:  i 

 H 

-t- 

2 

1 

n 
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Un  tableau  analogue  donne  les  points  doubles  par  lesquels  passent 
les  quatre  courbes  unicursales  d'ordre  n,  du  sysleme  v  — 


Courbes. 

Arguments  w, 

V  des  points  doubles  situes 

sur  les  courbes. 

a 

a 

ret 

=  0 

0, 

0 

Tzi, 
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-  ) 

Tzi  -\ 

 h  HI, 

re  i  -(-  — 
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11 

2 

n 

a 

TZ  i 
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Ce  nouveau  tableau  est  le  meme  que  le  premier,  oix  Ton  aurait  remplace 
les  lignes  par  les  colonnes. 


14.  De  I'examen  de  ces  deux  tableaux  resultent  des  consequences 
simples. 
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Rappelons  d'abord  que  les  seize  points  doubles  de  la  surface  de 
Kummer  sont  situes  six  a  six  sur  chacune  des  seize  coniques  de  la  sur- 
face, et  qu'il  est  facile  de  faire  le  tableau  de  ces  seize  groupes  de  points 
exprimes  a  Faide  de  leurs  arguments. 

Cela  pose,  voici  les  propositions  qu'on  peut  enoncer,  en  se  reportant 
d'ailleurs  aux  proprietes  generales  des  surfaces  de  Kummer. 

I.  Les  quatre  points  doubles  d'une  surface  de  Kummer  d'indice 
impair,  n,  situes  sur  une  meme  courbe  unicursale  d'ordre  n  du  sys- 
teme  u  —  sdnt  les  sommets  d'un  tetraedre  de  Rosenhain,  c'est-a-dire 
d'un  tetraedre  dont  les  faces  sont  quatre  plans  singuliers. 

Par  plan  singulier,  on  entend  Ic  plan  d'une  des  seize  coniques  de  la 
surface  de  Kummer. 

II.  Les  seize  points  doubles  se  repartissent  ainsi,  par  rapport  aux 
quatre  courbes  unicursales  du  systeme  u  =  en  quatre  tetraedres  de 
Rosenhain,  qui  n'ont  deux  a  deux  aucun  sommet  et  aucune  face  com- 
muns. 

III.  Des  propositions  pareilles  s'appliquent  aux  quatre  courbes  uni- 
cursales du  systeme  9  =  Vq. 

IV.  Un  quelconque  des  quatre  tetraedres  de  Rosenhain  du  premier 
systeme  et  un  quelconque  des  quatre  tetraedres  du  second  ont  un  etun 
seul  sommet  commun,  la  face  opposee  a  ce  sommet  est  la  meme  dans 
les  deux  tetraedres;  ou  encore  :  Chaque  courbe  unicursale  du  sys- 
teme ii  =  Uf,  coupe  chaque  courbe  unicursale  du  systeme  c  =  <'<,  en 
un  point  double  de  la  surface  de  Kummer;  les  trois  autres  points  doubles 
situes  sur  la  premiere  courbe  et  les  trois  autres  points  doubles  situes 
sur  la  seconde  sont  sur  une  meme  conique  de  la  surface  de  Kummer. 

V.  D'apres  cela,  on  peut  faire  correspondre  a  un  point  double  de  la 
surface  de  Kummer  le  plan  singulier  qui  est  la  face  commune  des  deux 
tetraedres  de  Rosenhain  dont  ce  point  est  le  sommet  dans  les  deux  sys- 
temes  :  chaque  point  double  et  le  plan  singulier  correspondant  sont 
polaires  reciproques  I'un  de  I'autre  par  rapport  a  une  des  dix  quadriques 
fondamentales,  c'est-a-dire  a  une  des  quadriques  par  rapport  auxquelles 
la  surface  de  Kummer  est  sa  propre  reciproque. 

15.  Les  formules  du  n°  9  permettent  de  determiner  les  points  de 
la  surface  de  Kummer  oil  se  rencontrent  deux  courbes  unicursales 
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d'ordre  n  de  systeme  different.  Considerons  par  exemple  les  courbes 
u  —  ot{v  =  o\  d'apres  le  n"  9,  leurs  points  communs  sont  donnes  par 
la  formule  unique 

u  =  ip  h  qa, 


0X1  p  et  g  prennent  les  valeurs  o,  i,  .  .  . ,  n  —  i. 

II  semble  qu'on  obtienne  ainsi  n'^  points,  mais  les  deux  points 

u  =  2p—^(/a  it'=2{n—p)  —  ->r-(n  —  g)a, 

coincident,  car  les  sommes  (u-hu')  et  +  c'est-a-dire  na 
et  o  forrnent  une  periode  simultanee  de  u  et  D'ailleurs  les  nombres p 
et  n — p,  (J  et  n  —  q  ne  peuvent  etre  simultanement  egaux,  puisque  n 
est  impair;  par  suite  —  a  Texception  du  point m  =  o,  =  o  —  les  points 
donnes  par  la  formule  precedente  coincident  deux  a  deux,  et  leur 
nombre  total  est 

n- —  I 
I  H  

2 

Ainsi  :  deux  courbes  unicursales  d'ordre  n,  de  systeme  different,  se 
coupent  en  un  point  singulier  de  la  surface  de  Kummer  et  ont  en  outre 

 points  communs. 


16.  II  en  resulte  sans  difficulte,  par  un  raisonnement  semblable  a 
celui  du  n°  9,  que  I'on  peut  faire  passer  par  les  deux  courbes  unicursales 

une  surface  d'ordre  — qui  ne  comprend  pas  la  surface  de  Kummer, 
et  qui  par  suite  coupe  encore  cette  derniere  suivant  une  courbe  d'ordre 
i{n  +  i)  —  2n,  c'est-a-dire  suivant  une  conique.  Cette  conique  est  celle 
qui  contientles  points  doubles  situes  sur  les  deux  courbes  considerees, 
en  dehors  de  celui  qui  leur  est  commun  (n°  14)  :  pour  le  verifier,  obser- 
vons  en  effet  que  la  conique  precedente  est  rencontree  par  chacune  des 
deux  courbes  d'ordre  n  en  trois  points  singuliers  et  en  autres 

points,  car  toute  ligne  tracee  sur  la  surface  de  Kummer  louche  neces- 
sairement  un  plan  singulier  en  tous  les  points  non  singuliers  oil  elle  le 
rencontre.  On  voit  ainsi  que  la  conique  consideree  a,  sur  la  surface 
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d'ordre  "  ^  S  un  nombre  de  points  au  moins  egal  a  2|^3  h-  — ^  j'  c'est 

a-dire  n  -f-  3,  et  par  suite  elle  est  tout  entiere  sur  la  surface. 

On  aurait  pu  demontrer  ce  theoreme  analytiquement,  en  suivant  une 
marche  analogue  a  celle  du  n"  8. 

17.  Les  resultats  qui  precedent  suffisent  pour  etablir  geometrique- 
ment  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  que  doit  remplir  une  sur- 
face de  Kummer  pour  etre  une  surface  elliptique  d'indice  impair. 

Ces  conditions,  en  efFet,  lorsque  I'indice  est  donne,  se  reduisent 
evidemment  a  une  seule,  qui,  au  point  de  vue  analytique,  constitue  une 
relation  entre  les  periodes  a,  b,  c  des  fonctions  hyperellipliques  liees  a 
la  surface.  Or  ces  fonctions  sont  celles  qu'on  obtient  en  appliquant  le 
probletne  de  I'inversion  de  Jacobi  aux  integrates  abeliennes  de  premiere 
espece  et  de  genre  2  qui  appartiennent  a  une  quelconque  des  sections 
de  la  surface  par  un  plan  tangent;  par  suite,  au  point  de  vue  geome- 
trique,  la  condition  cherchee  se  traduira  par  une  relation  entre  les  trois 
modules  d'une  de  ces  sections.  Si  Ton  observe  maintenant  que  les 
modules  d'une  courbe  du  quatrieme  ordre  a  un  point  double  sont  les 
rapports  anharmoniques  des  six  tangentes  (prises  quatre  a  quatre), 
qu'on  peut  mener  a  la  courbe  par  le  point  double,  et  que  ces  rapports 
sont  egaux  a  ceux  de  six  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer 
situes  sur  une  meme  conique  ('),  on  voit  que  la  question  est  ramen^e 
au  probleme  suivant  : 

Trouver^  sur  une  surface  de  Kummer  elliptique,  d''indice  donne,  la  rela- 
tion projective  qui  lie  les  positions  des  six  points  doubles  de  cette  surface 
situes  sur  une  mime  conique. 

En  meme  temps  nous  aurons  trouve  la  condition  qui  doit  lier  les 
modules  d'une  courbe  du  quatrieme  ordre  a  un  point  double  pour  que 
cette  courbe  ait  une  (et  par  suite  aussi  une  seconde)  integrate  abelienne 
de  premiere  espece  reductible  aux  integrates  elliptiques. 

18.  Pour  rendre  plus  claire  la  metliode  que  nous  allons  employer, 
nous  I'appliquerons  tout  d'abord  au  cas  particulier  de  n  ■.—  3. 


(')  Voir  par  exemple  Journal  de  Math.,  4"  serie,  t.  IX,  p.  114. 
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D'apres  la  theorie  generale,  les  courbes  u  =  sont  des  courbes 
d'ordre  6,  c'est-a-dire  des  sextiqiics,  de  genre  i,  parmi  lesquelles 
figurent  qiiatre  ciibiques  gauches. 

Soit  C  una  quelconque  des  seize  coniques  de  la  surface  de  Kummer, 
par  exemple  celle  qui  passe  par  les  six  points  doubles  ayant  pour  argu- 
ments /i,  r  : 

o,    TT/;    Tti-h-.T-j    -:    7:<  H — ^>  — h  m ;    7r<,  o; 

5         2  6  1 

a        .      -ni     a        .       .  izi 

->    Tzi-}-  Q  ;  — \~t:u  TZL-h 

2  0         2  6 

que  nous  designerons  respectivement,  suivant  I'ordre  ci-dessus,  par 

«!,         a,,  OCo. 

Le  plan  de  la  conique  C  louche  en  trois  points  chacune  des  sextiques 
u  =  Uq,  puisque  ces  sextiques  sont  tracees  sur  la  surface  de  Kummer 
et  que  le  plan  considere  est  tangent  a  la  surface  tout  le  long  de  la 
conique;  les  sextiques  u  =  Ug  rencontrent  done  chacune  en  trois  points 
la  conique  C.  Ces  groupes  de  trois  points,  en  nombre  simplement  infini, 
determinent  sur  C  une  im>olution,  puisque  par  un  point  de  la  surface  de 
Kummer  ne  passe  qu'une  seule  sextique.  Un  des  groupes  de  I'involu- 
tion  est  forme  par  les  trois  points  a,,  a^,  a.^,  qui  sont  sur  la  cubique 
M  =  o;  la  cubique  u  —  ti;  passe  par  le  point  a^.  et  rencontre  la  conique  C 
en  un  autre  point,  jyi,,  :  le  groupe  de  I'involution  auquel  appartient  a„ 
est  forme  de  ce  point  et  du  point  m„  compte  deux  fois,  puisque  Ton 
obtient  une  sextique  de  la  famille  u  =  en  comptant  deux  fois  la 
cubique  u  =  ni  (n"  10).  De  meme  les  groupes  de  Tinvolution  auxquels 
appartiennent  les  points  ag  et  comprennent  respectivement  un  point 
de  la  conique  compte  deux  fois. 

En  resume,  il  existe  sur  la  conique  C  une  involution  de  groupes  de 
trois  points,  en  nombre  simplement  infini,  involution  qui  depend  par 
suite  de  quatre  parametres  et  qui  jouit  des  proprietes  suivantes  : 

1°  Les  trois  points  singuliers  a,,  a,,  as  forment  un  groupe  de  I'invo- 
lution , 

1°  Les  deux  points  qui  forment  un  groupe  avec  chacun  des  points 
singuliers  a^,  ag,  ag  sont  confondus. 

Ces  conditions  etablissent,  entre  les  quatre  parametres  dont  Tinvolu- 
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tion  depend,  2-1-3,  c'est-a-dire  cinq  relations;  elles  impliquent  done 
une  relation  entre  les  positions  des  points  a, ,  .  .  . ,  sur  la  conique  C, 
et  donnent  ainsi  la  solution  du  probleme  que  nous  nous  6tions  propose. 

19.  On  peut,  dans  le  cas  particulier  actual,  donner  a  cette  solution 
une  forme  elegante. 

Sur  la  conique  C,  les  droites  qui  joignent  deux  points  appartenant  a 
un  meme  groupe  de  I'involution  enveloppent  une  conique  C  puisque 
par  un  point  de  C  ne  passent  que  deux  de  ces  droites.  La  conique  C 
touche,  d'apres  les  proprietes  qui  precedent,  les  trois  cotes  du  triangle 
a,  ajaj ;  de  plus  les  deux  tangentes  menees  a  C  par  chacun  des  points 
^5,  ag  coincident,  ce  qui  prouve  que  C  passe  par  ces  trois  points. 
Ainsi,  il  exists  une  conique  inscrite  au  triangle  a,a^a3  et  passant  par 
les  points  a,,,  a,,  a^.  Inversement,  s'il  existe  une  telle  conique  C,  nous 
Savons,  par  les  theoremes  de  Poncelet,  qu'il  y  aura  une  infinite  simple 
de  triangles  inscrits  a  C  et  circonscrits  a  C,  et  les  sommets  de  ces 
triangles  determineront  sur  C  une  involution  qui  jouira  evidemment 
des  proprietes  indiquees  au  n°  18. 

Done  enfin  : 

La  condition  necessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  de  Kummer 
soil  elliptique  et  d'indice  3  s'exprime  ainsi,  sous  forme  geometrique  : 
les  six  points  doubles  situes  sur  une  des  coniques  de  la  surface  doivent 
se  repartir  en  deux  groupes  de  trois  points  chacun,  de  telle  sorte  qu'il 
existe  une  conique  inscrite  au  triangle  forme  par  les  trois  premiers 
points  et  circonscrite  au  triangle  forme  par  les  trois  derniers. 

20.  Remarque.  —  Au  lieu  des  courbes  u  =  u^,  on  aurait  pu  consi- 
derer  les  courbes  v  =  i\.  La  cubique  v  —  o  passant  par  les  points  a,,, 
ag,  Kg,  on  aurait  etabli  de  meme  qu'il  existe  une  conique  inscrite  au 
triangle  a^a^ae  et  circonscrite  au  triangle  cL^a-^a.^,  d'oii  Ton  deduit  ce 
theoreme  de  geometric  elementaire  : 

Etant  donnes  sur  une  conique  deux  gioupes  de  ti'ois  points  formant 
deux  triangles,  s^il  existe  une  conique  inscrite  au  premier  triangle  et  cir- 
conscrite au  second,  il  existera  une  autre  conique  inscrite  au  second 
triangle  et  circonscrite  au  premier. 

Sous  une  autre  forme  : 

Chaque  point  d' intersection  du  cercle  circonscrit  a.  un  triangle  avec  un 
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tics  cercles  inscrit  on  exinscrit  est  le  foyer  cVune  parabole  circonscrite  an 
triangle. 

21.  II  est  aise  de  donner  une  forme  analytique  a  la  condition  trouvee 
au  n"  19. 

Supposons  en  effet  que  les  coordonnees  homogenes  d'un  point  de  la 
conique  C  soient  exprimees  en  fonction  quadratique  et  entiere  d'un 
parametre,  t;  on  peut  toujours  admettre  que  les  valeurs  du  parametre 
qui  correspondent  aux  trois  points  a,,  a,,  as  sont  respectivement  o,  i, 
CO,  et  nous  designerons  par  X^,  [j.*,  v-  celles  qui  correspondent  aux 
points  a.,  a^.  Nous  aurons  a  exprimer,  en  designant  par  X',  [jl',  v' 
trois  constantes,  que  les  racines  des  trois  polynomes  du  troisieme 
ordre 

{t~V-){t-V)\ 

-[>■-)  - 

{I-  v'-)(/-  v')"- 

sont  trois  groupes  d'une  involution  simplement  infinie,  d'ordre  trois, 
dont  un  des  groupes  est  forme  par  les  valeurs  o,  i,  oo.  En  d'autres 
termes  il  suffira  d'ecrire  que  les  differences  des  trois  polynomes  prece- 
dents, pris  deux  a  deux,  sont  divisibles  par  ^(^  —  i),  ce  qui  donne  les 
relations  : 

(I  _       (,      Vy-^  (J  _  p..)  (I  _  ^j,'y.=  (1  _       (I  _  v')S 

d'ou 

}i}i'=  [J-\J.'=  vv'=  p 

et 

(15)  (i  -  0  =  -  ^)  =  \/^^  (i  -  J)  • 

L'elimination  de  p  entre  les  equations  (i5) donne  la  condition  cherchee 
qui  peut  s'ecrire  : 

(16)  (>;  +       (X  +  v)-  [ix  -H  v)-=  4XfJtv(i  +  A|ljH-  },v  +  ixv)  (X  +  |ul  +  v  +  X/ljlv). 

On  peut  donner  une  autre  forme  a  cette  conclusion. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  situes  sur  une  conique  est 
egal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  valeurs  correspondantes  du 
parametre  done  X%  p.^  et  sont  les  rapports  anharmoniques  des  trois 
groupes  de  points  a,,,  a,,  a.^,  ql-^;  a^,  a,,  aj,  a;,;  a,;,  a,,  aj,  a^.  Ces  rap- 
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ports  anharmoniques  sont  aussi,  d'apres  une  propriete  rappelee  au 
n"  17,  les  modules  de  la  courbe  du  quatrieme  ordre,  de  genre  2,  qui 
est  liee  a  la  surface  de  Kumrner  considerce ;  on  peut  done  dire  que  cette 
courbe  est  representable  point  par  point  sur  la  courbe  de  genre  2 

(17)  j)--  =  ^-(^  _  ,)  (jc  _  >;2)  (x  _  ix"-)  (x  —  v") 

qui  a  les  memes  modules. 

Done  enfin  la  courbe  (17)  aura  une  integrale  abelienne  de  premiere 
espece  (et  par  suite  une  seconde)  reductible  aux  integrales  elliptiques, 
avec  I'indice  3,  si  la  condition  (16)  est  satisfaite. 

22.  Si,  du  cas  ou  I'indice  est  egal  a  3,  nous  passons  a  celui  d'un 
indice  impair  quelconque,  nous  etablissons,  par  les  raisonnements  du 
n"  18,  les  propositions  suivantes. 

Soient  toujours  a,,  a.^,a:,,  .  .  .,  les  six  points  doubles  de  la  surface 
de  Kummer  situes  sur  une  meme  conique  (');  les  courbes  d'ordre  2n, 
u  =  const,  determinent  sur  cette  conique  une  involution,  formee  par 
des  groupes  de  n  points  en  nombre  simplement  infini,  et  telle  : 

I"  Que  les  points  a,,  a^,  appartiennent  a  un  meme  groupe  et  que 
les  n  —  3  autres  points  de  ce  groupe  soient  deux  a  deux  confondus; 

2"  Que  les  groupes  auxquels  appartiennent  respectivement  les  points 
0L„,  a;i,      comprennent  en  outre  n  —  i  points  deux  a  deux  confondus. 

Ces  proprietes  etablissent  une  relation  entre  les  positions  des  six 
points  a.  En  effet,  une  involution  simplement  infinie,  d'ordre  n,  depend 
de  27i  —  2  parametres;  les  conditions  precedentes  etablissent  entre  ces 
parametres 

A?  —  3      ^  n  —  I 

2  H  1-  3  , 

2  2 

c'est-a-dire  2/1—1  relations,  et  par  suite  il  est  necessaire,  pour  que 
I'involution  existe,  que  les  points  a  soient  lies  par  une  relation,  qui  est 
precisement  la  condition  cherchee. 


(')  Ces  points  sont,  par  exemple,  dans  Tordre  indique,  ceux  qui  ont  pour 
arguments  : 

Til    c        .     Tti  c        .  .         a      .     T:i         a        .     .  Tzi 

o.Tzi:  TTtH  ,  -:    -Kt-i  >    -hiti;    ni,  o;   ->  ttih  :    -{  l-TTf,  TiiH  

n    2'             n    2  2            n  '        2  n 
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Voici  la  marche  qu'on  pourrait  suivre  pour  former  analytiquement 
cette  condition.  Admettons,  comme  au  numero  precedent,  que  les 
points  a,,  aj,  .  .  . ,  aient  respectivement  pour  argument,  sur  leur 
conique,  les  quantites,  o,  i,  oo,  v^,  il  faudra  exprimer,  en  desi- 

gnant  par  )v,,  jj.,,  v,,  p,  des  constantes,  que  les  quatre  polynomes 

Mt)=z  [t-  v'-){t-  v,y-...(^t-  .^y, 

sont  en  involution,  c'cst-a-dire  que  deux  d'entre  eux  sont  fonctions 
lineaires  et  homogenes  des  deux  autres. 

II  est  aise  de  voir  que  ces  conditions  reviennent  aux  suivantes  : 


(i8) 


1°  On  aura 

(  /i(o)=/.(o)=/3(o), 


( /,(i)=/.(')=/3(i); 


2"  On  exprimera  qu'on  a,  quel  que  soit  t, 
fAi)       Aii)  Ml) 

III 


3°  La  difference  /i(^) —  /a(0>  debarrassee  du  facteur  t{t —  i),  sera 
un  carre  parfait. 

On  obtient  ainsi,  comme  on  le  voit  sans  difficultc,  entre  les  3'-^ — - 
coefficients  X,,  [j.,,  v,,  un  nombre  de  relations  egal  a 

4  +     —  2)  + 


n  —  3 


c'est-a-dire 3 —  hi,  et  I'elimination  des).,,  [j.,,  v,  entre  ces  relations 

donnera  I'equation  algebrique  cherchee  entre  X'-,  [j.-,  v'-. 

23.  On  peut  donner  quelques  proprietes  de  cette  equation,  que  nous 
dcsignerons  par  F(X-,  [j.-,  v-)  =  o.  Les  quantites  X%         sont  en  effet 
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les  rapports  anharmoniques  des  points  a,,  a.,  a^,,  a,,  a,,,  a^,  de  telle 
sorte  qu'on  ait,  en  designant  par  le  parametre  unicursal  qui  corres- 
pond au  point  a^, 

y-i         a*  —  ai  .  ^ii  —  '^l  ^ 

OC,^  —  l^-?.  '  <^-i  —  ^-z 

avec  des  expressions  semblables  pour  p.'^  et  v-  en  remplagant  a,, 
par  et  a,,.  Or  la  condition  geometrique  qu'exprime  I'equation 
F(X%  v^)  =  o  depend  uniquement  d'une  repartition  des  points  a,  en 
deux  groupes  de  trois  et  nullement  de  I'ordre  des  points  dans  cliaque 
groupe.  Cette  equation  ne  change  done  pas  si  Ton  permute  entre 
eux  a, ,  a^,  ou  a,,,  a,,  ay.  Permuter  et  a„  revient  a  permuter  A'^  et  y.^ ; 
done  Vequation  F(X-,       v^)  est  symetrique  par  rapport  a  X%  :  ce 

fait  n'etait  nullement  evident;  nous  verrons  qu'il  ne  se  reproduit  pas 
dans  le  cas  d'un  indice  pair. 

Permuter  a,,  a^,  c/.-^  revient  a  remplacer  le  rapport  anharmonique 
par  une  des  cinq  autres  valeurs  bien  connues  de  ce  rapport,  c'est- 
a-dire  par 

_,    ,_A-,  — 

Done  l'equationYQ\- ,  [j.-,  v*)  =  o  ne  change  pas  si  Von  y  reinplace  simul- 

tancment  X^,  \}? ,     par  ^ '  4;»  ^>  o//  y;r/7-  i  —  1? ,  i  —       i  —  v-,  et  par 

toutes  les  valeurs  qui  derivent  de  ces  deux  transformations  appliquees 
successivement  dans  un  ordre  quelconque. 

Vequation  F(X-,  \s? ,  v-,)  =  o  se  decompose  en  qiialre  equations  dis- 
tinctes  en  X,  [x,  v  :  reprenons  en  effet  les  premieres  relations  (i8), 

/>(o)=/,(o)=/3(o); 

elles  s'ecrivent 

X*X;).ii...=     p.-fjt.j  |a.^ .  .  .=     V- v'l  V?, .  .  . , 

d'ou 

I  Xi     . .  .  =  d=  p.  f^i  {Sj  .  .  .==±:  V  Vi  Vj  

Chaque  groupement  des  signes  +  et  —  conduit  a  une  equation  finale 
en  X,  [J.,  V  :  on  passe  I'une  de  ces  equations  aux  trois  autres  en  chan- 
geant  separement  ou  simultanement  les  signes  de  [x  et  de  v. 

Enfin  chacune  des  quatre  equations  ainsi  obtenues  se  decompose  en 
quatre  autres  si  Ton  prend  pour  variables,  a  la  place  de  X,  [x,  v,  les 
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quantites   

Les  secondes  relations  (i8),/, (i)=  f.,(i)=  /^{i)  s'ecrivent  en  effet 
(I  _).«-)[(,_>,)  (J  _>,.^)...p^  (I       )  [(I  ]«- 

v^)[(i-  vj(i-v,). ..]'-, 

tl'oLl 

=  ±  jz^,  (i-  V,)..., 

ce  qui  demontre  la  proposition  enoncee. 

24.  Remarque.  —  Si,  plus  generalement,  on  considere  la  courbe  de 
genre  2 

la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  qu'elle  ait  une  integrale  de 
premiere  espece  reductible  aux  integrales  elliptiques,  avec  un  indice 
impair,  se  decomposera,  a  cause  du  role  geometrique  particulier  que 
jouent  trois  des  points  a,,  en  autant  d'equations  distinctes  qu'il  y  a  de 
combinaisons  trois  a  trois  des  six  quantites  a,  ;  toutefois  en  vertu  de  la 
remarque  du  n"  20  generalisee,  a  deux  combinaisons  telles  que  a, ,  aa, 
et  a,,,  a;,,  a,;  correspondra  une  seule  et  meme  equation.  Ainsi  la  con- 
dition necessaire  et  suffisante  cherchee  se  decompose  en  dia;  equations 
differentes,  rationnelles  par  rapport  aux  quantites  a,-,  et  chacune  de  ces 
equations  se  decompose  en  seize  autres  si  Ton  fait  les  changements  de 
variables  indiques  au  numero  precedent. 

25.  Le  calcul  permet  aisement  de  verifier  et  de  completer  les  resul- 
tats  auquels  nous  a  conduit  la  geometric.  Soit  en  effet  la  courbe 

nous  supposons  qu'une  involution  d'ordre  n,  definie  par  I'equation 
(19)  /(.r)-e$(x-)  =  o, 

oil  f{'^)  et  sont  des  polynomes  d'ordre  (impair  /i  et  ou  6  est  un 
parametre  variable,  possede  les  quatre  groupes  remarquables  indiques 


(o.o) 
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au  n"22;  soientOu,  0,,  0^,  0„  les  valeurs  du  parametre  qui  correspondent 
a  ces  groupes,  on  a  idcntiqueinent,  par  hypothese, 

I  fix)  -  9„  =  (j;  a,)  (x  -  a,)  ^Ux), 

\  f(x)-9„^ix)  =  (x~-cc,)^l{x), 
1  J{x)-e,^{x)  =  (x-a.,)flix), 
\  f(x)-0,it>{x)  =  {x-y.,)'yi{x), 

4^0,  .  .  . ,      etant  des  polynomcs  on  .r,  dont  le  premier  est  d'ordrc  — -— - 

ct  les  trois  autres  d'ordre  — 

\>, 

Les  points  doubles  de  I'involution  (19)  sont  donnes  par  les  racines 
de  I'equalion,  d'ordre  an —  2, 

[11)  f'{x)iS»{x)-f{x)(b'{x)  =  o. 

Les  racines  des  equations  dio  =  o,  'h.,  =  0,  'X*;,  =  0,  '^,,  =  0  sont  evidem- 
ment  des  points  doubles  de  Tinvolution;  leur  nombre  total  etant 
c'est-a-dire  -in  —  3,  I'equation  (21),  en  dehors  de  ces 

racines,  n'aura  qu'unc  seulc  racine  nouvelle,  w,  et  il  viendra  identi- 
quement 

(22)  /'(jp)^(x-)-/(a)<i>'(.x')  =  /t4^u^.,^,4'o(^-«), 

h  etant  une  constante. 

Cela  pose,  si  dans  la  diderenlielle  elliptique 

d9 


on  remplace  la  variable  0  par  la  variable  cc,  liee  a  0  par  la  relation  (19 ), 
caracteristique  de  I'involution 

J\x)-9i^{x)  =  o, 

il  vient 

d9 


^/{9-9,){9-9„)i9-9,){9-9,) 

^  dx[f'(x)(p{x)-f{x)<P'(x)] 

S/'[J\x)-9,<P{x)][f{x)-9,ip{x)]...[J\x)-e,^{x)] 

et,  en  vertu  des  identites  (20)  et  (22),  le  second  membre  devient 

,  „ ,  /i(x  —  (li)  dx 

( 23 )  '  '  • 

\l{x  —  (Zi)  (JJ  —  a.,)  {x  ~  iy..^){x  —  cc^)  (x  —  (X-)  {x  — 

UiUVRliS  Dli  G.  HUMBERT,  T.  II.  3.1 
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On  voit  done  bien  que  la  differentielle  hyperelliptique  (23)  est  reduc- 
tible  a  une  difTerentielie  elliptique  par  la  substitution  (19"),  lorsqu'on 
admet  ['existence  de  I'involution  definie  geometriquement  au  n"22('). 
On  aurait  pu  d'ailleurs  etablir  directement  par  le  ca/cii I  c^ue  I'existence 
d'une  telle  involution  est  necessaire  pour  qu'il  existe  une  integrate 
reductible. 

IV.  —  Surfaces  de  Kummer  elliptiques  d'indice  pair. 

20.  On  etudie  sans  difficulte,  comnie  au  n"  J  3,  la  repartition  des 
points  doubles  d'une  surface  de  Kummer  elliptique  d'indice,  n,  sur  les 
quatre  courbes  unicursales  d'ordre  n comprises  dans  la  serie  //  =  const., 
et  Ton  arrive  au  tableau  suivant  : 


Courbes. 

Arguments 

des  points  doubles  silu^s  sur 

les  courbes. 

u 

—  0 

0, 

0 

0, 

t:  / 

0 

r.i, 

a 

a 

T.  i 

a 

i 

a 

a 

JCt 

u 

—  > 

- » 

-h  — 

+- 

71  i- 

1  

2 

2 

It 

n 

2 

n 

2 

n 

i. 

7:  i 

c 

T.  i 

c 

c 

K  i 

c 

H 

—  > 

r.i-\  , 

—  > 

-  -i-  7:1 

-t  -+ 

-  — » 

 h 

r.i 

n 

n 

2 

n 

2 

a 

2 

n 

2 

Tzi  n 

a 

T.i 

c       -  ( 

n         .  Tii 

c 

X  / 

a 

~  i 

c 

;r  i 

a 

r.  i 

c 

n  i 

U 

-  -«  H  

n  2 

2 

n 

■2  /; 

2  /I 

■1 

a 

2 

n 

2 

n 

2 

n 

2 

n 

Pour  les  courbes  unicursales  du  systeme  <  on  a  un  tableau  ana- 

logue qu'il  est  inutile  d'ecrire,  car  les  courbes  ^  =  0,  v='-,^^=: 

V  =~     ^-  passent  respectivement  par  les  quatre  points  doubles  que 

les  courbes  //  =  o,  //  =  ~,  u  =  -,  11  =  —  ~\  

n  2  /I  2 

De  ces  remarques  resultent  les  consequences  suivantes. 

I.  Sur  une  surface  de  Kummer  elliptique  d'indice  pair,  n,  chacune 
des  quatre  courbes  unicursales  d'ordre  n  du  systeme  //  =  //o  passe  par 
quatre  points  doubles,  qui  sont  egalenient  situes  sur  une  des  quatre 


(')  Lc  degre  de  la  substitution  par  rapport  a  .r  est  egal  a  I'indice,  //,  comme 
I'a  fait  voir  M.  Picard. 
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courbes  unicursales  d'ordre  n  du  systeme  =  Cos  quatre  points 
doubles  sont  les  sommets  d'un  tetraedre  de  Gopel,  c'est-a-dire  d'un 
tetraedre  dont  aucune  des  faces  n'est  un  plan  singulicr  de  la  surface. 

Une  courbe  unicursale  du  systeme  //  —  ii„  et  la  courbc  unicursale  du 
systeme  p  =  ('o  qui  passe  par  les  quatre  memes  points  doubles  seront 
dites  associees. 

II,  Les  seize  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer  se  repartissent 
ainsi,  par  rapport  aux  quatre  courbes  unicursales  d'un  systeme,  en 
quatre  tetraedres  de  Gopel  qui  n'ont  deux  a  deux  aucun  sommet 
commun. 

HI.  Les  six  points  doubles  de  la  surface  situes  dans  un  quelconque 
des  seize  plans  singuliers  se  partagenten  trois  couples,  les  deux  points 
de  chaque  couple  etant  sur  une  meme  courbe  unicursale  du  sys- 
teme u  =  Uq,  et  la  quatrieme  courbe  unicursale  du  systeme  ne  passe 
par  aucun  des  six  points  doubles  consideres. 

27.  On  etablit  egalement,  comme  aux  n"*  15  et  16  que  : 

Chaque  courbe  unicursale  d'ordre  n  d'un  systeme  coupe  la  courbe 

associee  de  I'autre  systeme  en  quatre  points  doubles  et  en  — - —  points 
simples  de  la  surface;  elle  coupe  les  trois  autres  courbes  unicursales 
du  second  systeme  en  ^  points  simples. 

Deux  courbes  unicursales  d'ordre  n  associees  sont  sur  une  surface 
d'ordre  ->  dont  elles  constituent  toute  I'intersection  avec  la  surface  de 

2 

Kummer. 

28.  Soit,  comme  au  n"  22,  C  une  des  coniques  de  la  surface  de 
Kummer  etr/,,  •  •  • ,  les  six  points  doubles  situes  sur  cette  courbe. 
Les  courbes  u  =  Uq  detcrminent  sur  la  conique  une  involution  formee 
par  des  groupes  de  n  points  en  nombre  simplement  infini,  et  aux  quatre 
courbes  unicursales  d'ordre  n  comprises  dans  le  systeme  //  =  iio  corres- 
pondent quatre  groupes  remarquables  : 

I"  Un  groupe  comprenant  deux  des  six  points  singuliers  a,  et  v.^  par 
exemple,  et  outre  — —  points  comptes  chacun  deux  fois. 
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2"  et  3"  Deux  groupes  analogues  comprenant chacun  deux  points  sin- 
guliers,  par  exemple  a:,  et  a.,,     et  a^. 

4"  Un  groupe  compose  de  ^  points  comptes  chacun  deux  fois. 

L'oxistence,  sur  la  conique  C,  d'une  involution  jouissant  de  ces 
proprietes  etablit  une  relation  entre  les  positions  des  six  points  a,.  En 
efTet,  une  involution,  simpleinent  infinie,  d'ordre  /i  depend  de  2/?  —  2 
parametres  et  les  quatre  proprietes  precedentes  ctablisscnl  entre  ces 
parametres  3 1^ i  +  ^  ^  ~^  V  c'est-a-dire  2n  —  i  equations  :  il  est 
done  necessaire  que  les  points  a  soient  lies  par  une  nUation. 

On  est  ainsi  conduit  a  une  methode  de  calcul  exprimant  la  condition 
necessaire  et  suflisante  pour  que  la  courbe 

y-=  { x  —  a, )  {.V  —  y.,).  .  .(x  —  a^) 

ait  une  intcgrale  de  premiere  espece  reductible  aux  integrales  ellip- 
tiques  avec  un  indice  pair. 

Cette  condition  se  decomposera  en  autantd'equations  distinctes  qu'il 
y  a  de  manieres  de  partager  les  six  qnantites  r/,,  a,;,  en  trois 

groupes  de  deux,  c'est-a-dire  en  quinze  equations. 

Pour  former  I'equation  qui  correspond  a  un  groupement  donne,  par 
exemple  a,  et  aj,  C/.3  et  a^,     et  a^,  on  ecrira,  en  designant  par  P,  Q,  U 

des  polynomes  en  x,  d'ordre  "  — i,  ou  le  coefficient  de  la  plus  haute 

puissance  de  cc  est  I'unite  : 

1°  Qu'il  existe  une  relation  lineaire  et  homogene  entre  les  trois 
polynomes  d'ordre  n, 

{x  —  a^)  (x  —  or..,)?', 
{x  —  C/.3)  {x  —  (x^)Q-, 

{x  —        {x  —  ^f, ) R' , 

etqui  donne,  entre  les  coefficients  de  P,  Q,  R  et  les  a,  n  —  i  relations; 
2°  Qu'une  combinaison  lineaire  des  deux  premiers  polynomes 

d'ordre  n  est  un  carre  parfait,  ce  qui  donne  ^  —  i  relations. 

On  a  en  tout  ^  — 2  relations,  entre  lesquelles  on  eliminera 

les  3^" — coefficients  de  P,  Q,  R  pour  avoir  I'equation  cherchee 
entre  les  a. 
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La  methode  de  calcul  n°  25  permettrait  de  verifier  ces  resultats  et 
donnerait  I'integrale  reductible;  le  dogre  de  la  substitution  qui  permet 
de  reduirc  cette  integrale  serait  encore  egal  a  n.  Nous  n'insistons  pas 
sur  tous  ces  points  pour  eviter  des  repetitions  ('). 

29.  Le  cas  particulier  ou  n  est  egal  a  2  correspond  au  letraedroule  de 
M.  Cayley.  En  ce  cas  en  effet,  d'apres  les  resultats  du  n°  26,  il  y  a,  sur 
la  surface  huit  coniqiies,  situees  deux  i  deux  dans  quatre  plans  :  dans 
chacim  de  ces  plans  les  points  communs  a  deux  coniques  sont  des  points 
doubles  de  la  surface.  Ces  proprietes  caracterisent  le  tetraedro'ide. 

Pour  qu'une  surface  de  Kummer  soit  un  tetraedroide,  il  faut  en  vertu 
des  raisonnements  du  n"  28,  que  les  six  points  singuliers  a,,  situes  sur 
una  des  coniques  oidinaires  de  la  surface,  soient  lies  a  une  involution 
formee  de  groupes  de  deux  points  de  la  conique  de  telle  fagon  :  i"  que 
trois  groupes  de  Tinvolution  soient  formes  respectivement  par  deux 
des  points  a,;  2"  qu'un  des  groupes  de  I'involution  soit  forme  par  un 
point  compte  deux  fois.  Cette  derniere  condition  est  remplie  d'elle- 
meme,  puisqu'une  involution  de  groupes  de  deux  points  a  toujours 
deux  points  doubles.  Done  enfin  la  condition  necessaire  et  suffisante 
pour  qu'une  surface  de  Kummer  soit  un  tetraedro'ide  est  que  les  six 
points  doubles  de  la  surface,  situes  sur  une  des  seize  coniques, 
forment  trois  couples  en  involution,  ou  encore  soient  les  sommcts  d'un 
hexagone  de  Brianchon.  C'est  la  condition  trouvee  par  M.  Klein 
{Math.  Annalen,  t.  II). 

30.  Les  conditions  generales  du  n°  28  appliquees  au  cas  particu- 
lier de  n  —  4  conduisent  aisement  a  la  proposition  suivante. 

Soit  C  une  conique;  dans  son  plan  on  considere  un  systeme  quel- 
conque  de  coniques  bitangentes  entre  elles  en  deux  memes  points; 
parmi  ces  coniques  quatre  touchent  la  conique  C  en  des  points  q.,, 
q^,  q.,  et  la  coupent  en  outre  chacune  en  deux  autres  points,  />,  et 
p\,  p,  et  p.,.  Si  Ton  choisit  arbitrairement  trois  des  quatre 

couples  Pi  et  p]  on  obtient,  sur  la  conique  C,  six  points  qui  forment  la 
configuration  la  plus  generale  des  six  points  doubles  d'une  surface  de 


(')  On  verrait  comme  au  n"  25  que  la  substitution  qui  perniet  de  reduire  I'inte- 
grale est  identique  a  la  relation  qui  definit  rinvolution  sur  la  roniqne  C. 
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Kummer  elliptique  d'indice  4»  situes  sur  une  meine  conique  de  cette 
surface. 

Analytiquement,  si  I'on  designe  par/),  et  ^7,  les  arguments  rationnels 
des  points pi  et  q,  sur  la  conique  C,  on  peut  dire  que  I'integrale 

r  {x  —  q,)dx 

J  \'{x—p.){x—p.^){x—p.,)  {x  —  [j\){x—p,)  {x  —  p\) 

est  reductible  aux  integrates  elliptiques,  par  une  transformation  d'ordre 
quatre,  ainsi  que  les  integrales  qu'on  obtient  en  permutant  dans  I'inte- 
grale precedente  les  indices  i,  2,  3,  4- 


V.  —  Propri6t6s  de  la  surface  de  Kummer  elliptique  d'indice  trois. 

31.  Nous  reunirons  ici,  relativement  a  la  surface  de  Kummer  d'in- 
dice 3,  quelques  propositions  qui  sont  des  repetitions  ou  des  conse- 
quences des  theoremes  demontres  plus  haut. 

Une  surface  de  Kummer  est  une  surface  elliptique  d'indice  3  lorsque  les 
SIX  points  doubles  situes  sur  une  de  ses  seize  coniques  peuven  t  se  repartir 
en  deux  groupes  de  trois  points,  de  telle  sorte  qu'il  existe  une  conique 
inscrite  au  triangle  forme  par  les  points  du  premier  groupe  et  circons- 
crite  au  triangle  forme  par  les  points  du  second. 

La  meme  propriete  appartient  aux  quinze  autres  coniques  de  la 
surface. 

On  peut  tracer  sur  la  surface  deux  series,  simplement  infinie  clia- 
cune,  de  sextiques  gaudies  de  genre  i ;  une  sextique  quelconque  de 
la  premiere  serie  et  une  sextique  quelconque  de  la  seconde  sont  sur 
une  surface  du  troisieme  ordre  et  se  coupent  en  dix-huit  points. 

Chacune  des  sextiques  a  trois  secantes  quadruples  :  les  secantes  qua- 
druples des  sextiques  d'une  serie  forment  I'ensemble  des  generatrices 
rectilignes  d'un  meme  systeme  d'une  quadrique;  les  secantes  qua- 
druples des  sextiques  de  I'autre  serie  forment  I'ensemble  des  genera- 
trices de  I'autre  systeme,  sur  la  meme  quadrique. 

Cette  quadrique  est  une  des  dix  quadriques  fondamentales  de  la 
surface  de  Kummer,  c'est-a-dire  une  des  quadriques  par  rapport 
auxquelles  la  surface  est  sa  propre  polaire  reciproque. 

Les  sextiques  d'une  serie  sont  coupees  par  un  plan  tangent  quel- 
conque de  la  quadrique  precedente  en  six  points  situes  sur  une  conique  : 
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celles  de  ces  coniques  qui  sent  dans  un  meme  plan  tangent  de  la  qua- 
drique  ont  quatre  points  communs,  dont  deux  sont  situes  sur  la  sur- 
face de  Kummer. 

Reciproquement,  tout  plan  qui  coupe  unc  sexticjue  do  Tune  ou  de 
I'autre  serie  en  six  points  situes  sur  uno  conique  est  tangent  a  la  qua- 
drique  fondamentale. 

Parmi  les  sextiques  d'une  serie  tigurent  ([ualre  cubiques  gauches; 
chacune  de  ces  cubiques  passe  par  quatre  points  doubles  de  la  sui'face 
de  Kummer,  qui  sont  les  sommets  d'un  tetraedre  dont  les  faces  sont 
des  plans  singuliers  de  la  surface. 

Les  seize  points  doubles  se  repartisscnt  ainsi,  par  rapport  aux  quatre 
cubiques  d'une  meme  serie,  en  quatre  tetraedres  n'ayant  deux  a  deux 
aucun  sommet  et  aucune  face  communs. 

Un  quelconque  des  tetraedres  de  la  premiere  serie  et  un  quelconque 
des  tetraedres  de  la  seconde  ont  un  sommet  commun ;  la  face  opposee  ii 
ce  sommet  est  la  meme  dans  les  deux  tetraedres  :  ce  sommet  et  cettc 
face  sont  polaires  reciprocjues  par  rapport  a  la  quadrique  consideree 
plus  haut. 

Deux  cubiques  de  series  differentes  sont  sur  une  quadrique  qui 
coupe  en  outre  la  surface  de  Kummer  suivant  une  conique;  inverse- 
ment  par  chaque  conique  de  la  surface  passe  par  une  quadrique  conte- 
nant  deux  cubiques  gauches. 

VI.  —  Des  courbes  tracees  sur  les  surfaces  de  Kummer  elliptiques. 

32.  Sur  une  surface  de  Kummer  generale,  pour  laquelle  les  fonc- 
tions  coordonnees  cc/,(u,  <•)  salisfont  aux  relations  (i),  on  obtient  toutes 
les  courbes  algebriques  en  egalant  a  zero  une  fonction  theta  formee 
avec  les  memes  paires  de  periodes  que  les  ccn{ii,  (^),  c'est-a-dire  une 
fonction  uniforme  et  entiere  verifiant  les  relations 

Q{u  +  27r/,  (')    —Q{u,  V  -4-  ■mi)  =  0(m,  «-), 
0(ji  +  a,  i>  +  b)  —  Q{u, 
0{u  +  b,  V  +  c)  =  &{u, 

ou  a  et  (3  sont  des  constantes  quelconques,  et  m  un  entier  positif  qui 
est  Vordre  de  la  fonction  theta  ). 


( ' )  Journ.  de  Math.,  4"  serie,  t.  IX,  p.  44  et  48. 
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II  est  bien  clair  que,  sur  iine  surface  de  Kummer  elliptique,  il  existe 
des  courbes  correspondantes,  il  n'y  a  rien  a  changer,  a  ce  point  de  vue, 
a  la  theorie  generate  :  mais  en  dehors  de  ces  courbes,  les  surfaces  ellip- 
tiques  en  possedent  d'aulres,  qui  leur  sont  speciales  (par  exemple  les 
courbes  u  =  const. )  et  qui  n'existent  pas  sur  les  surfaces  ordinaires  de 
Kummer.  C'est  I'etude  de  ces  courbes  speciales  que  nous  allons  aborder 
brievement. 

33.  En  vertu  des  equations  fondamentales  (5),  les  coordonnees  non 

homogenes,  ^?  ~>      d'un  point  d'une  surface  de  Kummer  elliptique 

sont  des  fonctions  doublement  periodiques  separement  par  rapport  a 
deux  paramotres  //  et  v  (aux  periodes  2r.i)  et  na  pour  ii,  2.tu  et  nc 
pour  <  );  il  en  resulte  qu'on  obtiendra  I'equation  de  toutc  courbe  alge- 
brique  de  la  surface  en  egalant  a  zero  une  fonction  doublement  perio- 
dique  separement  par  rapport  a  //,  p  —  et  reciproquement.  Au  lieu 
d'une  fonction  doublement  periodique,  on  pent  evidemment  egaler  a 
zero  une  fonction  de  la  forme 

OLi  rii,  a.>,  ...  sont  des  constantes, /,(//), /.,(//),  ...  des  fonctions 
theta  elliptiques  de  r.  Les  periodes  sont  zra  et  Jia  pour  w,  'ird  et  nc 
pour  r,  et  les  fonctions  /  et  g  satisfont  a  des  relations  de  la  forme 

f,{,i  +  na)  =/,(«)  gi{i>  +  nc)  e-'^'^T _ 

h  et  k  designent  des  entiers  positifs,  y  et  o  des  constantes  quelconques. 

La  courbe  <!>(//,  o  est,  comme  on  I'a  dit,  une  courbe  algebrique  de 
la  surface  de  Kummer  (5);  sur  cette  surface,  le  point  //,  r  est  d'ailleurs 

le  meme  que  le  point  //  +  a,  ( •  +  -^'j  ou  que  le  point  //  -}-        r  +  c, 

en  vertu  des  equations  (5);  il  en  resulte  que  la  courbe 

O      -I-  a,  H  

\  ^ 
est  la  meme  que  les  courbes 

<t^{u,^>)  =  o        el       <t^u ,  t> -\- =:o. 
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En  d'autres  termes,  si  la  condition  (b(ti,  v)=o  n'entrainc  pas  les  con- 
ditions 

4>^K  +  a,    +  =  o,        <I»  ^«  +  p  +      ==  o, 

['equation  de  la  coiirbe  correspondante  siir  la  surface  de  Kiimnier  sera 
en  realite 

<I>(U,  i')^^U  +  «,  ('  -+-  '-—^  <I>^W  +  2ff,      +  2  ••• 
X*        +  (/I  —  (•  +  ((^  —  l)-^^  j 


n  y     \  /i 


u  +  n  —  1  ('  +  (/;  —  1 )  c   —  o. 


Si  la  condition  <]^(//,  c)  —  o  entrainait  ^i^i^i  +  c^,  <  +  p  =  o,  on 
ne  garderait  dans  la  premiere  ligne  que  les  facteurs  $  jusqu'a 


0) 


j^/7  +  (p  — i)a,  p-|-(p  — , 


et  une  circonstance  analogue  pent  se  presenter  pour  la  seconde  ligne, 
Ainsi,  I'equation  d'une  courbe  algebrique  tracee  sur  la  surface  de 
Kummer  consideree  s'obtiendra  en  annulant  une  fonction  <■),  de 
la  meme  forme  que  <E>(//,  c),  c'est-a-dire  une  fonction  theta  elliptique, 
aux  periodes  arii  et  nn  de  la  variable  //  et  aux  periodes  -ir.i  et  nc  de  la 
variable  v,  et  se  reproduisant  a  un  factcur  pres  lorsqu'on  change  u,  c 

en  //  +  rt,  < '  +  - —  ou  en  //  +  - — '■>  c  -f-  c.  Les  facteurs  qui  interviennent 
dans  ces  relations  sont  necessairement,  comme  on  le  voit  sans  diffi- 
culte,  des  exponentielles  de  la  forme  ^  a  et  a  etant  des  cons- 

tantes. 
On  a  done 

*P  {ii  -h  27rJ,  (0        =<!>(«,    H-  27rO  =  (p{u,  ('), 
O  (  w  +  /ifl,  (' )  =^{u,  t>)  e-'''"+T, 

(EUVRES  nE  0.  HUMBERT,  T.  II.  _  34 
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De  la  comparaison  de  ces  equations  on  dediiit  immediatement 

|j(.  =  o,       a'=o,       nl  =  — h,       np.'— — /,, 

de  plus  2-/  etant  une  periode  de  ii,  il  est  clair  que  A  et  [jJ  sont  entiers, 
et  les  relations  precedentes  montrent  que  ces  entiers  sont  negatifs. 
Enfin  si  Ton  opere  successivement  les  transformations  {n)  et  (c)  on 
obtient  I'equation  de  condition 

27r/().  —  ix')  =  o,npr.i,       on       }.  —  jjL'=/«p, 
p  etant  un  entier. 

)Vk  On  a  done  definitivement,  en  rempla^ant  A  par  — p  : 

O  (  M  +  27ri,  i')        —  -+-  2T:i)  —  ^{ii.  i>), 

p  etant  un  entier  positif,  et  p  un  entier,  positif  ou  negatif,  tel  cepen- 
dant  que    +  np  soit  positif. 

Supposons  d'abord  p  positif;  considerons  une  fonction  theta  ellip- 

tique  de  la  variable  ii,  f{u),  aux  periodes  ^  et  a,  verifiant  les  rela- 
tions 

/(»  +  a)  =/(a)e-"P"+5, 

ou  G  est  une  constante  arbitraire  :  une  telle  fonction  existe  toujours.  II 
resulte  de  ces  relations  et  des  precedentes  que  la  fonction  <!>(?/,  f{u) 
est  une  fonction  theta  hypereliiptique  des  deux  variables  //,  et 
d'ordre p^      (n°  32). 

Si p  est  negatif,  on  formerait  de  mome  une  fonction  theta  elliptique 
de  V,  g{^),  telle  que  le  produit  ^(u,  v)g{i')  fut  une  fonction  hypereliip- 
tique de  i^,  c  et  d'ordre />. 

Or  sur  la  surface  de  Kummer,  la  courbe  f(u)  =  ose  decompose  en 
un  certain  nombre  de  courbes  ii  —  const.;  de  meme  la  courbe  ^'(^)  =  o 
se  decompose  en  courbes  de  la  serie  v=  const.;  done  : 

Toute  courbe  speciale  traces  sur  une  surface  de  Kummer  elliptique 
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devient  une  courbe  ordinaire  si  on  lui  adjoint  un  certain  nombre  de 
courbes  d'une  des  series  a  —  const,  ou  <'  =  const. 

Nous  avons  etabli  dans  notre  Memoire  sur  les  surfaces  hyperellip- 
tiques  que  la  surface  d'ordre  minimum  qui  passe  par  une  courbe 
Iracee  sur  une  surface  de  Kummer  generale  coupe  en  outre  celie-ci 
suivant  o,  i ,  2,  3  ou  4  coniques ;  il  en  resulte  aisement  que  : 

La  surface  d'ordre  minimum  qui  passe  par  une  courbe  speciale  tracee 
sur  une  surface  de  Kummer  elliptique  coupe  en  outre  celle-ci  suivant  o, 
I,  2,  3  ou  4  coniques  et  suivant  une  ou  plusieurs  courbes  appartenant 
toutes  soit  a  la  serie  u  —  const.,  soit  a  la  serie  v  =  const. 

Ce  theoreme  est  tout  a  fait  analogue  a  cette  proposition  d'Halphen 
sur  les  quadriques  : 

La  surface  d'ordre  minimum  qui  passe  par  une  courbe  tracee  sur  une 
quadrique  ne  coupe  en  outre  cette  surface  que  suivant  des  generatrices 
d'un  meme  systeme. 


SUR 

UNE  SURFACE  DU  SIXIEME  ORDRE 

LIEE  AUX  FONCTIONS  ABELIENNES  DE  GENRE  3 
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i,  Les  surfaces  hyperelliptiques,  pour  lesquelles  les  coordonnees 
d'un  point  sont  des  fonctions  quadruplement  periodiques  de  deux  para- 
metres,  etque  j'ai,  apres  M.  Picard,  etudiees  dans  ce  Journal  (4'  serie, 
t.  IX),  peuvent  etre  definies  d'une  maniere  purement  geometrique. 

Soit,  en  effet,  C  une  courbe  de  genre  2;  imaginons  qu'uue  surface 
algebrique  S  soit  liee  a  C  de  telle  sorte  qu'a  un  couple  de  points 
de  C  corresponde  un  seul  point  de  S,  c'est-a-dire  que  les  coordonnees 
cartesiennes  d'un  point  de  la  surface  puissent  s'exprimer  par  les  rela- 
tions 

(i)  X,— F,(^,,  Y)i;      -fl,)       («■  =  !,  2,  3), 

ou  ^1,  Y]| ;  designent  les  coordonnees  de  deux  points  quelconques 

de  la  courbe  C,  et  les  F,  des  fonctions  rafionnelles,  qui  restent  inalterees 
quand  on  permute  6,,  tj,  et  ^o,  y]^;  il  est  clair  que  S  sera  une  surface 
hyperelliptique.  En  effet,  representons  par  g^{^)di  et  g\{l,)d^  deux 
differentielles  abeliennes  distinctes  de  premiere  espece  apparteiiant  a 
la  courbe  C;  si  Ton  pose 

8.{h)dl,  +  g,{l.)di,=  di', 

on  salt,  par  la  tbeorie  de  I'inversion,  que  toute  fonction  rationnelle 
symetrique  en  H,,  et  y].  est  une  fonction  abelienne  de  u,  a 
quatre  paires  de  periodes;  ce  qui  demontre  la  proposition. 
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Sous  ce  point  de  vue,  les  surfaces  hyperelliptiques  apparaissent 
comme  un  cas  parliculier  de  surfaces  plus  generales,  qu'on  obtient  en 
remplagant,  dans  la  definition  geometrique  ci-dessus,  la  courbe  C,  de 
genre  2,  par  une  courbe  de  genre  quelconque,  et  dont  on  peut  dire, 
plus  brievement,  qu'ellcs  irpresentrnt  les  couples  de  points  d'une  courbe 
quelconque.  Le  present  Memoire  a  pour  objet  I'etude  d'une  de  ces  sur- 
faces, qui  correspond  a  une  courbe  de  genre  3,  et  qui  se  trouve  liee, 
d'une  maniere  remarquable,  a  la  surface  de  Kummer;  ses  proprietes 
conduisent  aussi  a  quelques  tlieoremes  simples  sur  la  courbe  plane  du 
quatrieme  ordre. 

2.  Etablissons  d'abord  une  proposition  relative  au  genre  de  nos 
surfaces,  dans  le  cas  general. 

Supposons  que  la  correspondance  entre  la  surface  S  et  la  courbe  C, 
de  genre  p,  soit  une  correspondance  point  par  couple,  c'est-a-dire  qu'a 
un  couple  de  points  de  C  corresponde  un  et  un  seul  point  de  S,  ainsi 
qu'on  I'a  admis  plus  haut,  et,  de  plus,  qu'a  un  point  de  S  corresponde 
un  seul  couple  sur  C ;  il  est  aise  de  determiner  le  genre  de  la  surface. 

Ce  genre  en  effet,  par  definition,  est  egal  au  nombre  des  integrales 
doubles  abeliennes,  lineairement  distinctes,  de  la  forme 

qui  restent  finies  sur  toute  la  surface;  or,  en  vertu  des  relations  (i), 
une  telle  integrale  s'ecrit 

/etant  une  fonction  rationnelle  de  H,,  r,, ;  L,  y]..,, 

qui  change  de  signe  quand  on  y  permute  ^1 ,  y]i  et  Eo,  -rj^  ( ' ). 

Or,  pour  que  la  nouvelle  integrale  double  reste  finie,  il  est  necessaire 


(')  designe  la  derivee  de  F  par  rapport  a  I;,,  en  consideranl  0,  comme  lie 
a  H,i  par  requation  de  la  courbe  C. 
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que  I'integrale  simple 

ou  Ej,  r,.j  sont  supposes  constants,  demeure  finie  sur  la  courbe  C;  ce 
sera  done  une  integrale  abelienne  de  premiere  espece  appartenant  a  C, 
c'est-a-dire  qu'on  aura 

/(■;, ,  -Oy ;  I,,  -n-,)  =  Ai  i?-,  (El )  + . . .  +     g,,{l^ ). 

en  designant  par  xA,,  .  .  .,  A,,  des  fonctions  (rationnelles)  de  ''12  et 
par  gi{^,  ou  plus  simplement  par  ^,(^,  'r\)d^.,  les differentielles 

abeliennes  de  premiere  espece  qui  appartiennent  a  C.  En  raisonnant  de 

meme  sur  I'integrale  J f  dc-,,  on  voit  que  les  A  doivent  etre  des  combi- 

naisons  lineaires  et  liomogenes  des  ^/(H,,  r,.^),  en  sorte  qu'on  a 

les  rt,7,  designant  des  constantes  absolues.  Pour  que  / change  de  signe 
quand  on  permute  Tj,  et  ^2,  r,o,  il  faut  et  il  suffit  que  rt,7,  =  —  «/,,, 
c'est-a-dire  que 

En  donnant  a  i  et  ^  les  valeurs  i,  2,  .  .  .,p(i^k),  on  obtient  ainsi 
r,p{p  —  i)  fonctions /,  lineairement  distinctes. 

Inversement,  /  etant  une  de  ces  fonctions,  il  est  clair  que  I'integrale 

pourra  se  mettre  sous  ia  forme 

y  j cp(Xi,  X,,  X3)^;Xi  rfX,, 

et  9  sera  une  fonction  rationnelle,  car  a  un  couple  de  points  ^, ,  ri, ;  H.,,  Tjo 
ne  correspond,  par  hypothese,  qu'/m  seul  point  X,^  Xj,  X3  de  la  sur- 
face S;  ainsi  : 

Une  sui'face  qui  correspond  point  par  couple  d  une  courbe  de  genre p 
est  de  genre  ^{p  —  i). 
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Pour />  =  2,  le  genre  est  i,  resullat  connu  do  la  theorie  des  surfaces 
liyperellipliques, 

Cas  ou  la  courbe  est  de  genre  trois. 

3.  Nous  n'aborderons  dans  ce  Memoire  que  le  cas  de  jo  =  3,  et  encore 
nous  bornerons-nous  a  un  exemple  particulicr;  la  courbe  C  est  alors, 
si  Ton  veut,  et  sans  que  la  generalite  soit  diminuee,  une  courbe  plane 
du  quatrieme  ordre. 

On  peut,  dans  ce  cas,  indiquer  une  representation  simple  des  coor- 
donnees  des  points  des  surfaces  correspondantos,  a  I'aidc  des  fonctions 
abeliennes  a  six  systemes  de  periodcs.  Gardons,  en  efTet,  les  notations 
des  niinieros  precedents  et  posons 

i  i'-,  ( )  di^  H-  ^,  ( )  di,  -T-  ^--i     )  di,;  —fill, 

(2)  \giih)dl,  +  =  di\ 

f        C;,)  0?^,,  +  =  (/ir. 

Toute  fonction  rationnelle  synietrique  par  rapport  a  (i,,  r,,),  (E...,  VioX 
ri^)  est  une  fonction  abelienne  de  u,  r,  u';  il  en  est  de  meme  si  Ton 
suppose  que  le  point      r^^  est  fixe,  mais  alors  u,  c,  n>  sont  lies  par  une 
relation,  qui  est,  comme  on  le  sait, 

(3)  27„ (/<  —  >.,(•  — /J.,  IP  —  v)  =  o, 

.^^(f/,  c,  w)  designant  la  fonction  thola  abelienne  d'ordre  un,  de  carac- 
teristique  nulle,  et  X,     v  des  constantes. 

En  d'autres  termes,  en  augmentant  u,  v,  w  de  constantes  convenables, 
on  voit  que  les  surfaces  qui  correspondent  an  cas  de  p  =  3  peuvent 
etre  representees  parainetriquement  par  les  equations 

(/»)  X,=  9,(«,  r,  .!•)       (/=r,,  ',>,,  3), 

oil  les  sont  des  fonctions  abeliennes,  a  six  systemes  de  periodes,  des 
trois  parametres  //,  c,  (v,  lies  eux-momes  par  la  relation 

ou  .^(«,  iv)  est  une  des  64  fonctions  tlicta  normales  du  premier 
ordre,  qu'on  peut  choisir  d'ailleurs  a  volonte. 


4.  Avant  de  definir  par  cette  voie  la  surface  particuliere  qui  est  I'objet 
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de  ce  travail,  rappelons  ou  indiquons  quelques  proprietes  des  fonctions 
theta  de  genre  3. 

Supposons  d'abord  que  les  six  systemes  de  periode  aient  ete  ramenes 
a  etre 


2  7r/, 

o, 

o, 

c; 

o, 

2  7T/, 

0, 

d, 

e; 

o, 

o, 

2  7ri, 

on  appelle  fonction  theta  norinale,  d'ordre  m,  une  fonction  uniforme, 
entiere,  de  u,  v,  w,  verifiant  les  relations 

/  0(«  +  27r/,      (^')  =  «^^''^'0("5  f')  «')) 

I  0(u,  V  +  27:/,  w)  —  e^^'^'Qju,  r,  h'), 

1  n' +  271/)  =  e^'~"'0(  K,  (',  (v), 

I  ^ 
V"^^  \  0(m  +  a,  p  4- 6,  n' +  c)  =  e''"'^' 6-  -  0(;/,  (v), 

I 

I  — fni'  — — 

I  0  (;/,  +  6,  P'  +  rf,  tp-  +  c)  =  e"^''^'  e  -  0(«,  c,  (P-) , 

I  /' 

_      /inv  —  nt  — 

\         -\-  c,  (> -\- e,  (V -^r- h)  =  €'''"'-' e  - &{if,  c,  n>) , 

S|,  £2>  £3?       '^|2>      designant  o  ou  i.  L'ensemble  des  six  nombres 

^11  ^2) 
10,,  Y),, 

est  dit  la  caracteristique  de  la  fonction  theta;  la  caracteristique  est  dite 
nullc  si  les  six  nombres  sont  nuls. 

D'apres  cela,  pour  tout  ordre  m,  il  y  a  64  caracteristiques  differentes, 
c'est-a-dire  64  systemes  de  fonctions  theta  normales;  en  particulier,  il 
y  a  64  fonctions  theta  normales  d'ordre  an.  Parmi  ces  fonctions  36  sont 
paires  et  28  sont  impaires;  chacune  s'annule  pour  28  demi-periodes, 
c'est-a-dire  pour  28  systemes  de  valeurs  de  //,  \v  compris  dans  les 
formules 

,    .        a         h  r 

u=   lTti-+-p~-hg  1-/"- 

^2       ^2  2 

h         d  e 

V  =z  iriTzi     p  — 1-7  1-  /■  - 

^2      '2  2 

(•         c  h 
w—  n-Ki  +  p  -       q  h/  — 

2         2  2 


( /,  m,      p.      r  =  o  on  i). 


5.  L'algorithme  suivant,  que  j'ai  deja  fait  connailre  dans  ce  Journal 

CEUVHES  DE  G.  HU.MBERT,  T.  H.  35 


2^4  OEUVIIES   DE  GEORGES  HUMBERT. 

(4*  serie,  t.  X,  p.  473),  etablit  un  lien  entre  les  64  fonctions  theta  et 
les  demi-periodes  annulant  chacune  d'elles. 

Soientoi,  |3,  y,  o;  a',  [3',  y',  o';  a",  [3",  y",  o"  trois  series  de  quatre  carac- 
tercs;  les  64  symboles  a  a' a"  representcront  les  64  fonctions  theta  normales 
d'ordre  un  et  les  64  symboles  (a a' a")  representeronl  les  64  demi-periodes, 
de  telle  sorte : 

1°  Qwe  /^^  28  demi-periodes  annulant  la  fonction  act.' a"  soient  repre- 
sentees par  les  symboles  (pp'p")j  on  les  caracteres  a,  a',  a"  figurent^  au 
total,  un  nombre  impair  de  fois; 

1°  Que  les  28  fonctions  qui  s''annulent  pour  la  demi-periode  (aa'a") 
soient  egalement  representees  par  les  symboles  p,  p',  p" ,  oil  les  carac- 
teres a,  a',  a"  figure nt,  au  total,  un  nombre  impair  de  fois. 

L'algorithme  jouit  de  plus  des  proprietes  suivantes  : 

I.  II  peut  etre  applique  de  telle  sorte  que  deux  fonctions  theta 
choisies  a  volonte  aient  deux  symboles  choisis  a  volonte. 

II.  Considerons  le  produit  de  fonctions  theta  normales,  d'ordre  un, 
en  nombre  pair,  telles  que  aa'a";  [3 [3' (3";  .  .  . ;  ecrivons  a  la  suite  les  uns 
des  autres  les  caracteres  qui  entrent  dans  les  symboles  de  ces  fonctions, 
et  traitons  cette  expression  comme  un  produit  algebrique;  elle  sera  de 
la  forme 

Si  les  exposants  /^,  k,  I,  m  sont  entre  eux  de  meme  parite,  ainsi  que 
les  exposants  /*',  k',  I',  ml  et  les  exposants  A",  k'\  I' ,  m!',  le  produit  des 
fonctions  theta  considerees  (produit  qui  est  evidemment  una  fonction 
theta  normale)  aura  sa  caracteristique  nulle. 

De  plus,  si  la  somme  A +  /«'+/<"  est  paire,  ce  produit  sera  une 
fonction  paire  de  u,  (%  w,  c'est-a-dire  ne  changera  pas  quand  on  chan- 
gera  simultanement  les  signes  des  trois  variables. 

Ces  proprietes  s'etablissent  par  les  raisonnements  que  nous  avons 
employes  dans  le  cas  des  fonctions  theta  de  deux  variables  (4*  serie  de 
ce  Journal,  t.  IX,  p.  56-6o). 

Definition  analytique  d'une  surface  d'ordre  six. 

6.  Soient  deux  quelconques  des  64  fonctions  normales 

du  premier  ordre;  nous  pouvons  les  supposer  representees  par  les 
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symboles 

aa'a"    pour  2r,       el       aa'(3"    pour  27.,, 

Le  produit  I^i^.,  est  une  fonction  normale  d'ordre  deux,  paire  ou 
impaire,  de  caracteristique  non  nulle.  II  est  clair  que  les  62  autres 
fonctions  normales  d'ordre  un  se  groupent  deux  a  deux  de  maniere  que 
le  produit  .7(Sry  de  deux  fonctions  d'un  groupe  ait  merne  caracteristique 
que  le  produit  .r,.^2 ;  on  fornrie  ainsi,  au  total,  82  produits  parmi 
lesquels  16  sont  des  fonctions  paires  et  16  des  fonctions  impaires.  Dans 
notre  notation  symbolique,  le  produit  des  deux  fonctions 

pp'a"    el  pp'^" 

a  meme  caracteristique  que  2r,!ro  et  meme  parite,  c'est-a-dire  est  pair 
ou  impair  selon  que  &,.^o  est  pair  ou  impair;  le  produit  des  fonctions 

pp'y"   el  pp'8" 

a  meme  caracteristique  que  7,^25  mais  a  la  parite  contraire. 

Or  les  fonctions  theta  normales,  d'ordre  m,  de  caracteristique  donnee, 
s'expriment  en  fonction  lineaire  et  homogene  de  m'  d'entre  elles, 
lineairement  distinctes;  si  la  caracteristique  donnee  n'est  pas  nulle, 

et  si  m  est  pair,  on  pent  prendre,  pour  ces      fonctions,  ^  fonctions 

paires  et^  fonctions  impaires.  II  en  resulte,  en  supposant  m  =  2,  que 

les  fonctions  normales,  d'ordre  deux,  de  caracteristique  non  nulle  et 
paires  sont  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  4  d'entre  elles ;  de  meme 
pour  les  fonctions  analogues  impaires. 

Ajoutons  enfin  que  les  fonctions  normales,  d'ordre  pair,  de  caracte- 
ristique non  nulle,  et  paires,  s'annulertt  toutes  pour  82  demi-periodes ; 
les  fonctions  analogues,  impaires,  s'annulent  pour  les  32  autres  demi- 
periodes  {voir  ce  Journal,  4"  serie,  t.  IX,  p.  39-40). 

7.  Cela  pose,  designons  par  ©, ,  ©3,  ©3,  ©.,,  quatre  fonctions  normales 
d'ordre  deux,  lineairement  distinctes,  ayant  la  caracteristique  du  pro- 
duit S^i,  ^2,  et  la  parite  contraire;  considerons  la  surface  i5  definie 
parametriquement  par  les  relations 

Xi=%i{u,  i>,  W)  (4  =  1,2,3,4), 

les  arguments  u,  v,  w  etant  lies  par  la  relation 
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Nous  obtenons  ainsi  une  surface  representant  les  couples  de  points 
d'une  courbe  de  genre  trois;  cherchons  son  ordre. 

Observons  a  cet  effet  qu'a  un  point  de  S  correspondent  (abstraction 
faite  de  periodes)  les  deux  systemes  d'arguments  11,  i-\  w  et  — —  <•, 
—  w;  car  xj,  est  une  fonction  paire  ou  iinpaire,  et  les  quatre  0,  sont 
simultanement  paires  ou  impaires.  De  plus,  les  0,  s'annulent  pour 
32  demi-periodes  (representees  par  les  symboles  qui  contiennent  un 
des  caracteres  y"  ou  0")  et  pour  28;  et  Ton  reconnait  aisement  que 
12  demi-periodes  annulent  a  la  fois  ^,  et  les  0,;  ce  sont  les  12  demi- 
periodes  qui  annulent  simultanement  .r,  et  r^.  De  la  resulte  la  deter- 
mination de  I'ordre  de  in. 

Cet  ordre  est  le  nombre  des  solutions  non  fixes  communes  aux  trois 
equations 

a,  ©1  +  .  .  .+ ai04=o,       biQ^-h  .  .  .-h  l^^Q,,  =  o,       -^1  =  0, 

a,,  .  .  .,  b„  etant  des  constantes;  or,  d'apres  M.  Poincare,  trois"  fonc- 
tions  thcta,  de  genre  trois,  d'ordres  m,  n,  p,  ont  6mnp  solutions  com- 
munes; nos  trois  equations  en  auront  done  6x2x2  =  24,  parmi 
lesquelles  figurent  12  periodes.  Les  autres  solutions,  au  nombre  de 
24  — 12  =  12,  sont  deux  a  deux  egales  et  de  signes  contraires,  de  sorte 
qui  ne  leur  correspond  que  ^  12  =  6  points  de  J5.  La  siu-facc  5?  est  done 
(III  sixieme  ordre. 

Etude  de  la  surface  du  sixieme  ordre 

8.  Quel  est  le  genre  do  15?  Cette  surface  ne  correspond  pas  point  par 
couple  a  une  courbe  C  de  genre  trois,  car  a  un  point  de  V«  repondent 
deux  systemes  de  valeurs  u,  c'est-a-dire  deux  couples  de  points 

de  C;  le  tlieoreme  du  n°  2  n'est  done  pas  immediatement  applicable. 
Neanmoins,  le  genre  est  3,  commc  dans  le  cas  general  \};p{p  —  i)],  car 
les  trois  integrales  doubles 


J" dudi>^    J' dnchv,    J" dv  dw 


restent  finies  a  I'interieur  d'un  parallelepipede  des  periodes  :  et,  comme 
elles  ne  changent  pas  quand  on  change  u,  i--,  n'  en  —  //,  —  c,  —  ce 
sont  des  integrales  de  premiere  espece  sur  la  surface  S.  Celle-ci  est 


*, 
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des  lors  de  genre  3.  car  la  premiere  partie  de  la  demonstration  du  n"  2 
etablit  que  le  genre  ne  peut  depasser  !;p{p  —  i),  ici  trois. 

9.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  utile  de  preciser  la  forme  des  fonc- 
tions  0,,  qui  definissent  la  surface 

c 

Observons  que  la  fonction  ^  se  reproduisant,  au  signe  pres,  quand 

on  augmente  u,  v,  n'  d'une  periode,  les  trois  derivees  partielles  ioga- 
rithmiqiies 

Sr,  du  dn  '    &j  dp  dv  '    ^,  dw      ^7,  dw 

ne  changent  pas  dans  cette  substitution ;  done  les  fonctions 

"''  du  du  '    '  '  dv      '  '  r^p  '       "  dw      ~''  dw 

sont  des  fonctions  normalse,  d'ordre  deux,  de  meme  caracteristique  que 
le  produit  ."r,,  de  plus,  elles  sont  evidemment  la  parite  contraire  de 
celle  de  ce  produit.  Des  lors,  ces  trois  fonctions  peuvent  etre  prises 
pour  les  fonctions  0, ,  0.,,  0;,. 

Or  puisque,  sur  la  surface  r,  est  nul,  on  pourra  representer  para- 
metriquement  S  par  les  equations 

^'-■"■^  dn: 

X,  —  -T—  , 

di'  }       avec  la  relation       2?,  («,  t^,  w)  —  o.  . 

X..  =  2r,  -r— 
'  dw 

x,  =  &^{u,  f,  w) 

II  resulte  de  la  que  les  points  de  6  donnespar  I'equation  ^.('^  <«')  =  o 
se  reduisent  au  point  x,  =  cco  =  cc,i  =  o,  que  nous  designerons  par  0. 
Ce  point  est  un  point  triple  de  la  surface,  car  la  droite  cc,  =  o,  x.2  =  o, 
par  exemple,  coupe  S,  en  dehors  de  0,  aux  points  dont  les  arguments 
verifient  les  equations 

(6)  ^=o,        ^  =  o,        S;.  =  o; 

d?j  d'i 

or  les  fonctions       et        si  Ton  suppose  u,  v,      lies  par  la  rela- 


2^8  OEUVRES   DE  GEORGES  HUMBERT. 

tion  .r,  =^  o,  salisfont  evidemment,  quand  on  augmente  u,  v,  w  de 
periodes,  aux  memes  relations  (o)  que  la  fonction  .c^,  elle-meme,  c'est- 
a-dire  qu'elles  peuvent  etre  considerees  comme  des  fonciions  theta 
normales  dii  premier  ordre.  Le  theoreme  de  M.  Poincare  sur  le  nombre 
des  solutions  communes  a  trois  fonctions  theta  est  des  lors  applicable, 
de  sorte  que  les  equations  (0)  ont  6  solutions  communes,  auxquelles 
correspondent  trois  points  distincts  de  JS.  Le  point  l^a  =  o  est  done  bien 
un  point  triple. 

10.  Aux  28  demi-periodes  qui  annulent  5,  correspondent,  sur 
des  lignes  et  des  points  remarquables. 

D'abord,  aux  12  demi-periodes  annulant  a  la  fois  et  les  quatre 
0,  [et  dont  les  svmboles  sont  (a^SJ'y"),  (ap'o");  (afy),  (a^'o"); 

(o^B'Y),  (o^o'o");  ({ioc'Y);  (i3a'3");  (ya'S"),  (ya'^^O;  i^^'Y)' 
correspondent  evidemment  12  droites;  ces  droites  passent  par  le  point 
triple  0,  car  les  12  demi-periodes  considerees  annulent  ^2- 

Aux  iG  autres  demi-periodes  annulant  .j,  et  non  les  0,  repondent, 
sur  la  surface  i3,  seize  points  doubles;  supposons  en  effet  que  I'une  des 
demi-periodes  soit  u  —  i'=\v  —  o;  les  fonctions  0,,  ne  s'annulant  pas 
pour  u  =  V  =  w  =  o,  et  etant  paires  ou  impaires,  seront  toules  paires, 
de  sorte  que,  aux  environs  de  u  =  o,  on  aura 

(A,a^H-  Aiu'"-+  CiW--+-  DiUi'  +  Eiuw  -+-  F,^'w)  -1- . .  . , 

d'ou  Ton  conclut  aisement  qu'une  droite  menee  par  le  point  u  =  o, 
v  =  o,\{v  —  o  de  la  surface  J9  a  avec  celle-ci  deux  intersections  con- 
fondues  au  point  considere. 

J  J.  Etudions  maintenant  les  courbes  qu'on  definit,  sur  $  en  annu- 
lant les  62  fonctions  theta  normales  du  premier  ordre,  autres  que 
et  Sts. 

Parmi  ces  fonctions,  il  en  est,  comme  on  I'a  dit,  32  qui,  associees 
deux  k  deux,  donnent  des  produils  S',,  S^y  ayant  la  caracteristique,  mais 
non  la  parite,  de  .^i  .S-.,,  (ce  sont  les  couples  de  fonctions  pp'y"  et pp'c"); 
chacun  de  ces  produits  est  fonction  lineaire  et  homogene  des  quatre  0,, 
de  sorte  que  les  deux  courbes  qui  ont  pour  equations,  sur  la  surface 
£r,=  o  et  ^j—  o  sont  planes  et  situees  dans  un  meme  plan.  Leur  ordre 
se  determine  aisement;  .r,  s'annule  en  effet  pour  6  des  demi-periodes 
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annulant-'^T,  etlesquatre 0,;  .^/s'annule  pour  les6autres;  I'ordre cherche 
de  la  courbe  .7,  =  o  est  done  egal  a  ^[G  x  2  —  6]  =  3.  Observons  de 
plus  que  ir,  et  Sry  s'annulent  simultanemenl  pour  G  des  16  demi-periodes 
qui  annulent  .rr,  et  non  les  quatre  0,  (toutes  ces  propositions  se  verifient 
par  I'usage  de  I'algorithme). 

On  voit  par  la  qu'il  existe,  sur  la  surface  &,  32  cubiques planes sitiiees 
par  couples  dans  16  plans:  des  deux  cubiques  d'un  meme  plan,  la  pre- 
miere rencontre  6  des  12  droites  de  la  surface  issues  du  point  triple  0, 
la  deuxienie  rencontre  les  G  autres;  enfin  elles  passent  toutes  deux 
par  6  des  16  points  doubles  de  iS. 

De  la  se  deduit  une  consequence  innportantc  :  les  16  points  doubles 
de  !5  fornnent  une  configuration  de  Kummer,  c'est-a-dire  sont  situes  G 
par  6  dans  iG  plans,  et  de  telle  sorte  qu'il  passe  G  plans  par  chaque 
point.  Cette  derniere  partie  de  la  proposition  s'etablit  en  observant 
qu'une  des  iG  demi-periodes  repondant  aux  points  doubles  annule 
douze  fonctions  Sr,,  qui,  egalees  a  zero,  donnent  12  cubiques  planes, 
situees  par  couples  dans  six  plans.  Done  : 

Les  16  points  doubles  de  la  surface  sont  les  points  doubles  d^une  sur- 
face de  Kummer,  K. 

II  reste  a  etudier  les  3o  courbes  qu'on  obtient  en  annulant  les 
3o  fonctions  et  telles  que  le  produit  .7,^,7/,  ait  la  caracteristique 
et  la  parite  du  produit  .v,  i^.  (ce  sont  les  couples  de  fonctions 

^ipp'^y 

On  voit  immediatement,  en  se  servant  de  I'algorithme  : 

1°  Que  la  fonction  s'annule  pour  4  des  12  demi-periodes  qui 
annulent  a  la  fois  S-,,  .^2  et  les  quatre  0,  ;  2°  qu'elle  s'annule  pour  8 
des  iG  demi-periodes  annulant  et  non  les  0,;  3°  par  suite,  les  equa- 
tions 'h^—o,  .cr2  =  o,  'h,^—o  ont,  en  dehors  des  4  demi-periodes  ei- 
dessos  (i"),  deux  solutions  communes,  6gales  et  de  signes  contraires. 

II  en  resulte  : 

I"  Que  la  courbe  o  est  d'ordre  ^[G  x  2  —  4]  4,  et  rencontre 
quatre  des  douze  droites  de  S;  2°  qu'elle  passe  par  huit  des  iG  points 
doubles  de  i5;  3°  qu'elle  passe  par  le  point  triple,  0,  et  y  a  un  point 
simple. 


28o 
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D'apres  cela,  la  cuurbe  .r/,=  o,  qui  n'est  evidemment  pas  plane, 
ne  peut  etre  qu'une  biquadratique  ou  unc  unicursale  gauche  d'ordre 
quatre;  nous  verrons  plus  has  qu'elle  est  de  genre  un,  ce  qui  ccarte  la 
seconde  hypothese,  il  y  a  done,  sur  In,  trcntc  biquadratiqucs  passant  par 
le  point  triple  et,  respectivement,  par  8  des  i6  points  doubles  :  on 
reconnait,  par  I'etude  des  demi-periodes  correspondantes,  que  ces 

8  points  doubles  formcnt,  sur  la  surface  de  Kummer,  K,  un  des 
3o  octaedrcs  de  Gopel,  c'est-a-dire,  en  particulier,  qu'ils  sont  la  base 
d'un  reseau  (systeme  lineaire  doublement  infini)  de  quadriques.  Par 
les  8  points  de  chaque  octaedre  et  par  le  point  triple  0  passe  done  une 
biquadratique,  qui  coincide  necessairement  (comme  la  coupant  en 

9  points)  avcc  une  des  3o  biquadratiques  situees  sur  !n. 

12.  De  la  resulte  une  determination  geometrique  de  la  surface 
Soient  K  une  surface  de  Kummer,  0  le  point  triple  de  S;  par  chaque 

systeme  de  huit  points  doubles  de  K,  formant  un  octaedre  de  Gopel,  et 
par  le  point  0,  passe  une  biquadratique;  les  3o  biquadratiques  ainsi 
definies  sont  sur  la  surface  d'ordre  six,  qu'elles  determinent  evidem- 
ment d'une  maniere  complete. 

La  surface  de  Kummer  K  et  le  point  0  peuvent-ils  etre  choisis  arbi- 
trairement  ?  La  surface  K  depend  une  transformation  homographique 
pres)  de  trois  invariants;  quand  elle  est  donnee,  la  position  du  point  O 
comporte  trois  arbitraires,  ce  qui  donne  en  tout  G  parametres;  or,  la 
surface  $  depend  de  6  parametres,  a  savoir  les  G  modules  de  la  courbe 
de  genre  trois  a  laquelle  elle  correspond:  il  n'y  a  done  aucune  liaison 
entre  les  trois  invariants  de  la  surface  de  Kummer  et  les  coordonnees 
du  point  0  par  rapport  a  cette  surface,  c'est-a-dire  que  K  et  0  sont 
completement  arbitraires. 

13.  Presentons  une  derniere  remarque  sur  les  ii  droites  et  les 
3o  biquadratiques  de  !5;  soient,  comme  plus  haut,  S:,,  et  deux  fonc- 
tions  theta  dont  le  produit  a  la  caracteristique  et  la  parite  de  .r,  .r. ;  on 
verifie,  a  I'aide  de  I'algorithme,  qu'elles  s'annulent  simultanemcnt  pour 
quatre  des  12  demi-periodes  qui  correspondent  aux  12  droites  de  S;  de 
plus,  ces  demi-periodes  sont  associees  deux  a  deux  de  telle  sorte  que 
toute  fonction  2r,,,  s'annulant  pour  I'une  d'elles,  s'annule  ainsi  pour 
Lautre.  Geometriquement,  on  peut  done  dire  que  les  3o  biquadratiques 
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sont  associees  deux  k  deux,  les  biquadratiques  d'un  couple  rencontrant 
quatre  mcmes  droites  de  JS;  les  i2droitesde  Ssontegalement  associees 
deux  a  deux,  de  telle  sorte  que  toute  biquadratique  rencontrant  une 
droite  d'un  couple  rencontre  egalement  I'aiitre.  Dans  notre  notation 
symbolique,  les  biquadratiques pp' a"  et pp"[->"  sont  associees;  de  rnerne 
les  droites  (af^'y")  et  (a^'o")  dont  les  symboles  ont  les  deux  premiers 
caracteres  communs. 

Correspondance  entre  S  et  la  courbe  plane  d'ordre  quatre. 

14.  Nous  savons  qu'a  un  couple  de  points  de  la  courbe  plane  d'ordre 
quatre,  C,  correspond  un  et  un  seul  point  de  $,  maisqu'a  un  point  de  15 
correspondent  deux  couples  sur  C ;  etudions  de  plus  pres  cette  relation. 

Soient  E,,  r\^  et  r[.,  deux  points  arbitraires  de  C;  on  a  vu  (n"  3) 
qu'en  posant 

i  ^1     )      +  ^1  (^2 )  dh=  du , 
(7)  ^■Ai^)dl,^s^,iU)dl,=  di^, 

f  6^Al)di,  +  ff,{^,)dl,=  d»^, 

et  en  determinant  convenablement les  constantes d'integration,  u,  v  etiv 
sont  lies  par  la  relation  w)  ~  o-^  au  couple  (c,,/,,)^  {c-,  r^.,) 

sur  C  correspond  le  point  u,  <p  sur  JS.  Au  meme  point  de  JS  corres- 
pondent les  arguments  —  u,  —  v,  — w,  c'est-a-dire,  sur  C,  le 
couple  (H,,  r,,),  (H,,  Y];,),  tel  que 

g\i'^.)  di,  +  sAl,)  di,  =  ~  du, 


d'ou  Ton  tire 

)  di, + (i,)  di, + g,  a,)  d\, + ix, )  di„ = o, 

gdl>x)dly^  =  0, 

^3(^1)   =  0, 

equations  qui  etablissent,  comme  il  est  bien  connu,  que  les  points  E3,  rja 
et  H/,,  Tj,,  sont  les  deux  points  oil  la  droite  joignant  (H,,  r,,)  et  (^,,  rja) 
coupe  de  nouveau  C.  Done  : 

A  deux  couples  de  points  situes  en  ligne  droite  sur  la  courbe  C 
correspond  un  seul  et  meme  point  de  la  surface  J9,  et  reciproquement. 
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DesignonsmaintenantparG,(^)rintegrale j  gi(^)d^;  les relations (7) 

donnent,  si  Ton  choisit  convenablement  les  limites  inferieures  des 
integrales, 

I  G,(^0  +  G,(E,)  =  «, 
(8)  ]  G,(^,)  +  G,(^,)  =  *^, 

la  relation  c,  w^)  =  o  etant  toujours  satisfaite.  Cela  pose,  obser- 

vons  qu'une  quelconque  des  fonctions  theta  normales  du  premier 
ordre  se  deduit  de  Sr,  (a  un  facteur  exponentiel  pres)  en  augmentant  u, 
V,  w  d'une  demi-periode ;  en  d'autres  termes,  aux  points  de  la 
courbe  w)  —  o,  sur      correspondent,  sur  G,  les  couples  de 

points      ^2  et  verifiant  les  relations 

G,(E.)  +  G,(^,)  =  G,(r,)  +  G,(^;)+  ^, 

g,(^,)  +  g,(e,)  =  g,(^',)  +  g,(e;)  + 

G3(^,)  +  G3(£,)  =  G,(^',)  +  G,(E;)  4- 

Designons  par  E3,     les  deux  points  de  C  en  ligne  droite  avec  et 
les  equations  precedentes  s'ecrivent 

y, '^■.((.i)=^\    (y=i, 2,3,4), 

^?2>  etant  une  periode.  Ces  relations  montrent  que  les  quatre 
points  sont  les  points  de  contact  de  la  courbe  C  avec  une  conique 
quadritangeiite;  en  d'autres  termes,  aux  couples  que  forment  les 
quatre  points  ou  est  touchee  par  une  conique  quadritangente 
variable,  appartenant  a  un  des  63  systemes  de  coniques  inscrites, 
correspond,  sur  la  surface  6,  une  des  63  courbes  3'/,=  0  (A  ^  i). 
Ces  63  courbes  sont,  comme  on  I'a  vu,  les  32  cubiques  planes, 
les  3o  biquadratiques  et  le  point  triple,  ou  plutdt  le  c6ne  des  tangentes 
au  point  triple;  d'apres  ce  qui  precede,  chacune  d'elles  correspond, 
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point  par  tangente,  a  I'enveloppe  des  droites  jx)ignant  deux  a  deux, 
sur  C,  les  quatre  points  de  contact  des  coniques  inscrites  d'un  meme 
sysleme.  Or,  ces  droites  enveloppent,  comme  on  sait,  une  courbe 
generale  de  troisieine  classe  (de  genre  un),  la  Cayleyenne  du  systeme; 
les  courbes  .tr/t=o  de  la  surface  S  sont  done  de  genre  un,  ce  qui 
montre  que  les  32  cubiques  planes  n'ont  pas  de  point  double,  et 
que  les  3o  courbes  gauches  d'ordre  quatre  sont  bien  des  biqua- 
dratiques. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  correspondances,  dont  une 
image  geometrique  plus  nette  sera  indiquee  dans  la  suite. 


Generation  geom6trique  de  la  surface  JS. 

15.  Soient  ^^{x^,  x.^,  x^!,,  x.,)  —  o  I'equation  d'une  surface  quel- 
conque  d'ordre  quatre;  a,,  a^,  as,  a,,  les  coordonnees  d'un  point 
exterieur,  0.  Une  secante  quelconque  issue  de  0  coupe  K  en  quatre 
points,  a,,  a^,  a^,  a,,,  qui  se  repartissent,  de  trois  manieres,  en  deux 
couples. 

Soil  flij^a  et  a-j,  a,,  un  de  ces  groupements;  les  couples  a,, 
et  a-i,  a„  determinent  sur  la  secante  une  involution  du  second  ordre, 
dans  laquelle  le  point  0  a  un  conjugue,  m.  Cette  construction  donne 
trois  points  m  sur  toute  secante  menee  par  0;  le  lieu  des  points  w, 
quand  la  secante  tourne  autour  de  0,  est  une  surface  du  sixieme  ordre, 
dont  la  Geometric  analytique  donne  aisement  I'equation.  Cette  equa- 
tion est 

(9)     J^C'^n  •  •  •>  "^J  x,)  —  K(a,,  .  .  .,  aj  P-(^i,  .  .  .,  ^0  =  0, 


oli  P  et  H  designent  respectivement  les  premiers  membres  des  equa- 
tions de  la  premiere  et  de  la  troisieme  polaire  du  point  0  par  rapport  a 
la  surface  K  =  o,  c'est-a-dire 


OK  dK 

oa^,  du,. 


d  K      „  d'K  „  dH<. 


6H  —  a'-]  -r-^  +  3  a-,  a., 


Si  K  est  une  surface  de  Kummer,  je  dis  que  la  surface  du  sixieme 
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ordre  (9)  ainsi  definie  coincide  avec  la  surface  S  dont  les  16  points 
doubles  seraient  ceux  de  K,  et  dont  le  point  triple  serait  0;  il  suffit, 
pour  cela,  d'etablir  (n°  12)  que  la  surface  (9)  contient  les  3o  biqua- 
dratiques  menees  par  0  et  par  les  sommets  de  chacun  des  octaedres  de 
Gopel  que  forment  les  16  points  doubles  de  K. 

Considerons  un  de  ces  groapes  de  8  points  :  ils  sont,  comme  on  sait, 
la  base  d'un  reseau  ponctuel  de  quadriques,  dont  les  generatrices 
rectilignes  forment  un  complexe  du  troisieme  ordre;  sur  cliaque  gene- 
ratrice,  les  quadriques  du  reseau  determinent  une  involution.  Cela 
pose,  soil  m  un  point  quelconque  de  la  biquadratique  menee  par  0  et 
par  les  points  de  base  du  reseau ;  la  droite  Om  appartient  au  complexe, 
et  les  points  0  et  m  sont  conjugues  dans  I'involution  determinee  sur 
cette  droite  par  les  quadriques  du  reseau.  D'un  autre  cote,  designons 
par  a,,  a.,,  a-^,  a,,  les  points  ou  la  droite  Om  coupe  la  surface  de 
Kummer,  K  :  sur  cette  surface,  on  sait  qu'il  existe  une  infinite  simple 
de  biquadratiques  passant  par  les  8  points  du  groupe  considere;  une 
de  ces  biquadratiques  passe  done  par  a,,  je  dis  qu'elle  passe  aussi 
par  un  des  points  a^,  a^,  a^.  En  effet,  toute  biquadratique  passant 
par  les  8  points  de  base  et  coupant  en  un  point  une  droite  du  com- 
plexe, la  coupe  en  un  second  point;  done,  puisque  Om  est  une  droite  du 
complexe,  la  biquadratique  qui  passe  par  a^  passe  par  ;  de  meme,  celle 
qui  passe  par  passe  aussi  par  a,.  II  en  resulte  que  les  couples  a, 
et  fla,  «3  et  a,,,  0  et  m  sont  trois  couples  d'une  meme  involution  sur  la 
secante  Om,  c'est-a-dire  que  m  est  sur  la  surface  (9).  Cette  surface 
contient  done  les  3o  biquadratiques  considerees,  c'est-a-dire  coincide 
avec  la  surface  15  qui  a  pour  points  doubles  les  iG  points  doubles  de  K, 
et  pour  triple  0.  c.  q.  f.  d. 

16.  L'equation  (9)  et  le  mode  de  generation  correspondant  mettent 
en  evidence  plusieurs  proprietes  de  la  surface  5.  D'abord  cette  surface 
admet  pour  ligne  double  une  cubique  plane,  intersection  de  la  pre- 
miere polaire  (P  =  o)  et  du  plan  polaire  (H=:o)  du  point  0  par 
rapport  a  la  surface  de  Kummer  K;  de  plus,  les  deux  surfaces  B  et  K  se 
touclient  le  long  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  K  avec  le 
c6ne  qui  lui  est  circonscrit  a  partir  de  0  :  cela  resulte  immediatement 
de  l'equation  (9),  qui  montre  aussi  que  les  16  points  doubles  de  K  sont 
des  points  doubles  de 
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La  generation  geometrique  fait  voir  ensuite  que  contient  les 
12  tangentes  doubles  menees  de  0  a  la  surface  de  Kumrner;  ces  droites 
rencontrant  necessairement  la  cubi(|ue  double,  le  cone  des  tan- 
gentes de  !o  au  point  triple  0  coincide  avec  le  cone  de  sommet  0  qui 
a  la  cubique  double  pour  directrice. 

17.  On  pent  aussi,  en  partant  de  la  generation  geometrique, 
retrouver  le  lien  qui  rattache  la  surface  in  a  la  courbe  d'ordre  quatre  ou 
aux  fonctions  abeliennes  de  genre  trois. 

On  sail,  en  effet,  d'apres  un  beau  theoreme  de  M.  Klein,  qu'a 
toute  repartition  en  deux  couples  des  quatre  points  ou  une  droite  A 
coupe  la  surface  de  Kummer  K,  correspond  une  repartition  en  deux 
couples  des  quatre  plans  tangents  menes  a  K  par  1,  et  reciproquement. 
Supposons  que  la  droite  A  passe  par  0;  les  plans  tangents  menes 
a  K  par  1  toucheront  le  cone  de  quatrieme  classe  C  circonscrit  a  K 
a  partir  du  point  0.  Soient  maintenant  I!,  et  Ho  deux  plans  tangents 
arbitraires  du  cone  C;  A  leur  droite  d'intersection ;  Hj  et  11^  les  deux 
autres  plans  tangents  menes  au  cone  C  par  A  :  les  quatre  points 
ou  A  coupe  la  surface  de  Kummer  sc  repartissent  en  deux  couples, 
correspondant  aux  couples  de  plans  tangents  II,,  Ha  etllj,  11,;  a  cette 
repartition  correspond  un  et  un  seul  pointmdelasurfaceS",  point situe 
sur  A.  En  d'autres  termes,  a  deux  plans  tangents  du  cone  C  correspond 
un  point  m  de  5;  a  un  point  m  de  i5  correspondent  deux  couples 
de  plans  tangents  de  C,  ces  quatre  plans  ayant  une  droite  commune. 
C'est  1^  precisement,  sous  forme  correlatac,  la  relation  signalee  au 
n°  14  entre  la  surface  in  et  la  courbe  plane  du  quatrieme  ordre. 

Ce  mode  de  correspondance  conduit  a  une  consequence  simple  : 
laissons  fixe  le  plan  JI, ;  quand  Ha  variera,  le  point  correspondant  rn 
de  la  surface  $  reste  dans  le  plan  H,,  ou  il  decrit  evidemment  une 
courbe  qui  repond  au  cone  C  point  par  generatrice.  Cette  courbe  est 
done  de  genre  trois  et  a  les  memes  modules  que  le  cone;  en  d'autres 
termes  : 

Les  sections  do  la  surface  S  par  les  plans  menes  du  point  triple  tangen- 
tiellement  d  la  surface  de  Kummer  sont  des  courbes  du  sixieme  ordre ^  de 
genre  trois  et  de  inemes  modules.  Leurs  modules  sont  ceux  du  cdne  de 
quatrieme  classe  em  eloppe  par  les  plans  consideres. 
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Sections  de  la  surface  S  par  les  surfaces  adjointes. 

18.  L'emploi  des  fonctions  ab^liennes  permetd'etudier  assez  simple- 
ment  les  courbes  tracees  sur  la  surface  fo,  et,  en  parliculier,  les  sections 
paries  surfaces  adjointes.  La  surface  ayant  une  cubique plane  double  et 
un  point  triple,  ses  adjointes  passeront  simplement  par  la  cubique  et 
par  le  point;  en  particulier,  les  adjointes  d'ordre  deux  se  decompose- 
ront  en  deux  plans,  dont  I'un  est  celui  de  la  courbe  double  et  I'autre 
un  plan  quelconque  mene  par  le  point  triple  :  elles  sont  done  en 
nombre  doublement  infini,  comme  on  le  savait  a  priori,  puisque  $  est 
de  genre  trois. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  I'equation  des  courbes  decoupees 
sur  $  par  les  adjointes  du  troisieme  ordre  :  sans  indiquer  ici  la 
methode  generale  applicable  a  toutes  les  surfaces  de  meme  nature 
que  S,  nous  profiterons  de  proprietes  geometriques  de  cette  surface 
pour  parvenir  directement  au  resultat. 

19.  Nous  nous  appuierons  pour  cela  sur  la  propriete  suivante. 
Sur  une  surface  algebrique  S(X,  Y,Z)  =  o  d'ordre  n,  les  integrales 
doubles  abeliennes  qui  ne  deviennent  infinies  que  le  long  de  la  section 
plane  (choisie  au  hasard),  Q(X,  Y,  Z)  =  o,  sont  comprises  dans  la 
formule 

'dXdY  F(X,  Y,  Z) 


IP 


q  etant  un  enlier  et  F(X,  Y,  Z)  le  prennier  membre  de  I'equation  d'une 
surface  d'ordre  n -\- g  —  /|,  adjointc  a  S  =  o.  En  particulier,  si  I'ele- 
ment  de  I'integrale  est  infini  du  premier  ordre  le  long  de  la  sec- 
tion, ^  =  I . 

Cela  pose,  observons  que,  d'apres  le  n"  9,  la  surface  ^  est  repre- 
sentee parametriquemenl  par  les  equations 

du  0,.'        *■■'  ~  dw 

d'ailleurs  J" J diidv  est  une  integrale  de  premiere  espece;  elle  s'ecrit 

du  df  ©4  „ 
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et  I'on  a,  d'apres  la  forme  generale  des  integrales  de  premiere  espece 
sur  la  surface  S  =  o  (ici  15), 

du  dv  %^rf      C  C  dY 


R  =  o  etant  une  surface  adjointe  d'ordre  n  —  4  =  2,  qui  se  decompose 
( n°  18)  en  deux  plans,  dont  Tun  est  celui  H(X,  Y,  Z)  =  o,  de  la  courbe 
double,  et  Tautre  un  plan  mene  par  0,  iequel  est  evidemment  le 
plan  Z  =  o.  On  a  done 

du  dv       dX  dY  2r, 

Sz  04 

\dw  J 

Admettons  maintenant,  pour  abreger  le  langage,  que  la  fonction 
designee  jusqu'ici  par  c,       soit  la  fonction  theta  normale, 

d'ordre  un,  de  caracteristique  nuUe  (cette  fonction  est  paire);  et  desi- 
gnons  par  9(m,  w)  une  fonction  theta  normale,  d'ordre  trois,  de 
caracteristique  nulle  et  paire  [il  y  a  i4  de  ces  fonctions  lineairement 
distinctes  (')].  Considerons  I'integrale  double 


(II)  J  = 


B{u,  P",  w)  du  di> 

ou  0(«,  «')  est  une  combinaison  lineaire  et  homogene  quelconque 
des  quatre  fonctions  0^;  on  pent  I'ecrire,  d'apres  (10), 


-If 


dX  dY  %Q_ 


Or,  la  fonction       est  une  fonction  abelienne  paire  :  elle  peut  done, 

lorsque  11,  v,  w  sent  lies  par  la  relation  Sr,  =  o,  s'exprimer  rationnelle- 
ment  en  fonction  des  coordonnees  X,  Y,  Z,  d'un  point  de  la  surface  6, 
c'est-a-dire  que 


r  rdXdY  M(X,  Y,  Z) 
J  J     Si     N(X,  Y,  Z)' 


M  et  N  etant  des  polynomes.  Or  I'integrale  J,  d'apres  la  forme  (11),  en 


(*)  Car,  en  general,  il  y  a  i]  fonctions  theta  d'ordre  impair,  «,  de  carac- 

teristique nulle  et paires. 
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devient  infinie  que  pour  les  vaieurs  de  u,  c,  w  annulant  simultane- 
ment  et  0,  c'est-a-dire  pour  Ics  points  de  i5  situes  dans  le  plan  de  la 
section  plane  0  =  o.  Si  done  Q(X,  Y,  Z)  est  I'equation  de  ceplan,  on 

aura  ^  =  ^,  F  etant  le  premier  membre  de  I'equation  d'une  surface 

adjointe  d'ordre  trois.  Finalement  on  a 

da  du   6{u,  V,  w)  _  dX  dY  F(X,  Y,  Z) 
/^\  0(«,      ^)  ~  "SF"  Q(X,  Y,  Z)' 

ce  qui  montre  que  la  courbe  0(«,  c,  <p)  =  o,  sur  est  situee  sur 
la  surtace  cubique  adjointe  F  =  o. 

Ainsi,  0(//,  p,  (p)  etant  une  fonction  theta  quelconque,  d'ordre  trois, 
de  caracteristique  nulle,  et  paire,  la  courbe  0(//,  r,  =  o  est  I'inter- 
section  de  la  surface  iS  avec  une  surface  adjointe  du  troisieme  ordre. 
Or  il  y  a  i4  fonctions  0(.m,  r,  tr)  lineairement  distinctes,  parmi  les- 
quclles  qnntre  contiennent  .^i  en  facteur  (ce  sont  celles  qui  pro- 
viennent  de  la  multiplication  de  .r,  par  les  quatre  fonctions  theta 
distinctes  du  second  ordre,  de  m6me  caracteristique  et  de  meme  parite 
que  JiS^a);  il  reste  done  dix  fonctions  6(m,  v,  <>v),  auxquelles  corres- 
pondent autant  de  surfaces  cubiques  adjointes  lineairement  distinctes. 
Mais  d'ailleurs  il  n'y  a  que  dix  surfaces  cubiques  lineairement  dis- 
tinctes adjointes  a  puisque  ces  surfaces  doivent  passer  par  une 
cubique  plane  et  un  point  non  situe  dans  le  plan  de  cette  courbe;  il  en 
resulte  que,  reciproquement,  toute  surface  cubique  adjointe  coupe  15 
suivant  une  ligne  dont  I'equation  est  de  la  forme  0(m,  r,  (v)  =  o.  Done  : 

Les  courbes  communes  d  ^  et  d  ses  adjointes  d'ordre  trois  ont  pour 
equation  generale  ^(u,  v,  <p)  —  o,  en  designant  par  0  une  fonction  nor- 
male  d'' ordre  Irois,  paire,  et  de  caracteiistique  nulle;  et  riciproquement. 

20.  La  fonction  0(;/,  r,  \\>)  peut  contenir  'h^  en  facteur  :  la  surface 
cubique  adjointe  correspondante  a  alors  un  point  double  en  0,  et  Ton 
en  conclut  aisement  que  : 

Les  courbes  communes  d  S  et  a  ses  adjointes  d'ordre  trois  qui  ont 
un  point  double  en  0  {point  triple  de  J5)  ont  pour  equation  gene- 
rale  Y)((',  M,  =  o,  en  designant  par  y]  une  fonction  normale  d^ ordre 
deux  (paire)  et  de  caracteristique  nulle;  et  reciproquement. 
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Ces  resultats  se  generaliseraient  sans  difticulte  pour  des  surfaces 
adjointes  d'ordre  quelconque. 

21.  De  la  se  deduisent  quelques  consequences  geometriques  : 

1°  Le  long  de  chacune  des  3o  biquadraliques  situees  sur  i5,  on  peut 
circonscrire  a  cette  surface  une  surface  cubique  adjointe,  ayant  iin 
point  double  en  0,  et  coupant  en  outre  J5  suivant  les  quatre  droites 
(issues  de  0)  qui  rencontrent  la  biquadratique  (n°*  II  et  13). 

Car  si  ^h  =  o  est  I'equation  de  la  biquadratique,  .r^  est  une  fonction 
normale  paire,  d'ordre  deux  et  de  caracteristique  nulle;  elle  s'annule 
pour  quatre  des  deini-periodes  qui  annulent  a  la  fois  et  les  quatre©,. 
De  meme  : 

2"  Le  long  de  chacune  des  32  cubiques  planes  situees  sur  JS,  on 
peut  circonscrire  a  cette  surface  une  surface  cubique  adjointe,  ayant  un 
point  double  en  0,  et  coupant  en  outre  &  suivant  les  six  droites  (issues 
de  0)  qui  rencontrent  la  cubique. 

3°  Les  3o  biquadratiques  sont  situees,  par  groupes  de  trois,  sur 
6o  surfaces  cubiques  adjointes  a  B. 

Car,  d'apres  le  n°  5,  le  produit  des  quatre  fonctions  theta 


est  pair  et  a  sa  caracteristique  nulle;  la  fonction  aa'p",  etant  (n°  G)  la 
fonction  3-j,  a  la  meme  propriete;  le  produit  des  trois  autres  theta  est 
done  une  fonction  d'ordre  trois,  paire  et  de  caracteristique  nulle,  c'est- 
a-dire  que  les  trois  biquadratiques  ap'f^",  (3a' P",  sont  sur  une 

surface  cubique  adjointe  a 

On  reconnait  ainsi  que,  a  une  de  ces  biquadratiques,  par  exemple 
aa'p",  on  peut  associer  sice  couples  d'autres  biquadratiques,  ce  qui 
donne  les  six  groupes 


a|3'[3",    (3a'j3",  S(3'(3 


aS'(3",  (3a'(3",  .  (3(3'(3' 

a(3'(3",  |3aV.",  {3(3'a' 

aj3'|3",  y«'f3",  y^'^' 

a|3'j3",  yoc'a",  y^'a' 

«|3'|3",  ap'a' 


de  trois  biquadraliques  situees  sur  une 
surface  cubique  adjoinle. 
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Six  de  ces  surfaces  cubiques  passent  done  par  une  biquadratique 
donnee,  et,  par  suite,  leur  nombre  total  est  egal  a        ^  =60. 

II  resulte  egalement  de  la  que  les  tangentes  menees  en  0  aux 
3o  biquadratiques  sont  trois  a  trois  dans  60  plans. 

4°  II  oxiste  2/40  groupes  formes  chacun  de  deux  cubiques  planes 
et  d'une  biquadratique  de  la -surface  JS,  et  tels  que  les  trois  courbes 
d'un  groupe  soient  sur  une  surface  adjointe  du  troisieme  ordre; 
celle-ci  coupe  en  outre  15  suivant  deux  droites  passant  par  0. 

Par  exemple,  les  cubiques  a^'y",  aa'y"  et  la  biquadratique  a^'a" 
sont  sur  une  surface  cubique  adjointe,  qui  contient  les  droites  (ay'o") 
et  (ao'o");  on  en  conclut  que  ces  deux  droites  et  la  tangente  en  0  a 
la  biquadratique  sont  dans  un  meme  plan. 

En  etudiant  ces  relations  de  plus  pres,  a  I'aide  de  I'algorithme,  on 
reconnait  que  le  plan  determine  par  deux  des  droites  de  la  surface  $ 
(issues  de  0)  et  le  plan  des  deux  droites  associees  (n°  13)  se  coupent 
suivant  une  droite  qui  touche,  en  0,  une  des  3o  biquadratiques;  les 
240  surfaces  adjointes  du  troisieme  ordre  definies  plus  haut  ontquatre 
a  quatre  meme  plan  tangent  au  point  0,  etc. 

Application  aux  courbes  de  quatrieme  classe. 

22.  On  sait  que,  sur  une  courbe  plane  de  quatrieme  classe,  les 
28  points  doubles  sont  situes  12  par  12  sur  63  courbes  du  troisieme 
ordre,  dont  la  theorie  se  rattache  intimement  a  celle  de  la  proposee  : 
Steiner,  qui  a  etabli  I'existence  des  63  cubiques,  n'a  pas  aborde 
I'etude  des  relations  geometriques  que  ces  courbes  peuvent  avoir  entre 
elles ;  il  s'est  borne  a  signaler  I'interet  de  cette  question  ( \),  a  laquelle 
se  rapportentles  remarques  suivantes  : 

Soit  toujours  C  le  cone  de  quatrieme  classe  de  sommet  0  circon- 
scrit  a  la  surface  de  Kummer  K  :  c'est,  comme  on  sait,  un  cone  general 
de  classe  quatre,  de  meme  que  les  sections  planes  de  K  sont  des 
courbes  generales  d'ordre  quatre.  Le  cone  C  a  28  droites  doubles,  qui 
sont  les  12  bitangentes  menees  de  0  a  la  surface  K,  et  les  16  droites 
qui  joignentO  aux  points  doubles  de  cette  surface  :  d'apres  le  theoreme 


(')  Jotirnaldc  Crelle,  I.  49,  p.  9.72. 
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de  Steiner,  rappele  plus  haut,  Ics  28  droites  doubles  sont,  12  par  12, 
sur  63  cones  cubiques,  qui  sont  ici  les  cones  de  sommel  0  ayant 
respectivement  pour  directrices  :  i"  les  3o  biquadratiques;  2°  les 
32  cubiques  planes;  3°  la  cubique  double,  situees  sur  6-  Chacun  de 
ces  cones,  en  effet,  contient  bien  douze  droites  de  C,  car  :  1°  une 
biquadratique  passe  par  huit  points  doubles  de  K  et  rencontre  quatre 
des  douze  bilangentes  menees  de  0  a  K;  2°  une  cubique  plane  contient 
six  points  doubles  et  rencontre  six  bilangentes  de  K;  3°  le  cone,  G,  de 
sommet  0,  qui  a  pour  base  la  cubique  double,  contient  les  douze  bitan- 
gentes  (n"  16). 

On  obtient  de  cette  maniere  une  representation  geometrique  des 
63  cones,  dits  cdnes  cayleyens  de  C  (n"  14),  et  Ton  met  en  evidence 
plusieurs  de  leurs  proprietes. 

23.  La  cubique  double  de  J5  est  situee  sur  la  polaire  du  point  0  par 
rapport  a  la  surface  K  (n"  16);  les  douze  points  oii  elle  coupe  cette  sur- 
face sont  done  sur  la  courbe  de  contact  de  K  et  du  cone  C,  et  les  sec- 
tions, par  le  plan  de  la  cubique  double,  du  cone  C  et  de  la  surface  K, 
se  touclient  en  ces  douze  points.  Ainsi  : 

Une  courbe  de  quatrieme  chissc,  (2  ',  est  coupee  par  une  quelconque  de 
ses  63  cubiques  cayleyennes  (en  dehors  de  12  points  doubles^  en  douze 
points  simples  :  elle  touche  en  ces  douze  points  une  courbe  de  quatrieme 
ordre,  C... . 

Nous  verrons  plus  bas  que  les  deux  courbes  C''  et  C,  sont  liees 
d'une  maniere  interessante. 

24.  Steiner  a  montre,  dans  le  Memoire  cite  plus  haut  que  les 
63  cubiques  cayleyennes  de  C  forment,  trois  a  trois,  des  groupes 
remarquables  :  les  trois  cubiques  y,  et  y.,?  d'un  meme  groupe  de 
Steiner,  sont  telles,  que,  parmi  les  douze  points  doubles  de  (3'  que  con- 
tient chacune  d'elles,  six  appartiennent  a  la  deuxieme  et  les  six  autres 
a  la  troisieme;  les  cubiques  y,  y,,  ne  contiennent  done,  en  tout,  que 
18  points  doubles  de  C\  repartis  en  trois  systemes  de  six,  et,  d'apres 
Aronhold,  les  six  points  doubles  de  chaque  systeme  sont  sur  une 
conique.  11  y  a  336  groupes  de  Steiner,  d'ou  3  x  336  —  1008  coniques 
passant  par  six  points  doubles  de  C". 
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Cela  pose,  soient  G,  et  G2  deux  cones,  de  sommet  0,  ayant  pour 
bases  respectives  deux  cubiques  de  la  surface  1?,  situees  dansunmeme 
plan  :  ces  c6nes,  et  le  cone  G  qui  a  pour  base  la  cubique  double  de  6, 
forment  evidennment  un  groupe  steinerien  de  trois  cones  cayleyens,  par 
rapport  au  cone  C  Or  les  deux  cubiques,  bases  de  et  G2,  ont  neuf 
points  communs,  dont  six  sont  les  points  doubles  de  K  (et  de  S) 
contenus  dans  leur  plan,  et  dont  les  trois  autres  sont  necessairement 
sur  la  courbe  double  de  iS,  c'est-a-dire  sur  le  cone  G;  de  plus  ces  trois 
derniers  points  sont  en  ligne  droite,  puisque  la  courbe  double  est 
plane.  Done  : 

Trois  cubiques  cayleyenncs  y,  et  cTune  courbe  de  quatrierm 
classe,  C',  formant  un  groupe  de  Steiner,  ont  trois  points  communs :  ces 
points  sont  sur  une  meme  droite ^  A. 

On  en  deduit  une  autre  propriete  :  les  cubiques  y  et  y,  se  coupent  en 
neuf  points,  dont  trois  sont  sur  A,  et  les  six  autres,  qui  sont  des  points 
doubles  de  C?',  sur  une  conique,  (O2  =  0 ;  on  a  done  identiquement 

-/  —  •/,=  Aw,, 

et  de  meme 

y  — y,=  Aw,; 

d'ou 

y,  — y,=  A(a),  — w,), 

c'est-li-dire  que  la  conique  (0,-002  =  0,  qui  contient  les  six  points 
doubles  de  communs  a  et  y2>  passe  par  les  quatre  points  d'inter- 
section  des  coniques  co,  et  coo.  Ainsi  : 

Trois  cubiques  cayleyennes  d'une  courbe  de  quatrieme  classe,  C' ,  for- 
mant un  groupe  de  Steiner,  contiennent  en  tout  18  points  doubles  de  C', 
situes  6^/6  sur  trois  coniques  :  ces  trois  coniques  se  coupent  en  quatre 
memes  points. 

Ou  encore  : 

Les  1008  coniques  qui  contiennent  chacune  6  points  doubles  de  C'  se 
repartissent  en  336  groupes  de  trois,  de  telle  sorte  que  les  3  coniques  d'un 
groupe  n^aient  en  commun  aucun  point  double  de  C',  et  se  coupent  en 
quatre  mSmes points. 

Cette  proposition  pent  s'enoncer  d'une  autre  maniere  : 

Les  douze  bitangentes  menees  d'un  point  0  a  une  surface  de  Rummer, 
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K,  se  repartissent  de  i6  manieres  en  deux  groupes  de  six,  les  six  bitan- 
gentes  de  chaque  groupe  Hant  sur  un  cdne  de  second  ordre  (propriete 
connue)  :  les  deux  cdnes  qui  correspondent  ainsi  aux  deux  groupes  d'une 
mime  repartition  se  coupent  suivant  4  droites  qui  s^appuient  sur  une  meme 
conique  de  la  surface  de  Kummer  ( ' ). 

25.  Une  cayleyenne  y  de  C  appartient  a  =  i6  groupes  de 

Steiner;  si  y  est  la  cubique  double  de  S  {C  etant  la  section  du  cone  C 
par  le  plan  de  cetle  cubique),  les  seize  droites  A,  qui  correspondent 
respectivement  aux  i6  groupes,  sont  les  intersections  du  plan  de  y  avec 
les  seize  plans  singuliers  de  la  surface  de  Kummer  K  :  elles  sont  done 
des  tangentes  doubles  de  la  courbe  du  quatrieme  ordre,  C,,  definie 
au  n'>23,  et  les  proprietes  connues  de  la  surface  de  Kummer  conduisent 
aux  propositions  suivantes  sur  les  courbcs      et  C.,.  : 

Vne  cubique  cayleyenne,  y,  de  (2*  appartient  a  groupes  de  Steiner, 
d  chacun  desquels  corj-espond  (n°  24)  u/ie  droite,  A. 


(')  Le  meme  theoreme  conduit  a  une  propriete  des  surfaces  de  troisieme 
classe.  On  sait,  en  effet  (Geiser),  que  la  section  d'une  telle  surface  par  un 
plan  tangent  est  une  courbe  de  quatrieme  classe,  qui  admet  pour  points  doubles 
les  intersections  du  plan  avec  les  27  droites  de  la  surface.  D'ailleurs  les  27  droites 
sont,  6  a  6,  sur  36o  quadriques  (Cremona)  qui,  comme  on  le  voit  aiseinent. 
se  groupent  3  a  3,  de  maniere  que  les  douze  droites  situees  sur  deux  quadriques 
quelconques  d'un  groupe  appartiennent  a  un  meme  double-six  (par  exemple. 
dans  la  notation  de  M.  Cremona,  les  quadriques  qui  contiennent  respectivement 
les  trois  systemes  de  six  droites  :  Oj,  a.,,  a-^,  b,^,  b-^,  b^^;  by,  b.,,  a,^,  a-,  a,-;  r,,, 
^13)  '^■2:1)  '^'45)  <^'/,65  ^56  forment  un  des  120  groupes).  En  vertu  du  theoreme  enonce 
dans  le  lexte,  les  sections  de  trois  quadriques  d'un  meme  groupe  par  un  plan 
tangent  quelconque  de  la  surface  de  troisieme  classe  se  coupent  en  quatre  memes 
points,  d'oii  it  resulte  que  les  trois  quadriques  appartiennent  a  un  meme  faisceaii 
ponctuel.  Done  : 

Les  36o  quadriques  qui  contiennent  six  droites  d'une  surface  de  troisieme 
classe  se  repartissent  en  120  groupes  de  trois,  de  telle  sorte  que  les  trois 
quadriques  d''un  groupe  se  coupent  suivant  une  meme  courbe  du  quatrieme 
ordre. 

On  voit  aisement  que  cette  courbe  du  quatrieme  ordre  passe  par  12  des 
45  points  triples  de  la  surface  de  troisieme  classe,  en  sorte  que  :  les  \^  points 
triples  d'une  surface  de  troisieme  classe  sont  situes,  douze  par  douze,  sur 
120  biquadratiques. 
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Les  seize  droilesA  ainsi  definics  se  coiipent  n  a  1  en  \iq points,  qui  sont 
respectii  cment  sur  les  120  droitcs  joignnnl  deux  a  deux  les  iG  points 
doubles  de  C'  non  situes  sur  y. 

Les  seize  droites  A  sonf  doublement  Uingentcs  d  une  mcme  courhe  da 
quatrieme  ordre,  G/.,  qui  louche  C'  en  douze  points,  situes  sur  la  cubique'^. 

Les  deux  points  de  contact  a^xc  Q,„  de  chacune  des  droites  A  sont  sur  une 
conique  qui  contient  six  points  doubles  de  non  situes  sur-^;  imrrse- 
ment :  les  deux  tnngentcs  menees  a  C'  en  un  point  double  non  situe  sur  y 
sont  tangentes  a  une  conique  qui  touche  six  des  droites  A. 

D'autres  propositions  se  deduiraient  des  resultats  du  n"  21 ;  nous  les 
avons  enoncees  dans  une  Note  inseree  aux  Comptes  rendus  des  seances 
de  VAcademie  des  Sciences  (22  avril  1890);  comme  on  peut  les  etablir 
directement,  sans  s'appuyer  sur  les  proprietes  de  la  surface  il  nous 
parait  inutile  d'y  revenir  ici. 

Cas  des  fonctions  ab61iennes  hyperelliptiques  de  genre  trois. 

26.  On  a  suppose,  dans  I'etude  de  la  surface  0,  definie  analytique- 
ment  au  n"  7,  que  les  fonctions  theta  considerees  ne  provenaient  pas 
d'une  courbe  de  genre  trois  hyperelliptique  :  s'il  en  est  autrement,  la 
definition  du  n"  7  conduit  toujours  a  une  surface  algebrique,  que  nous 
designerons  par  C,  mais  dont  le  degre  est  cinq,  au  lieu  de  six. 

En  effet,  ce  qui  caracterise  le  cas  hyperelliptique,  c'est  qu'une 
des  64  fonctions  theta  normales,  paires,  d'ordre  un,  s'annule  pour 
u  =  i'=w  =  o;  d'oii  il  resulte  que  chacune  de  ces  64  fonctions 
s'annule  pour  une  demi-periode  qui  n'est  pas  un  de  ces  zeros  dans  le 
cas  general.  II  est  facile  de  voir  qu'on  peut  appliquer  I'algorithme 
du  n"  5  de  telle  fagon  que  les  fonctions  pp'oi."  et pp'^"  s'annulent  respec- 
tivement  pour  les  demi-periodcs  (pp'Y)  (PP''^")^  meme  que  les 
fonctions  pp'Y  ^t  pp'^"  s'annulent  respectivement  pour  les  demi- 
periodes  {pp  y-")  et  {pp'  (3"). 

Cela  pose,  soient  toujours  aa'a"  la  fonction  3",  et  aa'(3"  la  fonction  x:.,  : 
les  quatre  fonctions  0,  du  n"  7  s'annulent  pour  les  32  demi-periodes 
(PP'Y)  (PP'^")^  I'une,  (aa'y"),  qui  n'annulait  pas  Sr,  dans  le 
cas  general,  I'annule  dans  le  cas  hyperelliptique.  De  plus,  cette  demi- 
periode  compte  pour  deux  dans  le  nombre  des  solutions  communes 
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aux  trois  equations  0,=  o,  &j—o  et  S|  =  o;  car  si,  par  exemple,  il 
s'agit  de  la  demi-periode  ii  =  i  =  w  =  o,  les  0,  sont  des  fonctions 
impaires  et  .7,  une  fonction  paire.  II  en  resulte  que  le  degre  dc  C  est 

-(6X  2  X  2  —  12  —  2)  =  5. 
2 

La  surface  C  est  done  du  cinquieme  ordre. 

""ll .  D'apres  le  n"  10,  la  surface  C  a  seize  points  doubles,  correspon- 
dant  aux  seize  demi-periodes  qui  annulent  .v,,  sans  annuler  lesGi;  aux 
deux  fonctions  pp'Y  ®'  PP^-''  correspondent  (n"  11)  deux  courbes 
de  C  situees  dans  un  meme  plan;  ce  plan  qui,  dans  le  cas  general,  con- 
tenait  six  points  doubles  de  contient  sept  points  doubles  de  car  il 
renferme,  en  plus,  un  point  double  qui  correspond  a  I'une  des  demi- 
periodes  {pp'of.")  ou  En  etudiant  ainsi  la  repartition  des  points 
doubles  entre  les  i6  plans,  on  volt  qu'ils  sont  situes  quatre  a  quatre 
sur  huit  droites,  et,  d'une  maniere  plus  precise,  qu'ils  sont  a  I'inter- 
section  de  quatre  droites  ne  se  coupant  pas  avec  quatre  droites  s'ap- 
puyant  sur  les  premieres  :  ces  huit  droites  D  sont  d'apres  cela  des 
generatrices  d'une  meme  quadrique,  Q;  quatre  appartiennent  a  un 
systeme  et  quatre  a  I'autre  systeme. 

Comme  dans  le  cas  general,  la  surface  a  un  point  triple  0 ;  elle  con- 
tient necessairement  les  huit  droites  D  ci-dessus,  ct  le  plan  mene 
par  0  et  par  I'une  d'elles  touche  ^  le  long  de  cette  droite.  II  en  resulte 
que  %  passe  par  la  conique  polaire  de  0  par  rapport  a  Q  (').  La  sur- 
face C  contient  egalement  les  droites  issues  de  0  et  qui  s'appuient 
sur  deux  droites  D  non  concourantes. 

L'equalion  de  %  s'obtient  assez  facilement,  en  partant  de  ces 
proprietes.  Voici  le  resultat  : 

Soient  Q,{x,  y,  z,t)  —  o  I'equation  de  la  quadrique  Q;  IT  =  o  celle 
d'un  des  systemes  de  quatre  plans  tangents  a  Q  qui  decoupent  sur 
cette  quadrique  les  huit  droites  D;  si  les  coordonnees  de  0  sont  o,  o, 
o,  I,  et  si  dans  Q  et  IT,  les  coefficients  de  la  plus  haute  puissance  de  t 
sont  egaux  a  I'unite,  I'equation  de  %  est 

(12)  Ql'n;- gQn^A +  Q;(Q-^-n)=:o. 


(')  Cetle  conique  correspond  a  la  demi-periode  {(xoc'y"). 
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On  verifie  sans  difficulte  que  cette  surface  possede  toutes  les  pro- 
pri6tes  indiquees  ci-dessus;  inversement,  on  pent  etablir  sa  liaison 
avec  les  fonctions  hyperelliptiqucs,  en  suivant  une  marche  analogue  a 
celle  indiquee  par  M.  Darboux  a  propos  de  la  surface  de  Kummer 
(yComptes  rendus ,  t.  XCII,  p.  i493). 

Une  droite  de  0  coupe  la  surface  S  en  deux  points  mobiles;  si  done 
on  projette  21,  a  partir  du  point  0,  sur  un  plan  11,  a  chaque  point  m  de 
ce  plan  correspondront  deux  points  M,  et  Ma  de  21  :  M,  et  Mo  coincide- 
ront  lorsque  m  sera  sur  la  trace  du  cone  de  sommet  0  circonscrit  a  €l 
(courbe  de  passage).  Or  ce  cone,  du  huitieme  ordre,  se  decompose  en 
huit  plans,  qui  sont  les  huit  plans  menes  par  0  et  par  les  huit 
droites  D,  et  qui  d'ailleurs  touchent  le  cone  du  second  ordre,  2,  de 
sommet  0,  circonscrit  a  la  quadrique  Q.  Si  done  on  represente  le 
point  tn,  du  plan  IT,  par  les  deux  parametres,  X  et  [x,  des  deux  plans 
tangents  qu'on  pent  mener  par  ce  point  au  cone  S,  les  points  M,  et 
coincideront  lorsque  Aou  [x  prendra  une  des  huit  valeurs  a,,  «2>  •  •  • » 
qui  correspondent  aux  hnit  plans  ci-dessus;  en  d'autres  termes,  les 
coordonnees  de  M,  seront  fonctions  rationnelles  des  parametres  X,  et 
du  radical        —  a^) .  .  .  {'k  —  a^){\i.  —  a^)  .  .  .{^  —  a^). 

Observons,  pour  terminer,  que  les  plans  tangents  au  cone  S  coupent 
la  surface  2D  suivant  des  courbes  du  cinquieme  ordre,  hyperelliptiqucs, 
de  genre  trois,  et  de  memes  modules  :  car  les  modules  d'une  de  ces 
courbes  sont  les  rapports  anharmoniques  que  forment,  quatre  aquatre, 
les  huit  tangentes  qu'on  peut  mener  par  son  point  triple  0;  ces  huit 
tangentes  sont  les  intersections  du  plan  de  la  courbe  avec  les  huit 
plans  menes  par  0  et  les  huit  droites  D,  et  leurs  rapports  anharmo- 
niques (quatre  a  quatre)  sont  constants,  puisque  les  huit  plans  et  le 
plan  mobile  enveloppenl  un  cone  du  second  ordre,  2.,  Ce  sont  les 
fonctions  abeliennes  appartenant  a  une  des  courbes  hyperelliptiqucs 
considerees  qui  definissent  analytiquement  la  surface 
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LES  FONCTIONS  4BELIENNES  SINGULIERES 

(Premier  Memoire). 


Journal  de  Mathematiques,  5"  serie,  t.  V,  1899. 


Considerons  un  systeme  de  fonctions  abeliennes,  a  deux  variables  u 
et     ayant  pour  periodes  normales 

M  :        1,0,^,  h, 
V-        I,    I,    h,  g'\ 

nous  dirons  que  ces  periodes  verifient  une  relation  de  forme  singuliere 
ou  relation  singuliere,  si  elles  sont  liees  par  I'equation 

(i)  BA  +  Cg'+D{h^--gg')  +  E  =  0, 

oil  A,  B,  C,  D,  E  sont  des  entiers,  qu'on  pent  toujours  supposer,  sans 
nuire  a  la  generalite,  n'avoir  aucun  diviseur  commun. 

Les  fonctions  abeliennes  dont  les  periodes  verifient  une  ou  plusieurs 
relations  singulieres,  et  que  nous  appellerons  fonctions  abeliennes  sin- 
gulieres,  ]om?,'&Qni  de  proprietes  importantes;  on  pent  leur  rattacher  des 
fonctions  intermediaires  singulieres  qui  ne  sont  pas  des  fonctions  theta 
aux  memes  periodes.  De  plus,  les  fonctions  abeliennes  singulieres 
admettent  des  transformations  qui  n'existent  pas  dans  le  cas  general,  et 
ce  sont  enfin  les  seules  qui  soient  susceptibles  d'une  multiplication  sin- 
guliere, extension  de  la  multiplication  complexe  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Le  present  Memoire  est  consacre  a  quatre  questions  principales  qui 
correspondent  a  ses  quatre  parties  : 

I"  La  reduction,  au  moyen  de  transformations  du  premier  ordre, 
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d'une  relation  singuliere;  on  y  verra  apparaitre  un  invariant  entier,  qui 
joue  un  role  capital ; 

1°  et  L'etude  des  fonctions  intermediaires  singulieres  et  des 
courbes  qui  leur  correspondent  sur  la  surface  de  Kummer; 

4°  La  formation  de  I'equation  algebi-ique  qui  lie  les  modules  d'une 
fonction  abelienne  dont  les  periodes  verifient  une  relation  singuliere. 

Nous  reserverons,  pour  un  second  Memoire,  l'etude  des  transforma- 
tions singulieres  et  celles  des  multiplications  complexes. 

II  va  sans  dire  que  toutes  ces  theories  s'etendent  aux  fonctions  abe- 
liennes  d'un  nombre  quelconque  de  variables;  nous  aurons  a  revenir 
sur  ce  sujet  general. 


PREMIERE  PARTIE. 


Invariant  d'une  relation  singuliere. 

1.  Soit  la  relation  singuliere 

(i)  A^+B/t  +  C^'+D(/i^-^^')  +  E  =  o. 

Faisons  subir  aux  periodes  une  transformation  d'ordre  quelconque  A:; 
soient  G,  H,  G'  les  periodes  nouvelles  qui  correspondent  a  g,  h,  g' ;  si 
Ton  designe  par  {ab)ij  la  quantite  Uibj—  njb,,  on  a  entre  les  periodes 
les  relations  d'Hermite  (') 


{db)a^  4-  (^6)31  G  +  2  {db)o^  H  +  (db),.  G'  +  (db),,  ( H'-  —  GG^) 
(a6)o,+  (a6)3.G  +  2{ab),,H  +  {ab),.G'+  (a6)„  (tP ^  GG') ' 
(at^)o, ^-  (ad).,^  G  +  [2{ad),,  —  k]H-h  jad),^ G'^  (ad),, (H°  —  GG') 

(«6)oi+  

(ac)|)i4-  (ac)3iG  -+■  2(ac)o3H  +  (ac)oaG'+  (ac).23(H'—  GG') 

(a6)oi+  ' 

{cd\,  +  {cd)^iG  ^  2{cd)o,H  -h  {cd)o.G'-h  {cd),^{n'—  GG') 
(a6)o,  +  ' 


(')  Comptes  rendus  de  V Academie  des  Sciences,  t.  XL,  i855. 
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les  (lenominateurs  sont  les  memes  dans  les  quatre  formules;  les  a,, 
hi,  d,  di  sont  seize  entiers  veriHant  les  relations  de  la  transformation 
d'ordre  k  : 

,3,1  (arf)u,  +  (*0oi=  (««^)u-i+  ibc)o-2=  {ad)yi+{bc)i^=  {ad),,  +  {bc).y,=  o, 
(6)  \ 

i  (««?)o;!+  (^^003=  {ad)i-2^  {bc),.=  k. 

On  pent  remplacer  ces  relations  par  les  suivantes  qui  leur  sont  equi- 
valentes  d'apres  M.  Herniite  : 

(  («6)o:,+  {ab),„=  (af)o:,+  (ar-),,=  (6af)(,.,+  {bd),,=  {cd)^^+  (c<^),.=  o, 
(  (ao(')o3+  {ad),,=  (6c)o3+  ibc),.-,=  A'. 

Inversement^  des  equations  (2),  on  peut  tirer  G,  H,  G',  H-  —  GG'  en 
fonction  de  g,  h,  g'  : 

!Q_  (ac)o3^  +  2{bc)o„h  +  (db)^,,g'+  {ab)o^{h- —  ^^'■') 

-  {cd),,+  {ac),_,g+  2(bc),,h  +  {db),,§'-^  {ab).Ah^-gg')' 

II  resulte  de  la  forme  des  equations  (2^  que  toute  relation  singu- 
liere  +  +  C^'+ D(A^  —  ^-g')  +  E  =  o,  entre  g,  h,  g\  se 
transforme  en  une  relation  singuliere  entre  G,  H,  G', 

(6)  A,G  +  BiH  +  C,G'-Di(H=-GG')  +  E,  =  o, 

oil 


/  A,=  k{db).,,+  B(arf)3 
I  B,=  2A(a?6)o,+  B[2(a(^)„ 
(7)  I  C,=  K{db\,+  B{ad\ 
I  D,=  k{db),_^+  B{ad).r 
\  E,=  k{db),^+  B(a^/)„ 


+  C(«r)3,+  D(crf)3,+  E(a6)3,, 
/.]  +  2C(ar)„,-4-  2D(cc/)o;,+  2E(a&)o3. 
+  C(ac)o.,+  D(cflf)„„+  E(a6)„.,, 
+  C(ac),,.+  D(c(i),3+  E(afe),„ 
+    C(ar)o,  +    D(cc?)(„+  E(a6)o,. 


2.  Cela  pose,  on  verifie  immediatement,  en  se  servant  de  ces  expres- 
sions et  des  relations  (3)  et  (4)  entre  les  a,,  bi,  Cj,  dj,  I'identite  fonda- 
mentale 

(8)  B^-4AiC,-4DiEi=/vMB'--4AC-4DE). 

Par  exemple,  dans  le  premier  membre,  ou  A,,  B,,  CD,,  E,  sont 
remplaces  par  leurs  valeurs  (7),  le  coefficient  de  4A-  est 

{db)l,  -  {db),,{db),,-{db),,{db),, ; 
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on  pent  I'ecrire,  puisque,  d'apres  (4),  {db)o3  -h  {db)^o  —  o  : 
-  {db),,(dc),,- idb),,idb)„,  -  {db),,{db),„ 

ce  qui  est  nul  identiquement.  De  meme,  le  coefficient  de  dans  le 
premier  membre  de  (8)  est 

{db)a^[2{ad)„3—  k]  —  {db)^,{ad);^,  —  {db);,,{ad)a.. 

—  {db)i3{ad{ax  —  {db)oiiad)t3, 

ce  qu'on  pent  ecrire,  en  tenant  compte  de  (3)  et  de  (4), 

—  {db)o3{ad)i^  —  (<f6),,(arf)o3—  {db)^.(ad);,^~  {db)3iiad)^. 

—  {db)i3{ad)ot  —  {db)oi{ad)i3, 

quantite  nulle  identiquement. 

Calculons  de  meme  le  coefficient  de  B-  dans  le  premier  membre 
de  (8);  c'est,  en  rempla<?ant  i{ad)^3 — k  par  (ad)os  —  (ad),.^  : 

[(a(^)o3—  4  (arf)3,  (arf)„,.—  4 (aar),,(arf)„,, 

ou 

[(arf)„3+ (ac/),,p, 

c'est-a-dire,  d'apres  (4\  ^%  comme  dans  le  second  membre  de  (8). 
On  verifierait  d'une  maniere  toute  pareille  les  autres  termes  de  la  rela- 
tion (8),  qui  se  trouve  ainsi  demontree. 

Observons  maintenant  que  A,,  B,,  C,,  D,,  E,,  obtenus  sous  la 
forme  (7),  peuvent  avoir  un  plus  grand  diviseur  commun  p,  de  sorte 
que,  si  A,  =  p  A',  B,  =  pB',  .  .  . ,  E,  =  pE',  I'identite  (8)  s'ecrit 

(9)  pMB'«-  4A'C'-  4D'E')  =  A-^(B"--  4AC  -  4DE). 

Inversement,  si  Ton  transforme  la  relation 

A'G  +  B'H  +  C'G'+ D'(H'^- GG')  +  E'=o, 

en  y  remplagant  G,  H,  G',  —  GG'  par  leurs  valeurs  (5),  en  g,  h, 
g',  h?  —  gg' ,  on  retombe  evidemment  sur  la  relation  singuliere  (i) 
dont  on  est  parti,  mais  a  un  facteur  entier  pres  a,  de  sorte  qu'on  obtient 
I'identite,  analogue  a  (9), 

( 10 )  o-'-'  (     -  4  AC  -  4 DE )  =  r-  ( B'=  -  4  A'C '  -  4  D' E' ) . 

Bornons-nous,  pour  le  moment,  au  cas  d'une  transformation  du 
premier  ordrc  (k  =  1);  les  identites  (9)  et  (10)  donnent  immediatement 
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a*  =  I ,  c'cst-k-dire     =     =  i ,  et  par  suite 

B'2  -  4  A'C-  4  D'E'=  B-^  -    AC  -  4  DE, 

c'est-a-dire  que  la  quantite  —  4AC  —  4DE  reste  invariable  par  les 
transformations  du  premier  ordre.  Ainsi  : 

3.  Une  transformation  quelconque  du  premier  ordre  des  periodes 
change  la  relation  singuliere 

kg  +  B/i  +  (Zg'+  D ( /r- -  gg')  +  E  =  o, 

on  A,  B,  C,  D,  E  sont  des  entiers  sans  diviseur  commiin^  en  une  relation 
singuliere  analogue  par  rapport  aux  nom  elles  periodes  :  dans  cette  opera- 
tion, la  quantite 

A  =  B--4AC  — 4DE 

demeure  imwiable. 

On  appellera  celte  quantite  A  Vinvariant  de  la  relation  singuliere; 
c'est  un  entier  de  la  forme  /jN  ou  4Nh-i,  selon  que  B  est  pair  ou 
impair.  II  resulte  de  la  que  la  parite  du  coefficient  B  ne  varie  pas  par 
les  transformations  du  premier  ordre. 

Reduction  d'une  relation  singuliere  a  la  forme  canonique. 

4.  On  pent,  par  une  serie  de  transformations  du  premier  ordre, 
ramener  une  relation  singuliere  a  une  forme  canonique  extremement 
simple,  ne  dependant  que  I'invariant. 

5.  Je  dis  d'abord  qu'on  peut  faire  disparaitre  le  terms  en  h-  —  gg' . 
Effectuons,  en  effet,  une  transformation  du  premier  ordre  pour 

laquelle  on  ait 

a;;=  0,=  6(,r=  63=        ("3=  dy  —  d«=  cl^  =  o, 

«2=I,  f/o  =  —  I. 

Les  relations  (3)  entre  les  a,,  6,,  c,,  d,  se  reduisent  a 

(u)  —  6jCi  =  i, 

les  autres  etant  identiquement  satisfaites. 
La  relation 

B/t  +  Co-'+  D(A2—        +  E  =  o 
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(levient  alors,  si  I'on  remplace  h,  g' ,  —  gg'  par  leurs  valeurs  (2), 
une  relation  de  meme  forme  en  G,  H,  G',  oil  le  coefficient  de  H-  —  GG' 
et  le  terme  independant  ont  pour  valeurs 

I  D,  =  —  C  Cj—  Eb«, 
^'^^  I  E,  =  - A^>,  +  Dr,  +  a„(Cf,  +  E^>,). 

11  est  aise  de  faire  disparaitre  D,  :  soit  0  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  C  et  de  E;  on  prendra 

E        ,  C 

J,  b,=Z—  J 

o  0 

Z>a  et  C.2  seront  premiers  entre  eux,  de  sorte  qu'on  pourra  toujours 
trouver  des  entiers  et  c,  verifiant  (11);  quant  a  Oo  il  restera  arbi- 
traire. 

G.  Je  dis,  en  second  lieu,  qu'on  peut  faire  disparaitre  le  terme 
constant. 

Supposons,  en  effet,  la  relation  singuliere  privee  de  terme  en 
-  g-g'  ' 

A ^ ■  +  B  A  H-  C  A'-'  -f-  E  =  o ; 

effectuons  la  transformation  du  premier  ordre  qui  n'altere  pas  h  et  g', 
et  qui  remplace  g  par  ^+0,6  etant  un  entier  quelconque ;  la  relation 
singuliere  devient 

A^  +  B/tH-C-'+E'=o,       E'=E  +  A6. 

Je  dis  qu'on  peut  disposer  de  0  de  maniere  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  C  et  de  E'  divise  A. 
Soient  en  effet  : 

0,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A,  C,  E; 
0, 02  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  E ; 
C 

J  sera  premier  avec  02. 

D'apres  le  theoreme  de  Dirichlet  sur  la  progression  arithmetique, 
on  pourra  choisir  0  de  maniere  que 

E      ,  A 
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soit  un  nombre  premier  p,  superieur  a  C  :  le  premier  terme  et  la  raison 
de  la  progression  sont  en  effet  premiers  entre  eux;  on  aura  alors 

E'=E  +  Ae=zo,a,/j. 

C 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  E'  et  de  C  est  alors  o,,  puisque — 

est  premier  avec  o^p,  ce  qui  demontre  la  proposition  enoncee. 
Ainsi  la  relation  singuliere  pent  etre  supposee  de  la  forme 

(13)  kg  +  Bh  +  Cg'+E  =  o, 

le  plus  grand  commun  diviseur,  o,  de  C  et  E  divisant  A, 

Effectuons  maintenant  la  meme  transformation  du  premier  ordre 
qu'au  n°  5,  la  relation  (i3)  devient 

A,  G  +  B,  H  +  C,  G'4-  D,  (H°- -  GG')  +  E,  =  o, 

avec (12)  : 

D,  =  — Cr,-E6,,         E,  =  - A6,-F  «„(Cr,-4- EZ>,), 

et  je  dis  qu'on  pent  annuler  D,  et  E, . 
Pour  annuler  D,  prenons 

E        ^  C 

la  relation  (i  i)  devient 

^  E  C 

E  C 

et  elle  a  des  solutions  en       c^,  puisque  ^  et  ^  sont  premiers  entre 

eux.  Soit  h^,  c^  une  solution  quelconque;  on  annulera  E,  si  Ton  pent 
choisir     de  maniere  que 

ao(Cci  + E^>,  )  =  A61, 

c'est-a-dire 

agiS  =  A^i ; 

cela  est  possible,  puisque  0  divise  A,  par  hypothese. 

Ainsi  une  transformation  convenable  du  premier  ordre  permet  de 
ramener  la  relation  singuliere  generale  a  la  forme 

(14)  A^+BA  +  C^^'^o. 

7.  On  peut  encore  pousser  plus  loin  la  reduction  en  employant  les 
transformations  du  premier  des  deux  types  suivants  : 
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8.  Premier  type.  —  Prenons 

a^  —  a-^  —  b^=:  bj  =  <:•„=  c,  =        c?i  =  o. 

II  resulte  des  formules  (7)  que  la  relation  (i4)  garde  la  meme  forme 
en  G,  H,  G',  c'est-a-dire  qu'il  ne  s'introduit  ni  terme  en  —  GG',  ni 
terme  constant  :  les  quantites  (db)^,,  (af/)^,^,  (ac)o,,  {db)^^,  {ad)^^, 
{ac).i3  sont  en  effet  toutes  nulles. 

Prenons  en  outre 

c,=  ao,       C"3  =  — «i,       di  =  — 60,  di=b^\ 

les  relations  (3)  entre  les  a,,  bi,  c„  d^  se  reduisent  a 

(i5)  Oo^i— «i^o=') 

et  Ton  a,  pour  exprimer  g,  h,  g'  en  G,  H,  G'  : 

g=       b\Q,-ib,b,\\  +  blQ,\ 
A  =  —  ai  61  G  H- ( Go  6,  +  Oi  ^0 )  H  —  ao  ^0  G', 
G  —  2aoa,  H -F- ajJG'. 

La  relation  singuliere  (i4)  devient  alors 

A,G  +  B,  H  +  C,G'=o, 

etant  pose 

Ai  =  A67  —  Bai  by  -I-  Caf , 

Bj  =  —  2  +  B(ao6i  +  a,  6„)  —  aCaoai, 

Ci  =  A6^ —  Bao^»o+  Ca^. 

Les  coefficients  A,,  -  B,,  C,  sont  precisement  ceux  qu'on  obtient 
en  eflfectuant  sur  la  forme  quadratique 

la  substitution  de  determinant  i  [a  cause  de  (i5)] 

x  —  byX'-\-b^y'^       J  =  Uyx' -h  ttoy'. 

Ainsi,  en  designant  par  (A,,  —  B,,  C,)  une  forme  quadratique 
quelconque  equivalents  a  la  forme  (A,  — B,  C),  la  relation  singuliere 
A^-f-  BA  +  C^'=  o  pent  se  ramener,  par  une  transformation  du  pre- 
mier ordre,  a 

Kg  +  B./t  +  C,^'=o. 
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9.  Second  type.  —  Prenons  maintenant 

Les  relations  (3)  entre  les  a-,,  b,,  c,,  c/,  se  reduisent  a 

(.6)  {,  *7'"='' 

et  la  relation  singuliere  A^'  +BA  -i-  C^'=  o  devient 

A'G  +  B'H  4-  C'G'4-  D'(ir-—  GG')  +  E'=  o. 

etant  pose  : 

B'=B, 

C'=A6,  +  Cc,, 

D'  =  —  Ac?3  6, —  CajCj. 

E'=A^>i+Cc,. 

Annulons  D'  et  E' :  a  cet  effet,  designons  par  o  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  A  et  de  C,  do  sorte  que 

a  et  Y  etant  premiers  entre  eux. 
Pour  annuler  E',  posons 

*i  =  "/,      (-\  =  — 

annulons  D'  : 

(17)  ad^,b.-,  +  ya.^c.^—o. 

Les  formules  (16 )  s'ecrivent  alors 

(18)  ^/.j=i  +  a.,,  yc.,-^-y.b.;^^i. 

Soit  (^2>  c-i  )  une  solution  quelconque  de  la  derniere  equation  (il  en 
existe,  puisque  a  ety  sont  premiers  entre  eux);  la  relation  (17)  donne, 
en  tenant  compte  de  (18)  : 

a.  =  —  yb^; 

d'ou 

c/.T  =  I  -f-      =:  I  —  C.b.., 

et  tous  les  nombres  a,,  b,,  c,,  d,  sont  determines. 

(T.UVnES  DE  0.  IltMnERT,  T.  II.  39 
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On  a  alors 

A'i=  oa-/  ( I  —  y.b.>  )  +  oy.y  y.  b.,  =  oxy , 

C ox  b.2     oy    =  0  (y  /■.,  ■+-  y.  b  >,)  =:  0  \ 

ce  qui  inoiitro  que  I'on  peut  f'aire  en  sorte,  par  une  transformation  du 
premier  ortlre,  que  C  se  reduise  au  plus  grand  commun  diviseur  de  A 
et  de  C  et  divise  A'. 

10.  (]ela  pose,  la  relation  singuliere  etant  ainsi  ramenee  a  la  forme 

Ca.^+  B/n-  C^-  '=  o, 

on  peut  suppeserB  et  C  sans  diviseur  commun.  Elfectuons  maintenant 
une  des  transformations  du  premier  type  pour  laquelle  on  ait 

ao—b,=za^  —  i,  6„=i; 

la  relation  singuliere  ci-dessus  devient,  par  les  formules  du  n"  8  : 

(Ca-BH-C)G  +  (B~2C)1I +  CG'=o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  G  et  G',  c'est- 
a-dire  de  C(a  —  i)  —  B  et  de  C,  est  celui  de  B  et  de  C,  c'est-a-dire 
Vunite;  on  pourra  done,  par  une  transformation  du  second  type, 
ramener  la  relation  singuliere  precedente  a  une  forme  analogue,  oii 
le  coefficient  de  g'  sera  Vunite, 

(19)  Kg+Ch  +  g'=o. 

11.  Distinguons  maintenant  deux  cas  selon  que  B  est  pair  ou  impair 
(on  a  vu  au  n°  .3  que  la  parite  de  B  nc  changeait  pas  dans  les  transfor- 
mations du  premier  ordre). 

I"  Si  B  =  2B',  la  forme  quadratique 

kx- —  aB'^/  +J" 

peut  s'ecrire 

(^_B'^)H-(A-B'-^)x-i 

elle  est  done  equivalente  a  la  forme 

(A-B'-^X-M- YS 

ou  il  n'y  a  pas  de  terme  en  XY.  Par  suite,  d'apres  le  n°  8,  la  relation 
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singulicre  (19)  peuf,  par  une  transformation  du  premier  type,  se 
ramener  a  la  forme 

2°  Si  B  =  2B'  +  I,  la  forme 

Ajj-  —  ( a  IV  +-  I )  j-  y  +  )■■' 

est  equivalente  a  la  forme 

(A  —  B'^— B')X-^— XY  +  \  -', 

car  elle  s'ecrit 

{)■  —  IVa^y  —  ( J  —  B'.r  j  X  +  ( A  —  W  —  IV)  x- ; 

done  la  relation  singuliere  (19)  pent  se  ramener  a  la  forme 

Observons  maintenant  que  la  quantite  A=:  13-  —  4 AC  —  /(DE  est  un 
invariant;  si  done  A  est  la  valeur  de  cet -invariant  pour  la  relation  sin- 
guliere generale  donl  on  est  parti ;  on  aura 

—  '(  A,  =  A,       si  B  est  pair, 
I  —  .jA'i  =  A,        si  B  est  impair; 

ce  qui  determine  A,  etA',  en  fonction  de  A.  Voici  done  le  theorome 
final  : 

12.  THiiORKME.  —  Soit  une  relation  singuliere  quelconque 

A  g-  -\-  B  A  H-  C  g'  -4-  D  ( /;  -  —  gg' )  +  E  =  o  : 

si  son  im  ariant  A  =  —  4  AC  —  4  DE  est  div  isible  par  4,  cest-d-dirc  si  B 
est  pair ^  on  peut,  par  des  transformations  du  premier  ordre  des  periodes^ 
la  ramener  au  type 

A 

—  -7-6'-+i'-  =  o; 

et  si  A  est  de  la  forme  4  + 1 5  cesl-d-dire  si  B  est  impair,  au  type 

 ^5  +  /'  -^-S  —  o. 

13.  Corollaire.  —  II  resuUe  de  la  que  deux  relations  singulieres 
quelconques,  de  memo  invariant,  sont  equi^alentes ,  c'est-a-dire  peuvent 
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etre  rainenees  l  uneaFautre  par  une  transformation  tlu  premier  ordre  : 
Tune  et  I'autre  en  efTet  peuvent  etre  ramenees  a  un  seul  et  meme  type, 
ou  ne  figure  que  I'invariant.  Ainsi,  dans  le  sens  qui  vient  d'etre  attribu6 
a  I'equivalence, 

Toiitcs  les  relations  singulieres  de  mcine  invariant  sont  equivalentes . 

Proprietes  de  I'invariant. 

14.  TiiEOREME.  —  V invariant  est  essentiellement positij . 

Prenons,  en  effet,  la  relation  singuliere  sous  la  forme 

(■io)  +-/^''=o, 
on  a 

A  =  p-— 4  a-/. 

Pour  qu'il  existe  des  fonctions  abeliennes  de  //,  <  a3ant  pour  couples 
de  periodes  i,  o;  o,  i;  g-,  h;  It,  g' ,  il  faut  (et  il  suffit),  comme  on  sait, 
qu'en  designant  par  g\,  i>\  les  parties  imaginaires  de  g,  h,  g' 
{g  =  g^-i-  ig,,  .  . .),  on  ait 

On  a  entre     ,  A, ,  g\  la  relation,  deduite  de  (20)  : 

a^,  +  (3/ti+y^'i  =  o, 

et  si  Ton  tire  h,  de  cette  equation  pour  le  porter  dans  I'inegalite  pre- 
cedente,  celle-ci  devient 

^1  +  ( 3  ay  -    )  ^,  ^'i  +  y-  ^-'i'  <  o. 

Pour  qu'il  puisse  exister  des  valeurs  reelles  de  g^,  g\  verifiant  I'ine- 
galite, il  faut  evidemment  que  le  trinome  en  g^  g\  ait  ses  racines 
reelles  et  distinctes,  c'est-a-dire  que 

( 2  ay  —  j3-    —  4  a- y-  >  o       011  ( |S-  —  4  y.y )  >  o, 

c'est-a-dire  A     o,  ce  qui  demontre  le  theoreme. 

15.  Theoreme.  —  Si  Vinvariant  d'une  relation  singuliere  est  carre par- 
fait^  une  integrale  abelienne  de  premiere  espece  correspondant  aux  periodes 
considerees  est  reductible  d  une  integrale  elliptique;  et  reciproquement . 

En  effet,  pour  qu'une  integrale  de  premiere  espece  se  reduise  a  une 
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integrale  elliptique,  il  faut  et  il  suffit  que  les  periodes  de  m  + Ai^  se 
reduisent  a  deux,  X  designant  uiie  constante  convenable.  Les  periodes 
simultanees  de  u,  v  etant  i^o  \  g,h;  h,  g\  les  periodes  de  u  +  >. r  sont 

I,    A,    g+\h,    h  +  \g'\ 

si  done  (0  et  w'  sont  les  periodes  elliptiques,  il  faut  et  il  suffit  (jue  I'on 
ait 

7  z=  //jj 4-  «j  0)', 

(  2  1 )  <(  . 

g  A-  a//  —m.,<i'i  4-  n.^',)\ 
Il  +  m.ui  +  n.',)\ 

les  m,,  /ij  etant  des  entiers.  On  en  conclut,  en  cliininant  a,  co  et  oj',  la 
relation  de  forme  singuliere,  entre  g,  h,  g', 

^  (  o  =  {nm)„,,g^[{n?n),,—  {nni)o.,]h 

[        —  {n'}i)iig'+ i'^fn)(,i{h-  — gg')  —  (nm).r,. 

Je  dis  que  I'invariant  correspondant  est  un  carre  parfait,  ce  qui  revient 
a  etablir  que  Texpression 

est  un  carre  :  c'est  en  efl'et  le  carre  de  {nni)^^  -+■  (nm)^.,. 

Ainsi,  dam  le  c as  elliptique ,  il  existe  entre  les  periodes  une  relation 
singuliere  dont  I'invariant  est  un  carre;  recipj-oquement,  si  I'invariant 
d'une  relation  singuliere  est  le  carre  rr,  cette  relation  est  equivalenle  a 
la  relation  nh  —  i  ==  o,  qui  a  meme  invariant  :  le  tableau  des  periodes 
peut  done  etre  raniene,  par  une  transformation  du  premier  ordre,  a 

^. 

0,  g\ 

ce  qui  prouve  bien  qu'on  est  dans  le  cas  elliptique;  et  il  y  a  deux  inte- 
grates reductibles  aux  integrales  elliptiques. 

16.  Remarque  I.  —  Les  considerations  precedentes  fournissent  une 
nouvelle  demonstration  du  theoreme  de  Weierstrass-Picard  (')  ^z//' /a 


(')  Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  France,  t.  XI.  p.  '|3- 
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reduction  des  integrales  hyperelliptiques  de  genre  deux  aux  integrates 
elliptiques;  elles  montrent  egalement,  ainsi  que  M.  Picard  I'a  verifi6 
directement( ' ),  que  la  formule  de  Weierstrass 

ni 

It  —  —        on        nil  —  III  =  o 
n 

est  equivalente  a  la  forme  nJi —  i  =o,  car  I'invariant  est  n-  dans  les 
deux  cas. 

17.  Remarque  II.  —  L'invariant  A  etant  positif  et  de  I'une  des  formes 
4N  ou  4N  +  I  a  pour  plus  petite  valeur  i  :  ce  cas  ne  correspond  pas  a 
de  veritables  fonctions  abeliennes,  puisque  le  tableau  des  periodes  peut 
se  ramener,  en  faisant  /i  =  i ,  a 

i>    o,  I, 
o,     I,  I, 

c'est-a-dire 

o,    ^\  o, 
o,    I.  o, 

les  fonctions  hyperelliptiques  correspondantes  sont  alors  des  combi- 
naisons  rationnelles  quelconquesde  fonctions  separement  elliptiques  par 
rapport  aux  variables  u  et  v. 

18.  Integrales  reductibles.  —  Lorsque  A  est  un  carre  partait,  A=  n-, 
on  obtient  les  deux  integrales  reductibles  aux  integrales  elliptiques  par 
la  formule  u  -t-  \  v,  ou  \  est  choisi  de  maniere  que  les  periodes  de  u  H-  Xc 
se  rediiisent  k  deux  :  ces  deux  periodes,  co  et  co',  et  la  quantite  X  veri- 
fient  les  relations  (21),  d'ou  Ton  a  deduit  la  relation  singuliere(22). 

Soit  done  -h  BA -h  C^' +  D  (A- — gg')  +  E  —  o  la  relation  entre 
les  periodes;  en  ecrivant  qu'elle  est  identique  a  (22),  on  a 

I  (///«)o.T=  P 

{■io)  I  —  (/i/n)i,=  pC, 

I  (/z/n)oi=pD, 


(')  Ibid.,  t.  XII,  p.  i53. 


SlIK  LKS  FOMCTIONS  ABELIEMNES  SINGULIEHKS.  .ill 

p  etant  un  entier.  Eliminant  oj  et  w' entre  les  equations  (21),  on  trouvc 

—  X(/im)o.,+  {g  -+-  'i  ll)  (nt7i)i^i  =  o. 
(/</«),:,  —  )o;i+      +  ^-6'')  (/f«)oi  =  o. 

Multiplions  la  seconde  de  ces  relations  par  X  et  ajoutons  a  la  premiere, 
il  vient,  en  tenant  compte  de  (23), 

—  pC  +  ?.pB  +  (,^4-  >./t)  pD  —  }.'-pA  -+  li/i  +  /.A'')  pD  =  o, 
on,  en  ordonnant  par  rapport  k  A, 

r-iD^-'- A )  +  }.(  2DA  +  B)  +  D  -  —  C  =  o, 

ce  qui  donne  pour  X  les  deux  valeurs 

-  —  -  2  D  A  -  B  ±  V  4     ( -        -4-  4  DB  A     4  DA g  +  4  DC  g'  +  B'-  -  4 

En  vertu  de  la  relation  Ag-h  Bh -\- Cg' -hJ)(h'- —  gg')  = —  E,  la 
quantite  sous  le  radical  est  B-  —  4 AC  —  4DE,  c'est-a-dire  A;  done 

—  2D/t  — B±vA  I  _  —  2D/«  — B±\/A 

2(D/-A)      '  2(0,., -C)  ' 

ce  qui  donno  les  deux  valours  clierchees  de  a. 

19.  Extension  d'lin  theoreme  de  M.  Poincare.  —  M.  Poincare  a  montre 
que,  s'il  existe  plus  de  deux  integrales  reductibles  aux  integrales  ellip- 
tiques,  il  en  existe  une  infinite;  ce  qui,  dans  notre  langage,  s'enonce 
ainsi  : 

S'il  existe  entre  les  periodes  deux  relations  singulieres  pour  chacune 
desqnelles  Vim  ariant  soit  carre  parfait^  il  existe  une  infinite  de  telles  rela- 
tions ( ' ). 

Plus  generalement,  nous  allons  etablir  que  : 

iS'i7  existe  entre  les  perodes  deux  relations  singulieres  dont  /'une  ait 
pour  invariant  un  carre  par  fait,  il  y  a  une  infinite  de  telles  relations. 

Soient,  en  effet,  les  relations 

(24)  kg  +  Bh  +  Cg'  +  D(/i-^  -  gg')  +  E  =0, 

( 25 )  A ,       Bj  A  +  C,    +  D,  ( /i^  -  gg')  -I-  E,  =  o. 


(')  American  Journal  of  Mathematics,  t.  VIII,  p.  3o6. 
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oil 

A  =  B'-4AC-4DE 

est  le  carre  . 

On  en  deduit,  en  multipliant  par  les  entiers  p  et  a  etajoufant,  la  nou- 
velle  relation  singuliere 

o  =  ( A  p  +  A,  (t)  ^'  4-  ( B p  -i-  Bj  0-)  /< 

+  (Cp  +  da)        (Dp  +  D,^)  {k'-gg')  +  Ep  +  E,a, 

dent  I'invariant  (a  un  facteur  carre  pres)  est 

Ap-+  Mp(T  +  AiO--; 

A,  designe  I'invariant  de  la  relation  (25)  et  M  une  fonction  de  A,  B, .  .  . , 
E;  A|, .  . . ,  E|,  qu'il  est  inutile  d'expliciter. 

Le  theoreme  est  qu'on  pent  determiner  la  fraction  ^d'une  infinite  de 

manieres  differentes,  de  telle  sorte  que  le  nombre  Ap^  +  Mpa -+- A' 
soitiin  carre;  or  on  peut  ecrire  ce  nombre,  en  remplagant  A  par  w%  et 
en  designant  par  0  un  entier  quelconque, 

( p  H-  6o-)-  +  0- [ M p  +  A, 0-  —  in'io  —  O'-a], 

et  ce  sera  un  carre  si  Ton  prend  ^  de  telle  sorte  que  le  terme  entre  cro- 
chets s'annule,  c'est-a-dire  si 

Ai      U  —  inO 

d'ou,  puisque  0  est  quelconque,  une  infinite  de  solutions. 

C.  Q.  F.  D. 
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Fonctions  intermediaires  singulieres. 
20.  Soit  un  systeme  de  periodes  normales  des  variables  u  Qis> 

I,     o,  /(, 
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en  changeant  au  besoin  les  signes  de  h,  g'  simultanement,  on  a  le 
droit  de  supposer  que  la  partie  imaginaire,  g^,  de  g  est  positu'e ;  il  en 
sera  de  meme  de  la  partie  imaginaire,  g\,  de  g',  a  cause  de  I'inegalite 
necessaire     —  g,  g\  <^  o. 

A  I'exeinple  de  Briot  et  Bouquet  (')  et  de  M.  Poincare  {- ),  nous 
appellerons  fonction  intermediaire  toute  fonction  entiere  de  u,  v  qui  se 
reproduit,  multipliee  par  une  exponentielle  e''"'^^'''^'\  quand  ii,  v  aug- 
mentent  d'une  periode. 

En  designant  par / {u,  v)  une  telle  fonction,  on  a  ainsi 

En  multipliant/(j/,     par  une  exponentielle  a,b,. 
etant  des  constantes,  on  peut  evidemment  disposer  de  ces  constantes  de 
maniere  que  le  produit  de  Texponentielle  par  f{n,  i'),  produitque  nous 
designerons  par  cp(?^  <  ),  verifie  les  relations 

o{u  +  1,  v)=zo{u,  (•), 

il  suffit  [)Our  cela  de  prendre 

2a  =  — ).i       0= — p.,,       d -h  a  —  — V|. 
2  c  =  —  IX.,,       f  --t-  c  —  —  v„  ; 

6  est  une  constante  egale  a  —  [i.,. 

La  fonction  ©      v)  satisfait  done  aux  conditions 

I  f  («,<'  + i)  =  cp(«,  p')  e^", 

Pour  que  les  deux  premieres  equations  soient  compatibles,  il  faut 
que 

Q  —  2t:  in , 


(')  Traite  des  fonctiona  elliptiques. 

(-)  American  Journal  of  Mathematics,  t.  YIII,  p.  3i6. 
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n  etant  entier;  de  meme,  la  premiere  et  la  seconde  combinees  successi- 
vement  avec  les  deux  autres  donnent 

).  =  — 27://,       V—2r.il',       ix  =  2Tii{m  ~  ng),       ^j.'— 2T:i{m' —  n/i), 

I,  I',  m,  m'  etant  entiers.  Enfin  la  combinaison  des  deux  dernieres  rela- 
tions (i)  donne 

>.  Ii       ,^ '  =  >. 'ff  +  [J.'  h  +   y  r.  i, 

q  etant  entier.  En  remplacant  \,  [x,  X',  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 
on  trouve 

/'  1^-  -\-  {ni'  +  I)  k  —  mg'  —  nih"—  fig' )  +  y  =  o ; 

si  done  les  entiers     m'  h-  /,  m,  n,  q  ne  sent  pas  nuls  a  la  fois,  il  existe 
entre  g,  h,  g'  une  relation  singuliere. 
Dans  le  cas  ou 

/'=  m'  +  I  =  m  =  n  =  r/  =  o, 

les  relations  deviennent 

+     •')  =  ?(",  ••-i-i)  =  9(", ''), 
cp  ( »  +  g,  ('  +  /<)  =  V ^{n,f), 

o(  fi  +  h,  i'  -i'  g')  =  e-'--^''''"''o(„,  (•) ; 

la  fonction  (f(u,  ^)  est  alors  une  fonction  thcta.  Ainsi,  dans  le  cas  ou  il 
n'y  a  pas  de  relation  singuliere  entre  les  periodes,  les  seules  fonctions 
intermediaires  sont  les  fonctions  theta  ct  leurs  produits  par  des  expo- 
nentielles  •■. 

21.  Supposons,  au  contraire,  qu'il  y  ait  entre  g,  h,  g'  une  relation 
singuliere,  et  ramenons-la,  par  une  transformation  du  premier  ordre 
des  periodes,  a  la  forme 

y.g+<^k-^.-yg'—o. 

On  a  alors,  en  designant  par  k  un  entier, 

/'= — fr/i,       /n'-^/  =  — (3/.-,       m=:y/:,        /?==y  =  o, 

et  les  relations  (i)  s'ecrivent 

j  9(«-i~  I,  <•')  =  ?(",  <'  +  !)  =  ?(",«'). 

(■>.)  ? ( «     6'-,  <^  +  /'■)=  e2'^'l-'«+'t-T"i+v cp ( H ,   ) , 

(  <f{ri  -\-  h,v  4-  g')  =  e5t/[~/;a«-|/+xP),.]+v'<p ( 

Si  k  est  nul,  la  fonction  ^(u,  i')  est  une  fonction  theta  d' ordre  I;  si 
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k^o,  il  entre  dans  la  definition  de  9(«.  <  )  deiia:  nombres  entiers,  /  et  k, 
que  nous  appellerons  les  indices  de  la  fonction  intej-mediaire  singuliere 

22.  Gonsiderons  maintenant  le  determinant  S  des  coefficients  de  u,  v 
dans  les  exponentielles  qui  figurent  aux  seconds  membres  des  deux 
dernieres  equations  (2) 

a  =  /(/+/.■  |3 )  +  a-/  /.  kl  +  V.-/  k'-. 

Je  dis  que,  en  general,  0  n''est pas  nul.  Car  si  0  =  o,  on  a 

7-  1  ' 

ce  qui  exige  que  (3-  —  4o'T'  c'est-a-dire  Tinvariant  A  de  la  relation  sin- 
guliere entre  les  periodes,  soit  un  carre  parfait.  Ainsi,  0  nepeut  eire  mil 
que  dans  le  ens  elliptique. 

23.  Cas  elliptique.  —  Avant  d'aller  plus  loin,  supposons-nous  places 
dans  le  cas  elliptique,  /  et  ^  etant  tels  que  0  =  0,  et  etudions  les  fonc- 
tions         *')  correspondantes. 

A  cet  effet,  supposons  Y=  i,  comme  nous  en  avons  le  droit,  dans  la 
relation  entre  les  periodes;  sx)it 

|S-  — .1^  =  "-, 

ce  qui  donne 


Les  nombres  [3  et  w  sont  necessairement  de  meme  parite. 
On  a  pour  ^>  en  ecrivant  5  =  o, 

L  —  -  ?  ±  " 
k  ~ 

Supposons,  par  exemple, 

Cela  pose,  nous  savons  qu'il  y  a  deux  fonctions  de  la  forme  u  +  Xc, 
ou      +  (',  qui  n'ont  que  deux  periodes;  les  deux  valeurs  correspon- 
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dantes  de  ^  sont  (n"  18) 

I  _  —  [3  ±  «. 


Prenons  pour  variables  nouvelles,  a  la  place  de  u  et  v,  ces  deux  fonc- 
lions,  en  posant 


T  1  3  +  « 


II  \  =    +   u  : 


la  fonction  v),  qui  verifie  les  relations  (2),  devient  une  fonction 
/  (U,  V),  et  ces  relations  donnent  sans  difficulte 

n           n)     ''\  in                'in    J  ' 

'"\           in    ^      n  in           n ) 

7   U+C-  A  +  —  /i  ■+•  •—  =v(U,  ^  )  e  - 

\            2  /?            /*  in            n  J 

Si  Ton  pose 

^      S  +  /?         //  [3  —  //  /; 

in  II  in  ti 

on  deduit  de  la,  en  tenant  compte  de  la  relation  singuliere 

(3)  ^!:i^,,.+  ,3A  +  ,^'=o, 

les  equations  nouvelles  : 


X(U  +1,  V)  =  x(U,  V  +  i)  =  y.(U,  V), 
^  ^  '     /        n  —  &  n-4-S     \  OTtMvi 'i^  UH-v- 


La  combinaison  des  deux  dernieres  donne  facilement 

(5)  -/{U,  V  +  «0')  =  -/(U,  y)e'", 

v"  etant  une  constante. 

D'ailleurs  /  (U,  V)  ayant,  en  vertu  de  (4),  les  periodes  1,0;  o,  i, 
et  etant  une  fonction  entiere,  peut  se  developper  par  la  formule  de 
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Fourier 

(6)  X(U,  V)  =  2.V/e-^^''/>Wi. 

Exprimons  que  cette  serie  verifie  (5) ;  il  vient,  siA/,,^(), 

d'oii,  en  remplagant  D,'  par  sa  valeur, 

E  etant  un  entier.  Une  telle  relation  ne  peut  avoir  lieu  pour  deux  valeurs 
q  et  go  de  I'entier     car  on  en  deduirait,  par  soustraction, 

-  ^/o)  +  /']  =  K  -  E„. 

Soient  alors  g^,  A,,  ^|  les  parties  imaginaires  de  g,  h,  g'\  on  aurait 

et  de  la  relation  (3)  entre  les  periodes  on  tirerait 
d'ou 

ce  qui  est  contraire  a  I'hypothese  initiale. 

Par  suite,  dans  la  serie  de  Fourier  (6),  q  est  constant  et  egal  a  ^0 ;  f^n 
supprimant  le  facteur  on  voit  que         V)  est  une  fonction  de  la 

seule  variable  U,  et  les  relations  (4)  montrent  que  e'est  une  fonc- 
tion theta. 

Imersement,  on  etablit  sans  difficulte  qu'une  fonction  theta  (ellip- 
tique)  de  U  verifie  des  equations  de  la  forme  (2),  avec  3  =  o. 

Remarque.  —  Si  Ton  avail  suppose 

I-  9.  ' 

on  aurait  trouve  de  memeune  fonction  theta  de  la  seule  variable  V. 
Ainsi,  dans  le  ens  elliptique,  S  pent  etre  mil;  les  fonctions  mtermi- 
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diaires  correspoiidaiite.s  sont^  a  un  facteur  expoiienliel pres,  des  fonclions 
tlieta  elliptiqnes  d'une  seide  variable. 

24.  Laissant  de  cote  le  cas  de  ces  fonctions  tlieta  elliptiques,  nous 
avons  le  droit  de  supposer  o  diflerent  de  zero;  nos  resultats  s'applique- 
ront  aussi  bien  au  cas  elliptique  qu'au  cas  general. 

Reprenons  la  relation  entre  les  periodes  sous  la  forme 

et  revenons  aux  equations  (2)  qui  caracterisent  une  fonction  interme- 
diaire  singuliere  cp(w,  r),  d'indices  /  et  ^;  0  n'etant  pas  nul,  on  peut 
faire  le  changement  de  variables 

\  „=_(/  +  A[3)U-/./\\ 
\  (•  =  /.a  U  -  /V; 

d'oil  Ton  tire 

^  \  av=-  h7.it  -  (/  +  /.fjc  ' 

La  fonction  r)  devient  alors  une  fonction  0(^(J,  V),  et  les  deux 
premieres  equations  (2)  donnent 

d'ou  Ton  deduit,  en  designant  par  c  et  a  deux  entiers  arbitraires, 

—  p-^ +  <j-Sy^  —  0  —  G  =6  t',  ^  )■ 

En  prenant  p  =  —  /  —  /■  ^3,  a  =  koL,  on  a 

H-,,  V)  =  0(U,  V), 

et  Ton  voit  de  menie  que 

0(U,  V  +  i)  =  !)(U.  V)- 

Enfin,  si  Ton  pose 

r-zJ£±Ji]±        , ,  _  +  M  +  hyg'  _  -  /.  0=^-  -  (/  +  /■  (3)  A 

G  _  


(')  Les  deux  valeurs  de  II  sonl  les  memes,  en  vertu  de  la  relation 

a  o -I-  [3  /i  +      '=  0. 
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les  deux  dernieres  equations  (2)  donnent 

I  9(U  +  G,  V+II)  =e-'^'^^^-'  0{\J,  V), 
'*  i  9(Tj  +  II,  V  +  G')  =  e2'^'2v+-''9(U,Vj; 

en  y  joignant 

0(11  +  1,  \  )  =  0{lh  \  -hi)  =  0(U,  V), 

on  voitque  0(^U,  V)  est  una  fonction  thcia,  d'ordre  0,  aux  poriodes  1,0; 
o,  i;  G,  H;  H,  G';  mais  ce  n'est  pas  une  fonction  0  quelconque,  a  cause 
des  relations  (9) 

25.  Conditions  (V existence  des  fonclions  inlermediaircs  singulieres .  — 
Pour  qu'il  existe  des  fonctions  theta  de  U,  V  verifiant  (10),  deux  condi- 
tions sont  necessaires  et  suffisantes  : 

1°  En  designant  par  G,,  H,,  G',  les  parties  imaginaires  de  G,  H,  G',  il 
faut  que  H',  —  G,  G,  <^  o. 

Or  on  a,  en  designant  par  g\,  fi^,  i>-\  les  parlies  imaginaires  de  g, 

_  —  ls\  -hlr/h,  —  III ,  +  /.  ■/     _  —  ky.  ii\  —  ( /  +  /.  (3)/<, 

"  1  —  J — —  1        111  —  —  s  > 

0  0  0 

0,=  

d'ou 

\\\  -  G,  G',  =  +  /,.^  o',  ]  [ _  /.  ^  o.  _  (/  +  A     A.  1 

_  1. 1  _    +  A-^A,  ]    /-a/,,  ^  (/  +  I 

et  I'inegalite  a  verifier  devient,  puisque  ///;  —  g^g]  <  o, 

(11)  0  >  o,    c"esl-a-dire    /-  +  p  />/  +  xy  A  -  >  o. 

2°  En  second  lieu,  il  faut  que  0,  ordre  de  la  fonction  theta,  aitle  signe 
contraire  a  celui  de  la  partie  imaginaire  de  G,  c'est-a-dire  que  G,  soit 
negatif;  ainsi 

(i'>.)  -/^^,-l-/.-///,<o, 
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inegalite  evideinment  compatible  avec  la  precedente,  et  sur  laquelle 
nous  reviendrons. 

26.  Si  les  inegalites  (ii)  et  (12)  sont  verifiees,  il  existe  des  fonc- 
tions  theta  0(U,  V),  satisfaisant  aux  relations  (10);  elles  sont,  comme 
Ton  sait,  fonctions  lin^aires  et  honnogenes  de  0-  d'entre  elles.  II  reste  a 
voir  si,  parmi  ces  fonctions,  on  peut  en  trouver  qui  verifient  les  rela- 
tions (9). 

27.  Observons  d'abord,  pour  simplifier  Tecrilure,  qu'en  faisant  le 
changement  de  variables  U  =  U|  +  a,  V  =  V,H-[j.,  X  et  [j.  etant  des 
constantes,  on  peut  determiner  ces  constantes  de  maniere  que  0(U| ,  V,) 
satisfasse  aux  egalites  (10),  ou  v  et  v'  ont  des  valeurs  fixees  k  I'avance. 

On  a  done  le  droit  de  supposer  v  =  2r.«— 3  V=2Tii  —  ,  de  sorte  que 

la  fonction  G(U,  V)  est  telle  que 

!9(U  +1,  \  )  =&(U,  Vh-i)  =  6(U.  V), 

9(U-4-G,  V+H)  =/"''("'^^)e(U,  V), 
5(U-+-H,  V  + G')  =  ''^)6(U,  V); 

< ■«       ^ ^ - t)  =  <^  - V  -  '-^^)  =  ^OJ.  V). 

Or  on  peut  exprimer  les  fonctions  0(U,  Y)  qui  satisfont  aux  equa- 
tions (i3)  en  fonction  lineaire  et  homogene  des  0^  fonctions  0oo> 
©0).  •  •     &pq,  •  ■  •  {o^p,  q  <.o)  definies  par 

(10)         0^,,(u,  ^  )=2ji^ 

p  et  cr  variant  par  valeurs  entieres  de  —  oc  a  -h  ao,  et  /(^,  r)  designant 
la  forme  — (Gx"^ -\-2l\xy-\-G' y^);  on  a  mis  le  signe  —  devant  Gx'^-\-... 
parce  que  la  partie  imaginaire  G,  de  G  est  negative. 

Les  fonctions  Q^^j  verifient  les  relations  (i3);  de  plus,  il  est  evident 
que 

0;,,(u  +  i,  v)  =  /"'^0,.,(U,  V), 


(16) 


0..(u,  V  +  i)  =  e'"'5  0^^^(U,  V). 
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Pour  que  0,,^  satisfasse  aux  equations.  (i4)>  '1  faut  et  il  suffit  que  p 
et  q  soient  choisis  de  maniere  que 

(17)  — Ip  —  kaq  =  mo,       kyp  —  [I k^)q  =^  no, 

m  et  /I  etant  entiers;  c'est-a-dire 

(18)  p  =1— rn{l -\~  k^)  +  n  kc/.,        q— — i)ik-/ — nl. 

Combien  y  a-t-il  de  systemes  de  valeurs  de  p  et  7  de  cette  forme, 
compris  entre  o  inclus  et  S  exclus? 

Pour  le  voir,  considerons  p  et  q  comme  les  coordonnees  rectangu- 
laires  d'un  point  dans  un  plan ;  tous  les  points  q  representcs  par  les 
formules  (18),  oil  m  et  n  prennent  toutes  les  valeurs  entieres,  sont  les 
sommets  d'un  reseau  de  parallelogrammes,  construit  avec  les  periodes 
—  —  ik^  et  /.a  —  il,  et  dont  un  sommet  est  a  I'origine.  Tout 

revient  a  chercher  combien  il  y  a  de  ces  sommets  a  I'interieur  du  carre 
de  cote  0  construit  sur  les  parties  positives  des  axes  :  si  Ton  observe 
que  les  quatre  sommets  de  ce  carre  sont  des  sommets  du  reseau  (ce  qui 
se  reconnait  de  suite),  on  en  conclut  que  le  nombre  cherche  est  le  quo- 
tient de  I'aire  du  carre  et  de  I'aire  du  parallelogramme.  L'aire  du  carre 
esto^;  celle  du  parallelogramme  est  (/+ /ty^a,  c'est-a-dire  0; 

il  y  a  done  =0  sommets  du  reseau  dans  le  carre,  I'origine  etant 
comptee,  mais  non  les  trois  autres  sommets  du  carre. 

Soient  alors  jo,,  q^  \  p^,  q^',  .  .  . ;  pz,  qz  les  0  systemes  de  valeurs  cor- 
respondantes  de p,  ^;  les  0  fonctions 

0^.^,(11,  V),    0,„^,.,(U,  V),  0;.^,^(U,  V) 


satisfont  seules,  parmi  les  fonctions  0^,,  aux  equations  (i3)  et  (i4);  en 
d'autres  termes,  les  fonctions  entieres  qui  verifient  ces  equations 
s'expriment  en  fonction  lineaire  et  homogene  de  0  d'entre  elles. 

Remontons  maintenant  des  variables  U,  V  aux  variables  u,  t',  nous 
avons  ce  theoreme  : 


o    I    h  g' 


28.  Soil  un  systemc  dc  periodes 
relation 


1  telles  qiLon  ail  la 


a,  (3,  Y  etant  entiers  sans  di^iseiir  conunun;  designons  par  g^,  /?,,  g\  les 
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(2) 


parties  imaginaires  de     h,  g'  et  supposons  h]  —     g\  <^  o,  g^  et  g\  >•  o. 

Soient  I  et  k  deux  entiers,  tels  que  la  quantite  o  —  ^kl-\-  ayk^  soit 
positive  et  que  —  Ig^-h  kyh,  soit  negatif  (');  il  existe  des  fonctions 
intermediaires  singulieres  r),  d'indiccs  I  elk,  c' est-ii-dire  verifiant 
les  felations 

+  =o{u,  V  +  i)  =  {u,  v), 

V  et  v'  designant  des  constantes  arhitmires  donnees.  Ces  fonctions 
s*expriment  en  fonction  lineaire  et  homogene  de  o  d'entre  elles. 

II  serait  aise  d'avoir  le  developpeinent  en  serie  de  chacune  de  ces 
6  fonctions  en  se  servant  de  celui  de0/;,(U,  V);  nous  trouverons  plus 
loin  des  developpements  un  peu  plus  generaux  d'une  maniere  directe. 

29.  Remarque  J.  —  Reprenons  les  inegalites  necessaires 

(11)  /-+ i6A/h- ay/.->  o, 

(12)  —  lg\  ^-  /.//(,<  o. 

La  premiere  s'ecrit 

( 2  /  +  (3  ky  -  k-'  ( p2  -  4  ay )  >  o, 

et  Ton  sait  (n"  14)  que  I'invariant  A  =  [^^  —  4  ^'-y  est  ^  o. 


Regardons  /  et  k  comme  les  coordonnees  d'un  point  dans  un  plan  et 
construisons  les  deux  droites  reellcs  A' OA,  B'OB  qui  out  pour  equation 

elles  passent  par  I'origine  0. 


o: 


(')  On  vena  plus  has  (n"  29)  que  ces  deux  condilions  se  reduisent  a  une  seule. 
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Construisons  de  meme  la  droite  G'OC  qui  a  pour  equation 

je  dis  qu'elle  est  dans  Tangle  des  droites  A'OA  et  B'OB  qui  ne  coin- 
prend  pas  I'axe  des  /.  En  effet,  en  substituant  dans  /-+  [ilcl-\-  ay/.  -  les 
valeurs  Z=oo,  k  =  o,  on  trouve  le  signe  +;  en  substituant  l=yh^, 
k  —  g\ ,  on  trouve 

c'est-a-dire,  puisque  a^'iH-  [ih,  +75',  est  nul,  y-{h-^  —  8'^S\)^  resultat 
negatif. 

II  resulle  de  la  que  les  deux  inegalites  (i  i)  et  (12)  ne  sont  verifiees 
que  si  le  point  I,  k  est  dans  Tangle  BOA,  qui  comprend  la  partie positae 
de  Taxe  des  /  (region  non  ombree)  :  g\  est  en  efi'et  >  o. 

Comme  il  y  a,  dans  cet  angle,  une  infinite  de  points  a  coordonnees 
entieres,  il  y  a  une  infinite  de  systemes  de  valeurs  de  /,  k  correspondant 
a  des  fonctions  intermediaires  singulieres. 

Pour  un  quelconque  de  ces  systemes  de  valeurs,  laquantite  2/+  [ik 
est  positive  :  en  effet,  la  droite  2/+  <^k  =  o  est  dans  la  region  ombree, 
car  en  faisant  /=  ,3,  k  =  —  2  dans  P  -+-  ^kl-\-  y.^k',  on  trouve 

quantite  negative;  par  suite,  pour  tons  les  points  de  Tangle  BOA, 
2/4-  ^k  est  positif. 

L'inegalite  (11)  :  (2/+  ^ky  —  k-A'^o  donne  alors 

(19)  /  +  (3  A-  >  \/ A  mod  A- 

et  il  est  clair,  geometriquement,  que  cette  inegalite,  si  elle  est  verifiee, 
entraine  les  inegalites  (11)  et  (12  )  :  e'est  done  la  seule  a  laquelle  les 
indices  let  k  soient  assujettis. 

30.  Remarque  11.  —  II  resulte  de  ce  qui  precede  que,  si  /,  k  est  un 
systeme  de  valeurs  verifiant  l'inegalite  (i9)etmun  entier  positif,  les 
systemes  m/,  mk  et  /  +  m,  k  verilieront  aussi  cette  inegalite. 

On  peut  voir  aussi  que,  si  k'  est  un  systeme  analogue,  la  meme 
propriete  appartient  au  systeme  I -\-  l ,  k-\-k'',  cela  resulte  de  ce  que  le 
produit  de  deux  fonctions  singulieres  d'indices  /,  /■  et  l\  k'  est  evidem- 
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ment  une  fonction  singuliere  d'indices  /+/',  /c+A';  c'est  une  fonc- 
tion  thefa  si  k  +    =  o. 

31.  Remarque  III.  —  Si  /,  /c  yerifient  rinegalite  (19),  011  pourra 
trouver  une  infinite  d'entiers  /"  tels  que  le  systeme  — k  \n  verifie 
aussi  :  cela  resulte  inimediatement  de  ce  que  la  partie  positive  de  I'axe 
des  /  est  dans  Tangle  BOA.  En  d'autres  termes,  etant  donnee  une  fonc- 
tion intermediaire  singuliere  9,  on  pent  en  trouver  une  infinite 
d'autres  o'  telles  que  le  produit  99"  soit  une  fonction  theta. 

Zdros  communs  a  deux  fonctions  interm^diaires  singulieres. 

32,  Reprenons  les  relations  de  transformation  du  n°  24 

=  ~  (/  +  /f(3)U-/.-/V, 
^•=  /.a  L—  l\, 

OU 

6U  =  —  /«  4-  A  yt', 
oV  =-  Axu-  {/ -h 

Je  dis  qu'aun  systeme  (U,  Y),  determine  aux  periodes  pres,  ne  cor- 
respond qu'un  seul  systeme  {u,  r),  aux  periodes  pres  :  car  si  Ton  aug- 
mente  U  et  V  d'une  periode  du  tableau 

I,    o,    G,  H, 

0,  I,    II,  G', 

ou 

G_  g  . 

H  ^  -     +  kys''  ^  -  /.  y.g~{/  +  k^)h^ 
(5  0 

G_  g  , 

on  reconnait  immediatement  que  //  el  r  augmentent  d'une  periode  du 
tableau 

1,  o,  g;  h, 
o,     I,    /(,  g'. 


Inversement,  je  dis  qu'a  un  systeme  (//,  r)  correspondent  0  sys- 
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temes  U,  V.  Donnons,  en  effet,  a  u,  v  les  valeurs 

0,  0',  p,  (J  etant  des  entiers  quelconques,  il  vient 

—  lu^kyv      —  IB -\- kyO'        —Ig+kyh        —  IJi  +  ky  g 

U     r   +   ^  1-  P   '■  ;^   -f-  C  ■  s  ) 

_  —  A-a»-(/+ A(3)v      -/>a^-(/  +  A-f3)e^ 

-  /.a^  -  (/  +  AS)/*        -  As://  -  (/  +  A|3)a'' 
+  p   =  ^  ^  h7   ^  

'  0  0 

Les  coefficients  de  p  dans  les  deux  seconds  membres  etant  respecti- 
vement  G  et  H,  ceux  de  «t  etant  H  et  G',  on  pent  supposer  p  =  o,  c;  =  o, 
sans  changer  U,  V  aux pei-iodes pres;  tont  revient  ainsi  a  chercher  com- 
bien  on  obtient  de  systemes  distincts  aux  periodes  pres  par  les  for- 
mules 

—IQ  +  kyb'                —  k<y.e  -  {t  +  k^)d' 
U  —  >         \  —   =^  > 

0  0 

lorsque  0  et  0'  prennent  toutes  les  valeurs  entieres. 

Deux  systemes  0,  6'  et  0,,  0',  donnent  le  meme  systeme  U',  V  aux 
periodes  pres  si 

 ^  — '-^  -----  m  +  p'G  +  C7'H, 

-Aa(e-g.)-(/  +  AP)(e'-6;)^^^_^^,^,^^,^, 

0  ' 

Les  entiers  p'  et  a'  sont  necessairement  nuls,  sinon,  en  egalant  les 
parties  imaginaires  dans  les  deux  membres,  on  trouverait 

p'G,  +  (7'H;i=o,       p'I-Ii  +  <7'G',  =0, 

d'ou     —  G,  G'l  =  o,  ce  qui  est  impossible  (n°  25).  On  a  done 

—  /(e  —  0,)  +  ky{6'—  6\)  =  m  d, 
—  koi{e  —  d,)  —  {l  +  k^){6'—e\)  =  dd, 

et  Ton  en  conclut,  comme  au  n°  27,  qu'en  considerant  0  et  6'  comme  les 
coordonnees  d'un  point,  deux  points  0,  6'  et  0,,  0',  donnent  le  meme 
systeme  (U',  V)  s'ils  sont  deux  points  homologues  d'un  reseau  de 
parallelogrammes,  et  reciproquement. 
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Ce  reseau  est  construit  sur  les  periodes 

—  (/  +  A'f3)  +  ;7ra,       -ky  —  il; 

il  a  I'origine  pour  un  de  ses  sommets,  et  I'aire  de  son  parallelogramme 
est  0. 

11  y  aura  autant  de  sysfemes  (U,  V)  correspondant  a  un  systerne  {u,  v) 
qu'il  y  a  de  points  (0,  9')  a  coordonnees  entieres  dans  un  parallelo- 
gramme du  reseau;  or,  I'aire  du  parallelogramme  etant  S,  ce  nombre  de 
points  est  evidemment  o,  en  comptant  I'origine  et  en  exeluant  les 
trois  autres  sommets.  Ainsi  : 

A  un  systerne  (u,  v)  correspondent  o  systemes  (U,  V)  distincts  aiix 
periodes  pres. 

33.  II  est  maintenant  facile  de  trouver  le  nombre  de  zeros  communs 
a  deux  fonctions  intermediaires  singulieres;  c'est-a-dire  le  nombre  des 
solutions  communes  aux  deux  equations  (^{u,  p)  =  o,  (^)  =  o  : 
deux  solutions  qui  ne  different  que  de  periodes  ne  sont  pas  regardees 
comme  distinctes. 

Supposons  que  les  deux  fonctions  intermediaires  considerees  aient 
pour  indices  /,  k  et  /',      nous  les  representerons  par  9/  et  leur 

nombre  de  zeros  cornmuns  par 

N(/,  k;  I'.,  //); 

il  est  clair,  en  effet,  qu'il  ne  depend  que  des  nombres  /,  k;  /',  k' .  [  Foir, 
par  exemple,  le  raisonnement  de  M.  Poincare  pour  trouver  le  nombre 
de  zeros  communs  a  deux  fonctions  theta  ( ' ).] 

34.  Distinguons  maintenant  plusieurs  cas. 

I"  Supposons  k'=k.  En  ce  cas,  la  transformation  employee 

au  n"  24  change  9^  /..  et  cp/.^.,  en  deux  fonctions  theta  de  U  et  V,  d'ordre  B. 
Ces  deux  fonctions  ayant,  d'apres  M.  Poincare  (^),  20*  zeros  communs, 
et  S  systemes  (U,  V)  correspondant  a  un  systerne  {u,  <),  le  nombre  des 

zeros  communs  a  9/,/..  et  c^-^-  est  ^  =  20 ;  on  a  done 
(20)  N(/,  /c;  /,  /f)  =  2/-^+  2^kf  +  2ocyk\ 


(')  Bulletin  de  la  Societe  niathematique  de  France,  t.  X. 
(•-)  Ibid. 
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2°  Siipposons  l'=i,  k'—o.  La  fonction  9, est  alors  une  fonction 
theta  '^{11,  v),  du  premier  ordre;  si  Ton  designe  par  j{x)  et ji{x)  deux 
int6grales  ab61iennes  de  premiere  espece  appartenant  ti  la  courbe  de 
genre  deux  f{x,y)  =  o,(\m  correspond  au  systeme  de  periodes  i ,  o ; 
o,  I ;  g,  h;  h,  g' ,  on  a  identiquement 

::7[y(,^)-Hv,/,(^)  +  v,J  =  o, 

V  et  V,  etant  des  constantes. 

D'apres  cela,  le  nombre  des  zeros  communs  k  Oij;{u^  c)  et  a  ^{n,  c) 
est  le  nombre  des  racines  de  I'equation 

(21)  Oij\j{x)  +  V,./,  (x)  +  Vi]  =  0. 

On  sait  trouver  ce  nombre  lorsque  9/, a  est  une  fonction  theta,  c'est- 
a-dire  une  fonction  admettant  les  periodes  i,  o;  o,  i  et  telle  que 

on  etablit,  dans  la  theorie  des  fonctions  abeliennes,  que  le  nombre 
cherche  est  la  somme  du  coefficient  de  —  Q.T.iu  dans  la  premiere  expo- 
nentielle  et  du  coefficient  de  —  27iiV  dans  la  seconde,  c'est-a-dire  1, 
ou  2I.  Le  meme  raisonnement,  applique  dans  les  memes  termes  a  la 
fonction  a^ij^  qui  a  les  periodes  i,  o;  o,  i  et  qui  satisfait  a 

+  ^-,  V  +  h  )  =:e27i/(-/«  +  AYP)  +  const.         Wlj,{u,  c), 

montre  que  le  nombre  des  racines  de  I'equation  (21)  est  encore  la 
somme  des  coefficients  de  —  i-Riu  dans  la  premiere  exponentielle  et 
de  —  2UiV  dans  la  seconde,  c'est-a-dire  /  +      [3/.-  =  2/  +  (3^. 
Ainsi 

N(/,      1,  o)  =  2/  +  |3A-, 

quantite  qu'on  sait  etre  toujours  positive  (n°  29). 

Si  Ton  observe  que  le  produit  de  /'  fonctions  theta  du  premier  ordre 
est  une  fonction  theta  d'ordre  /',  il  est  clair  que 

(22)  N(/,         o)  =  /'(2/  +  pA-)  =  2//'+(3A7'. 


(')  Fo/r,  par  exemple,  Jordan,  Cours  d' Analyse,  a""  edition,  t.  II.  p.  617-618. 
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3°  Supposons  k'  =  k.  Soit,  par  exemple,  /'.  Le  produit  de  9,,^  par 
une  fonction  theta  d'ordre  /  —  /'  est  une  fonction  9/,/,.,  par  suite 

k\  r,  A:)  =  N(/,  /.-;  /,  k)  -  N(/,  k;  l-f,  o), 
d'ou,  en  vertu  de  (20)  et  (22), 

(23)  N(/,  k;  I',  /f)=z2//'+ j3^(/  +  /')  +  2ayk-. 

4"  Supposons  I,  k,  I',  k'  quelconques,  mais  toutefois  k  et  k'  de  meme 
signe.  Si  m  est  entier  et  positif,  la  puissance  m  de  est  unc  fonction 
?»,/,mA,  et,  par  suite,  , 

N{m!,  tnk;  nl\  nk')  —  mnl^  {I,  A;  /',  A'), 

m  et  n  etant  entiers  et  positifs. 

Prenons  m  —  tk',  n  =  zk,  t  etant  i  si  k  ct  ^  o,  et  e  etant  —  i 
si  A-  et  ^'  <^  o;  on  a 

N(/,  /f;      k')z=  ±j^{sA'/.  ekk';  ekl',  ekk'), 
et,  d'apres  (23), 

N  ( I,  k,  I',  /f' )  =  ^  [  2  kk'  II'  +  l^tkk'  {tk'l-hz  kl)  +  2  y.y  T-  k'^-  ], 

c'est-a-dire 

(24)  k,  I',  k')  =  2ll'+^{k'l  +  kl')  +  'iaykk'  (siAA>o). 

5°  Enfin,  si  /,  k,  I',  k'  sont  quelconques  et  /i\>  o,  k'  <^o,  en  multi- 
pliant  J.,  par  cp/.,-/c'>  le  produit  sera  une  fonction  theta  Sz+r^o;  on  a  en 
effet  observe (n°  31) qu'on  pent  toujours  trouver  une  infinite  d'entiers  /" 
tels  qu'il  existe  une  fonction  0/.__/,..  II  resulte  de  la  que 

N(/,  k;  /',  //)  =  N(/,  k;  o)-N(/,  k-  l\-k'), 

et,  d'apres  les  formules  (22)  et  ( 2/1), 
N  ( /,  /> ;      // )  =  2  /  ( r  +  /" )  +  (3  A-  ( /'  +  /" )  -  2  //"  -  (3  ( -  /A  '  +  kl" )  +  2  v.ykk', 

c'est-a-dire  que,  dans  tons  les  cas, 

( 25 )  N  ( /,  A- ;      A-' )  =  2  //'  +  (3  ( k'  I  +  kl' )  +  2  ay  A  A  ', 
formule  generale  qui  contient  toutes  les  precedentes. 

35.  Remarque  L  —  II  est  aise  de  verifier  que  si  /,  k  et  /',  k'  satisfont. 
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comme  cela  doit  etre,  a  I'inegalite  (19),  c'est-a-dire  si  les  points  /,  k 
et     k'  sont  situes  dans  Tangle  BOA  (n"  29),  le  nombrc 

est  toujours  positif.  Car  la  droito 

?,jZ'+  (3(/.-'j  -+■  I'jr)  ^  aayj-A'—  o, 

our  eta;  sont  les  coordonnees  courantes,  est  la  polaire  du  point  k' 
par  rapport  aux  droites  A' OA  et  B'OB;  elle  n'est  done  pas  dans  i'angle 
AOB  :  si  done  on  substitue  a  j  et  ^,  dans  le  premier  membre  de  I'equa- 
tion  de  la  droite,  les  coordonnees  /,  k  et  k'  de  deux  points  dc  cet 
angle,  on  obtient  des  resultats  de  meme  signe,  c'est-a-dire  que 

[  2     -I-  (3  ( A'  /  +  kl' )  +  2  ay  kk'  ]  [  3     +  2 13  k' I'  +  2  ocy  k'-  ]  >  o, 

et  le  second  facteur  etant  >  o,  le  premier  Test  egalement. 

3G.  Remarque  11.  —  La  formule  generale  (26)  qui  donne  le  nombre 
des  zeros  communs  a  deux  fonctions  intermediaires  sigulieres  (Di,., 
(p;,^:'  s'applique  au  cas,  exclu  jusqu'ici  (n"  24),  ou  a^i^^  est  une  fonction 
thetad'une  seule variable (correspondant  a  un  cas  elliptique  etao  =  0). 
Car  si  cp^,  est  une  fonction  intermediaire  telle  que  0"  ne  soit  pas  nul,  le 
produit  25/,i9/',/t'  est  une  fonction  intermediaire  qui  n'est  pas  une  fonction 
theta  d'une  variable,  et  Ton  a  evidemrnent 

N  ( /,  k ;  /',  k')  =  ^{l  +      A  +  k" ;      k')  -  N  ( /",  k" ;  /',  /.') 

^   (/  +  /")/'+  f3  [(/  +  /")  /c'  +/'( A-  +  A" )  1  +  2  ay  ( k  +  k")  k' 
—  2      —  [3  ( I"  k'  +  /'  k" )  —  2  a-/  k'  k", 

C '  G  S  t "  21  ■  d  1  r  G 

N{1,  k;  I',  k'  )  =  2ll'-^P(k'l-h  kl' )  +  2  a-/  kk'. 

C,    Q.    I'.  D. 

Fonctions  intermediaires  normales. 

37.  Cherchons  s'il  peut  exister  des  fonctions  intermediaires  paires 
ou  impaires  en  u  et  v. 

La  fonction  intermediaire  la  plus  generalc  etant  (n"' 20-21)  le  pro- 
duit d'une  fonction  par  une  exponentielle  g«"-+*'"-t-<"-+'/»-i-/.'^  j|  g'agit 
de  reconnaitre  si  le  produit  e''""^^'  cp/^(?/,  ^)  peut  etre  pair  ou  impair.  En 
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le  designant  par  F/,/,(w,p),  on  voit  que  F/  a(«j<^)  satisfait  aux  relations 

F{u  +  i,P)         =AiF(«,  (^), 

?{u  +  g,v-\-h)  =  Aoe2'^'t-'«-*-*Tr>')F(w,  (^), 
Viu  +  li,  P  +  /r')  =  B,f---'''-*='-"-('+''!^"''F(M,  i'), 

les  A  et  B  etant  des  constantes. 

De  plus,  F( — u,  —  (')  =±F(;/,(');  en  exprimant  que  cette  derniere 
relation  est  compatible  avec  chacune  des  precedentes,  on  trouve  sans 
difficulte  les  valeurs  des  constantes  A,,  B,,  A^,  Ba,  de  sorte  que,  en 
designant  par  w,  co',  6,  6'  des  nombres  egaux  a  o  ou  a  i,  on  obtient 

F(?/+i,(')  =e'^'^'¥{u.,  v), 
F(«,  c  +  i)         =e'^''''¥{u,  V), 

lf[u-\-h,  1^+  o')  —  ee'-'g27t/[-/la«-(/+A!3).']+7li[-A-aA-(/+A[3)g']p^y^ 

Ainsi,  les  fonctions  intermediaires  paires  ou  impaires,  d'indices  / 
et  k,  verifient  necessairement  les  relations  (26);  inversement,  nous 
appellerons  fonctions  intermediaires  normales  celles  qui  satisfont  a  ces 
relations,  qiCelles  soient  ou  non paires  ou  impaires. 

1  •     •  I      n  /  \  OJ  0)' 

Nous  dirons  que  la  caracteristique  de  F(«,  c)  est  ^  . 

Les  fonctions  normales  de  caracteristique  nuUe  sont  celles  pour 
lesquelles  CO  —  to' =  6  =  0' =  o. 

38.  Nous  aurons  besoin  des  fonctions  intermediaires  normales  pour 
etudier  les  courbes  tracees  sur  les  surfaces  de  Kummer  sin^ulieres  et 
former  I'equation  aux  modules  qui  correspond  a  une  relation  singuliere 
entre  les  periodes;  en  particulier,  nous  etudierons  celles  des  fonctions 
normales  qui  sont  paires  ou  impaires  et  nous  rechercherons  pour  quelles 
demi-periodes  elles  s'annulent. 

A  cet  eflet,  nous  commencerons  par  indiquer  le  developpement  en 
serie  d'une  fonction  normale. 

D6veloppements  en  s6rie. 

39.  La  fonction  normale  Y{u,v),  d'indices  /  et  k,  qui  verifie  les 
deux  premieres  relations  (26),  peut  se  developper  en  serie  de  Fourier 
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SOUS  la  forme 

//i,n 

Pour  abreger  les  calculs  ulterieurs,  nous  poserons 

ou  Go,  Hfl,  G|,  designent  les  quantites 

_(/  +  /v(3)^^+A-y/t 

Uo  —  g  , 

-  Aa^'  +  /h  _  (/  + A|3)M  +  A-/^' 


(27)  H„: 


0 

A  a/t  -r-  /a'  ' 


On  deduit  de  la 

A'  =  /Go  —  A  J/ Ho, 

/<  =A-aGo+(/  +  A|3)H„r=/no- AyGo, 
A''==AaH„+(/  +  A:fi)G;. 

Le  terme  general  de  la  serie  ¥(u,  v)  s'ecrit  ainsi 

ce  que  nous  ecrirons  egalement 

B„,,„T,„,„(«,  (••). 

Exprimons  maintenant  queF(;^(')  verifie  la  troisieme  des  relations 
(26),  c'est-a-dire  que 

Les  exponentielles  en  u  et  se  detruisent  dans  les  deux  membres,  et 
il  reste,  apres  un  calcul  qui  ne  presente  aucune  difficulte, 

De  meme,  en  exprimant  que  F(//,p)  verifie  la  quatrieme  des  rela- 
tions (26),  on  trouve 

B,„,„=  e^"^'  B,„^.^a,,M  /+y!r3- 
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Enfin,  si  Ton  pose 

'-'/II. It        ^111,11  C  ) 

on  a 

C/H,,,  =  CC,n4-/,,/— /,y  =  Cni^ky.,n-ir-l+k'fi- 

Ainsi  C„,  „  ne  change  pas  quand  on  augmente  w  et  n  de  /  et  —  Zy,  ou 
de  kcf.  et  /  +  A  |3 ;  geometriquement,  si  m,  n  sont  les  coordonnees  rectan- 
gulaires  d'un  point  dans  un  plan,  C,„.„  a  la  meme  valeur  en  tons  les 
points  homologues  d'un  reseau  de  parallelogrammes,  construit  sur  les 
periodes / — /.  a  +  i(/ -|- ^3).  Construisons  ce  reseau  a  partir  de 
I'origine,  et  appelons  parallelogrnmme  principal  celui  qui  a  pour  som- 
mets  les  points  O,  A,  B,  C  de  coordonnees  : 

0:^  =  o,       J-  =  o;  \\:a=ky.,  y  =  /-^/,-^- 

A:x  =  l,        r  —  ~ky;       (Z:.i:  —  l  +  ky.,       y  =  —  ky  -i-  /  +  kp. 

L'aire  de  ce  parallelogramme  est  S,  il  y  a  done,  a  son  interieur  et 
sur  les  cotes  OA,  OB,  o  points  de  coordonnees  entieres;  soit  p,  g,  un 

Fig.  2. 


de  ces  points  (parmi  lesquels  figure  I'origine);  a  ce  point  et  aux  points 
homologues  dans  le  reseau  correspondent,  dans  F(;/,  v)  les  termespour 
lesquels  m  =  p  -+-  lo  -h  /<'<y.o,  ji  =  q  ■—  A- yp  +  (/  +  /"j3)a,  p  et  a  etant  des 
entiers  quelconques.  La  sonime  de  ces  termes  est,  a  un  facteur  constant 
pres,  la  serie  (^D^,       v)  : 

X  e  e    ^  -  -  '' , 

designant  la  forme 

Comme p  et  q  peuvent  recevoir  o  systemes  de  valeurs,  correspondant 


SUB   LES  FONCTIONS   AB^LIENiNES   SlNGULl tCRES.  333 

aux  points  a  coordonnecs  entieres  du  parallelogramme  principal,  on 
voit  que  toute  fonction  singuliere  normale,  d'indices  /  et  k,  ¥{u,  v),  est 
une  fonction  lineaire  et  homogene,  quelconque  d'ailleurs,  des  o  series 
correspondantes  Ces  series  sont  com'crgcntes,  car  si  I'on  designe 

par  G|,  H|,  G,  les  parties  imaginaires  de  G„,  H„,  G'„,  je  dis  que 

ll'j  —  G,G'|  <  <)       el  (;i>o. 

En  effet,  d'apres  (27), 

( -     G'J  =  [  -  kag,  +  Ih,  J  [( /  +  A- (3  J     +  kyg[  | 

ce  qui  demontre  la  premiere  inegalite.  Ucste  a  etablir  que 

(/  +  /.p),^-,  +  /,-/A,>o. 

Or,  l&ik  etant  des  coordonnees  courantes,  la  droite 

{l^k(^)g\^kyh,  =  o 

n'est  pas  dans  Tangle  BOA  (n"  2^),  car,  si  Ton' fait  l—[igi-\-^hi, 
k  =  — dans  le  trinome  /'^  4- /.-ay,  on  trouve  "^'{Ji]  —  g'lg',), 
resultat  negatif.  Comme  ^''i  est  ^  o,  I'cxpression  lgi-\^  k{^gf  -\-  ■^h,) 
est  positive  pour  tons  les  points  /,  k  de  Tangle  BOA,  ce  qui  etablit  la 
proposition. 

Les  0  fonctions  *S),,  ,i  sont  evidemment  distinctes  lineairement. 

Remarque.  —  Da/is  toute  la  suite  de  ce  Memoire,  nous  supposerons, 
comme  nous  en  avons  le  droit,  y  —  i,  c^est-d-dire  que  nous  ramenerons  la 
relation  singuliere  entre  les  periodes  a.  la  forme 

y.g+<^h  ■+-  g'—o. 

Fonctions  normales  singulieres  paires  et  impaires. 

40.  Cherchons  maintenant  s'il  y  a  des  fonctions  normales  paires  ou 
impaires.  Plusieurs  cas  sont  a  distinguer. 


41.  Caracteristique  nulle.  —  On  a 
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la  fonction  ^,,  ^{11,  v)  est 


Si  £  et  £'  designent  des  entiers  quelconques,  il  est  clair  qu'on  ne 
change  pas  (^p  ,,  en  changeant p  en 

p     el  +  z' kot. 

et  q  en 

CJ  —  Zk  +  E'{l+  k^), 

car  cela  revient  a  augmenter  p  et  a  de  e  et  e'. 

Maintenant,  changeons  dans  t^)  les  signes  de  u      v  :  cela 

revient  a  changer  simultanement  les  signes  de p,  q,  p,  a  sans  alterer  u 
et    et,  par  suite, 

(28)  -  )  =  (■) 

et,  d'apres  la  remarque  precedente,  pour  que  ^p  q{u,  v)  soit  paire,  11 
faut  et  il  suffit  que 

p=  —  p     el  +  s'ka,       q  =—  q  —  e  k  +  £'{l  -h  kp), 

c'est-a-dire 

(29)  ip  =  cl -\- t' ka,        .iq= — s/i +  £'(/+/>  (3  j. 

On  peut  supposer,  sans  diminuer  la  generalite,  que  s  et  t'  sent  egaux 
a  o  ou  a  I ;  car  augmenter  e,  par  exemple,  de  2,  revient  a  augmenter p 
et  ^  de  /  et  —  k,  ce  qui  ne  change  pas  la  fonction  ^►^ En  d'aulres 
termes,  on  trouvera  les  fonctions  ^>/j,,  paires  en  prenant  les  valeurs 
entieres  de jo  et  de  donnees  par  les  equations  (29),  ou  z  et  s'  designent 
o  ou  I ;  il  n'y  a  pas  de  fonction      ,  impaire. 

On  voit  que  les  equations(29)  sont  toujours  satisfaitespour  e  =  e'  =  o, 
p  =  q  =  o,  c'est-a-dire  que  ^>o,o  est  toujours  paire.  Resolvons  ces  equa- 
tions par  rapport  a  £  et  e'  : 

sd  =  2p{l  +  k^)  —  2qkx. 
£'0  =  2pk  +  27/. 


(3o) 


42.  Faisons  maintenant  des  hypotheses  : 

i"  0  (c'est-a-dire  /- +  a^-^)  est  impair.  —  Les  relations  (3o) 

montrent  que  £  et  z'  sont  pairs,  c'est-a-dire  £  =  £'  =  o. 
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II  n'y  a  done  pas  d'autre  fonction  ^f,  ,^  paire  que  ^>o,o.  Mais  la  sonime 
de  <^f,  ,j{u,v)  el  est  paire,  d'apres  (28),  et  la  difference 

impaire.  On  voit  ainsi  qu'il  existe  1+  — —  =  ~~  fonctions  nornnales 
paires  d'indices  /,  k,  et  ^-^fonctionsimpaires,  lineairementdistinctes. 

2"  0  est  pair.  —  Ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres  : 

a.  k  pair,  I  (necessairement)  pair.  —  Les  equations  (29)  donnent 
des  valeurs  enlieres  de p,  q  pour  les  quatre  systemes  de  valeurs  (0,0), 
(o,  i),  (1,0),  (1,1)  de  £  et  e'  :  il  y  a  done  quatre  fonctions  ^i,r,  paires; 

les  0  —  4  autres  combinees  deux  a  deux  donnent  ^—^  fonctions  nor- 

nmales  paires  et         inipaires.  Done,  on  a  Hnalement  ^—7-^  fonctions 
(5—1 

normales  paires  et^—  impaires,  lineairement  distinctes. 

b.  k  impair.  —  Alors  0,  c'est-a-dire  r-  -\-^^kl-\-  auk-  etant  pair,  a  est 
de  la  parite  de /- H- ou /(/ -I- p). 

Les  equations  (29)  s'ecrivent  suivant  le  module  2  : 

0  =  £/  +  £'/(/ H-  j3),  0  =  £  +  £'(/+[3)  (inod'2). 

Quelle  que  soit  la  parite  de  /,  elles  se  reduisent  a  une  seule,  la 
seconde.  On  pent  done  faire  s'  =  o  on  i,  c  s'en  deduit  :  il  y  a  done  deux 

fonctions     q  paires,  et,  par  suite,  on  a    ^    fonctions  normales  paires 

et  — ^  fonctions  impaires,  lineairement  distinctes. 
Ainsi,  en  resume  : 

ISombre  des  fonctions  normales  singiilieres  cV indices  /,  /. 
et  de  caracteristique  niille. 

Paires.  Impaires. 
8  +  1  o  —  I 


0  impair  

■      .  a+4  0-4 

k  pair    •   

■i  2 

6  pair  \  ^  ^  {0  =        Sikl -h  ck-) 

'      .        .  d  +  ■'.  0  —  3 

k  impair      
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43.  Caracteristiqiie  quelconque.  —  La  fonction        a  pour  expression 

-       ,         ,  ■i-i(p+lp+ka.'7-+-—)H+2-Ki\q—I;^jMM<f->)'^-^%\v 
<i>,,,,{a,  (•)=^e     V  -J        I  i  J 

Si  £  et  e'  sont  des  enliers  quelconques,  on  voit  que,  si  Ton  change p 
et  5'  en  jo  +  £/+  z  ka  cl  q  —  ik  -+-  £'(/+  k^),  cela  revient  a  changer  p 
et  c  en  p  +  £,  n-^z'  dans  la  premiere  et  la  troisieme  exponentielle  : 
4>/; se  reproduit  done  multiplie  par  le  facteur  e'^''^^^'^"'^"' ,  qui  est  egal 
a  dr  I. 

Changeons  maintcnaiit  //,  c  en  — u,  — c  :  cela  revienl  a  changer 
simultanement  j»,  q,  p,  a  en  — p  —  w,  — q  —  co',  —  p,  —  ct,  dans  la 
premiere  et  la  troisieme  exponentielle;  comme  la  deuxieme  demeure 
inalteree  par  ce  changement,  on  voit  que 

Par  suite,  pour  que  .^(w,  *  )  soit  paire  ou  impaire,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait,  en  designant  par  z,  z'  deux  entiers  egaux  a  o  ou  i  : 

p  —  —  p  —  w  +  £/  +  £'Aa, 

4>/;,,/  sera  paire  si  ^'^'1^^+^'^''  =     impaire  si  =  —  i , 
Les  relations  precedentes  s'ecrivent 


(3i) 
d'oii 

I  £  a=  (2/;  H-  oj)  (/+  /.-(S)  —  {2q  +  u,')k-a, 

j  £' 0=  (2/>  -4-  W)/.-  ■+  {2q  -\-  fj)') /. 


(32) 


44.  Distinguons  deux  cas  : 

1°  S  impair.  —  Les  relations  (32)  donnent  alors,  suivant  le  module  2, 

£  =  w(/ +  AS)  —  Gj'A-a 

,  ,  (mod2); 

ce  qui  donne  un  seul  systeme  de  valeurs  pour  £  et  z',  c'est-a-dire  qu'il 
n'y  a  qu'une  seule  fonction       paire  ou  impaire. 
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Elle  est  paire  si  eO  +  s'O'  =  o(niod  2),  c'ost-a-dire  si 

oj[(/-f-  /,3)5  +  AO'l  +      -  l^  y.O  +  l^r]  =  o  (moda); 
et  impaire  dans  le  cas  contraire.  II  y  a  done,  par  un  raisonnement  deja 
fait,        fonctions  normales  paires  et^  ^  '  fonctions  normales  impaires, 
ou  inversement. 

2"  0  pair.  —  Subdivisons  eneore  ce  eas  en  deux  : 

a.  k  pair,  I  (necessairement)  pair.  —  Les  relations  (3i)  donnent, 
suivant  ic  module  2, 

0)  =  ().  o, 

c'est-a-dire  co  =  a)'  =  o.  Si  done  co  et  w'  ne  sont  pas  nuls  ii  la  fois,  il 
n'y  a  pas  de  fonetion  4>/,,,  paire  ou  impaire;  c'est-a-dire  qu'il  y  a 

^  fonctions  normales  paires  et  autant  d'impaires. 

Si  w  =  w' =  o,  on  peut  satisfaire  aux  equations  (3 1)  en  prenant  s 
et  i'  egaux  ii  volonte  a  o  ou  i  ;  il  y  a  done  quatre  fonctions  qui  sont 
paires  ou  impaires,  selon  la  parite  de  sO  +  s'O',  c'est-a-dire  suivant  la 
parite  des  quatre  nombres  o,  6,  G',  6  +  8'.  Comme  0  et  0'  ne  sont  pas  nuls 
simultanement,  puisque  la  caracteristique  n'est  pas  nulle,  deux  de  ces 
quatre  nombres  sont  pairs  et  deux  impairs.  Done  il  y  a  deux  fonc- 

tions  ^p^,,  paires  et  deux  impaires;  par  suite,  il  y  a  1  -\  =  -  fonc- 
tions normales  paires  et  autant  d'impaires. 

En  resume,  dans  le  cas  de  0  pair  et  k  pair,  il  y  a-^  fonctions  normales 

paires  et  -  impaires,  lineairement  distinctes. 

6.  k  impair.  —  En  ce  cas,  0  etant  pair,  on  a 

a  =  /(/  +  [3)  (inocl2), 

et  les  equations  (3i)  s'ecrivent,  suivant  le  module  2, 

(33)  <     ,  mod2  ; 

I  OJ  =  £  -I-  £'(/  +  (3) 

on  en  conclut 

o  =  Ibi'       (mod  2). 
Si  done  CO  n'cst  pas  de  meme  parite  que  ho' ,  il  n'y  a  pas  de  fonc- 
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lion       paire  ou  impaire,  et,  par  suite,  il  existe-  fonctions  normales 

paires  et  autant  d'impaires,  lineairement  distinctes. 

Si  co' = /co'(mod 2),  la  premiere  equation  (33)  est  une  consequence 
de  la  seconde,  qui  donne 

£  =  &)'+£'(/  + (3)  (moda). 

On  pent  done  prendre  s'  =  o  et  i  :  on  a  deux  valeurs  correspondantes 
de  z,  et  par  suite  deux  fonctions  paires  ou  impaires,  selon  la  parite 
de  eO  h-  c'O',  c'est-a-dire  du  nombre 

^O)'+£'[0'+5(/  +  (3)|. 

Si  G'  +  6(Z  -i-  j3)  est  impair,  la  parite  de  ce  nombre  change  avec  celle 
de  £',  de  sorte  qu'il  y  a  une  fonction        paire  et  une  impaire,  d'ou 

^fonctions  normales  paires  et  autant  d'impaires. 

Si  0'  -t-  0(/  (3)  est  pair,  les  deux  fonctions  sont  paires  lorsque 
0co'  est  pair;  elles  sont  impaires  dans  le  cas  contraire.  On  a  done 

fonctions  normales  paires  et        impaires,  ou  inversement,  selon 

que  0(o'  est  pair  ou  impair. 

45.  Le  tableau  suivant  resume  tous  ces  resultats. 

Nombre  des  fonctions  normales  singulieres  dHndices  I,  k,  et 


de  caracteristique 


0/  0' 


J  non  nulle. 


d  impair 


H-  /.  |3)9  +  k9']  +  (o'[-  />-a0  +  Id']  pair.. 

id.  impair. . 


Paires.  Impaires. 

3+1     a— I 
2  2 

o  +  i 


A  pair.  .  . 
k  impair. 


0  pair 


0<ji'  pair 


2 


2  2 
0  +  2        3  —  2 


loutefois  si  k  impair^  \  2 

(/ -I-     pairs  )  ,  ,  . 

I  acx)  im 

{^  —  l-+l^kl  +  ak-'). 


2 


6j  + /w' el  0'+ S)  »a<>5  ]  ^  ,         .  d"  —  2       (5  +  2 

9w  impair ....     
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Ges  resultats  supposent  que  la  relation  singuliere  entre  g,  h,  g'  a  ete 
ramenee  a  -h  +  =  o ;  /  et  sont  les  deux  indices  des  fonctions 
considerees,  et  o  =    +  ak- . 

46.  Remarque  I.  —  Designons  par  Y{u,v)  une  fonction  normale, 
d'indices /,  de  caracteristique  nulle  et  qui  soit  paire  ou  impairs; 
considerons  la  demi-periode 

-  =  -  £  +  -  A  i'-  -+-  -  A'  A,        —  =  -£'+-  A  A  +  -  a' 

2         2  ■!     "        2  2         2  2  2 

oil  £,  t' ,  A,  X'  sont  o  ou  I,  et  posons 

(34)  ^{u,  (,)  —  +  ^,  + 

On  verifie  aisement  que  c)  est  une  fonction  normale,  soit  paire, 
soit  impaire,  d'indices  /,  k,  et  dont  la  caracteristique  est  definie  par 

I  co  =  /A  +  AaX',  Q=—h  +  kz' 

(35)  {  (mod2). 

Jnversement,  si  Ton  se  donne  w,  0,  co',  0',  ct  si  Von  suppose  o  impair, 
ce's  equations  donnent  toujours  pour  A,  V  et  z,  e'  des  valeurs  entieres 
(o  ou  i),  car  le  determinant  o  =  i  (mod2),  par  hypothese.  On  en  conclut, 
puisque  les  o  fonctions  normales  d'indices  /,  k,  et  de  caracteristique 

donnee  quelconque,  se  divisent  en  fonctions  paires  et  fonc- 
tions impaires  (ou  inversement,  n"  45):  i"  que  les  ^ ^  '  fonctions  du 

premier  groupe  se  deduisent  des  fonctions  paires  de  memes  indices 
et  de  caracteristique  nulle  par  I'addition  a  u,  v  d'une  meme  demi- 

^  I 

periode;  2°  que  les  fonctions  du  second  groupe  se  deduisent 

S  I 

des  — —  fonctions  impaires  de  caracteristique  nulle  par  I'addition  de  la 

meme  demi-periode,  le  tout  a  un  meme  facteur  exponentiel  pres  (34). 

Aux  quinze  demi-periodes,  autres  que  u  =  o,  v  =  o,  correspondent 
ainsi  les  fonctions  des  quinze  caracteristiques  non  nulles. 

47.  Remarque  IT.  —  Supposons  S  pair  et  k  impair.  Les  0  fonctions 


normales  d'indices  /,  k  et  de  caracteristique 


M  0) 

0  0' 


se  divisent  en 
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^  paires  et  -  impaires,  sauf  pour  les  caracteristiques  qui  verifient  les 
congruences 

&j  =  /o)',       !5'=^(/4-|3)       (moda),  {n°ko). 

Ces  caracteristiques  rcmarquablcs  sont  au  nonibre  de  quatre,  a 
savoir  : 

&J  =  o  o  /  / 
(x)'=0         O  I  I 

(modi); 

y  =  o      I       o  I 
9'=o    /  +  ;3    o    /  +  ,3 

parmi  elles  figure  la  caracleristique  nulle. 

Supposons  alors  que,  dans  la  formule  (34),  F(«,(')  designe  une  fonc- 
tion  normale,  paire  ou  impaire,  d'indice  /,  k  et  de  caracteristique 
nulle;  la  caracteristique  de  '^{u,  v)  sera,  en  faisant  k  =  \  dans  (35) 
et  a  =  /(/+  p), 

03'=    /.  +  (/+P)X',        0'-(/  +  (3)(/£  +  £')  ^""^ 
c'est-a-dire  que 

(]^(«, appartient  done  a  une  des  quatre  caracteristiques  remarquables. 
On  deduit  de  la,  sans  difficult^,  les  resultats  suivants  : 

Si  Ton  augmente  u,  v  d'une  des  quatre  demi-periodes  telle  que 

/. -I-  (/ +  (3)/.'=  O,  /£  +  c'=0, 

c'est-a-dire  d'une  des  quatre  demi-periodes  definies  par 

£  =  O         O  I  I 

£'  =  O         O  /  / 

/.'=  O  1  O  I 

les  fonctions  singulieres  paires  (ou  impaires)  de  memes  indices  /,  k, 
ayant  une  des  quatre  caracteristiques  remarquables,  se  transforment 
respectivement  les  unes  dans  les  autres, 

2"  Les  8  fonctions  normales  d'indices  (/,  k),  de  Tune  des  trois  carac- 
teristiques remarquables,  autre  que  la  caracteristique  nulle,  se  divisent 
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en  ^  ^  ^  paires  ct  °  ^  ^  impaires,  ou  inversement  (n"  45)  :  les  ^  fonc- 

tions  se  deduisent  dcs  °     ^  f'onctions  paires  de  caracteristique  nulls 

5  —  2  . 

par  Taddition  a  u,  v  d'une  meme  demi-periode ;  et  les  — - —  fonctions  se 

§          2  .  .  . 

deduisent  des  — - —  fonctions  impaires  de  caracteristique  nulle  parl'ad- 

dition  de  la  meme  demi-periode.  II  y  a  d'ailleurs  quatre  demi-periodes 
repondant  a  la  question. 


TROISIEME  PARTIE. 


Courbes  singulieres  sur  les  surfaces  de  Kummer. 

48.  Corisiderons  une  surface  hyperelliptique  singuliere  quelconque, 
c'est-a-dire  une  surface  pour  laquelle  les  coordonnees  d'un  point  sont 
des  fonctions  abeliennes  singulieres  de  deux  parametres,  u  et  v. 

Dans  mon  Memoire  sur  les  surfaces  hyperelliptiques  (ce  Journal,  t.  IX, 
4*  serie,  p.  4^  et  4  0'  j'**'  reconnu,  en  partanl  d'un  important  theo- 
reme  de  M.  Appell  ('),  que  Tequation  de  toute  courbe  algebrique,  tracee 
sur  une  quelconque  de  ces  surfaces,  s'obtient  en  egalant  a  zero  une  fonc- 
tion  intermediaire,  et  r^ciproquemcnt. 

Si  la  surface  hyperelliptique  est  singuliere,  elle  admeltra  done  des 
courbes  algebriques  qui  n'existent  pas  dans  le  cas  general,  et  qu'on 
obtient  en  annulnnt  les  fonctions  intermediaires  singulieres;  ce  sont  ces 
courbes  singulieres  que  nous  allons  maintenant  etudier,  en  supposant 
que  la  surface  hyperelliptique  sur  laquelle  elles  sont  tracees  est  une 
surface  de  Kummer. 

49.  Nous  representerons  parametriquement  la  surface  de  Kummer 
par  le  precede  de  M.  Weber  (Crelle,  t.  84) :  les  coordonnees  homogenes 
X,  y,  z,  t  d'un  point  sont  des  fonctions  theta  du  second  ordre,  normales 


(  ')  Journal  de  Math.,  4''  serie,  t.  VII,  p.  igS-igG. 
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et  a  caracteristique  nuUe.  Ces  fonctions  etant  toules  paires,  a  un  point 
de  la  surface  de  Kummer  M  correspondent  (aux  periodes  pres)  les  deux 
couples  d'arguments  u,  vet  — u,  — v;  il  en  resulte  sans  difficulte  que 
I'equation  d'une  courbe  quelconque  tracee  sur  ^  s'obtient  en  annulant 
une  fonclion  intermediaire  paire  ou  impaire,  et  reciproquement  (voir, 
par  exemple,  notre  Memoire  cite  plus  haut,  p.  48  et  49);  en  d'autres 
termes  : 

L' Equation  d^itne  cowbe  algebrique  tracee  sur  la  surface  de  Kummer  M 
s'obtient  en  igalant  a.  zero  une  fonclion  intermediaire  normale,  paire  ou 
impaire,  de  caracteristique  quelconque ;  et  reciproquement. 

Si  la  fonction  intermediaire  est  une  fonction  theta,  c'est-a-dire  si  son 
indice  1{  est  nul  (n"  21),  la  courbe  est  une  courbe  ordinaire,  existant  sur 
toute  surface  de  Kummer;  si  k  est  different  de  zero,  la  fonction  interme- 
diaire et  la  courbe  correspondante  sont  singulieres  et  reciproquement. 

D'apres  cela,  les  courbes  ordinaires  sont  un  cas  particuiier  des 
courbes  singulieres ;  il  suffira,  dans  les  formules  relatives  aux  secondes, 
de  supposer  k  —o  pour  les  appliquer  aux  premieres. 

50.  Degree  d'une  courbe  singuliere.  —  Soit  F/_/((;/,  t')  =  o  I'equation 
d'une  telle  courbe ;  son  degre  est  la  moitie  du  nombre  des  zeros  com- 
muns  a  F/,/,(«,  v)  et  a  une  fonction  theta  paire,  d'ordre  deux,  et  de  carac- 
teristique nuUe;  c'est-a-dire  a  ¥ij,{u,  v)  et  a  une  fonction  ^'i^o{u,  v)] 
d'apres  la  formule  (25)  du  n°  34,  le  degre  est  done 

(2 . 2 / -1- (3. 2  A),    c'est-a-dire     2/  + (3  A, 

quantite  toujours  positive  (n°  29). 

Si  P  =  o(mod2),  c'est-a-dire  si  I'invariante  A  de  la  relation  fonda- 
mentale  entre  les  periodes  est  de  la  forme  l\n,  on  voit  que  le  degre  des 
courbes  singulieres  est  toujours  pair;  si  p  =  i  (mod 2),  c'est-a-dire  si  A 
est  de  la  forme  t\n-\'  i,  le  degre  peut  etre  pair  ou  impair,  selon  la 
parite  de  k. 


51.  Families  de  courbes  singulieres.  — 


Les  fonctions  singulieres  nor- 
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males,  de  memes  indices  /,  k,  de  meme  caracteristique  (quelconque  d'ail- 
leurs),  et  qui  sont  soil  paires,  soit  impaires,  sont  des  fonctions  lineaiies 
et  homogenes  d'un  certain  nornbre  d'entre  elles  (n"' 40-44):  les  courbes 
qu'on  obtient  sur  la  surface  de  Kummer  en  Ics  egalant  a  zero,  appartient 
done  a  une  serie  lineaire;  nous  dirons  qu'elles  forment  une  famille  de 
courhes  singulikres. 

Une  famille  est  done  determinec  :  i^parles  indices /et A;  2"  par  la 
caracteristique ;  3"  par  le  caractere  defonction  paire  ou  impaire  des  fonc- 
tions normales  correspondantes.  Par  suite,  a  des  indices  donnes /,  k 
correspondent,  puisqu'il  ya  seize  caracteristiques,  trente-deux  families 
de  courbes  singulieres. 

Si^  =  o,  les  trente-deux  famille  deviennent  des  families  de  courbes 
ordinaires,  puisque  les  fonctions  normales  correspondantes  sont  de 
fonctions  theta. 

52.  Les  courbes  d'une  meme  famille  singuliere  passent  loutes  par  un 
certain  nombre  de  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer,  comme  on 
va  r^tablir.  Auparavant  il  est  utile  de  rappeler  quelques  definitions  et 
proprietes  relatives  aux  points  doubles. 

53.  Points  doubles  de  la  surface  de  Kummer.  —  lis  sont  au  nombre  de 
seize,  situes  six  a  six  dans  seize  plans  dits  singuliers,  qui  touchent  res- 
pectivement  M  suivant  une  conique.  Leurs  arguments  u,  v  sont  les  seize 
demi-periodes,  c'est-a-dire 

u  =  -  e  -i-  -Ig-  -i-  -  I  h, 
2         2  2 

2        2  2  ^ 

OU  £,  £',  X,  X'  sont  egaux  a  0  ou  i. 

Rappelons  d'abord  la  notation  que  nous  avons  proposee  (')  pour  les 
seize  plans  singuliers  et  les  seize  points  doubles;  les  plans  singuliers  sont 
representes  respectivement  par  un  des  seize  symboles  : 

11',   12',   i3',        21',   22',  44') 


(')  Ce  Journal,  t.  IX.  4°  serie,  p.  58, 
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obtenus  en  combinant  un  des  caracteres  i ,  2,  3,  4  avec  un  des  caracteres 
i',  2',  3',  4';  les  seize  points  doubles  sont  representes  paries  memes  sym- 
boles  (avec  parentheses) 


(.!'),   (12',)  (4V)- 
Les  six  points  doubles  situes  dans  le  plan  aa'  sont 

(a(3'),    (^/),    i^-o'),    iPy.').    iy^'),  (<3cx); 


de  meme,  les  six  plans  singuliers  qui  passent  par  le  point  (aa')  sont 
ap',    ay',    ao',    jSa',    ycx',  dy.'. 

Quatre  points  doubles  formcnt  un  groupe  de  Rosenhain,  lorsque  le 
tetraedre  qui  les  a  pour  sommets  a  pour  faces  quatre  plans  singuliers  : 
il  y  a  quatre-vingt  de  ces  tetraedres.  Si  Ton  dispose  les  caracteres  1',  2', 
3',  4'  sur  une  ligne  horizontale,  dans  un  ordre  quelconque,  les  caracteres 
1,2,3,  4  sur  une  ligne  parallele  situee  au-dessous,  dans  un  ordre  6gale- 
ment  quelconque,  ct  si  Ton  represente  le  point  (aa')  par  la  droite  qui 
joint  les  caracteres  a  et  a',  les  symboles  grapJiiques  des  groupes  ou 
tetraedres  de  Rosenhain  sont 

ica-y'S         a'         a.-     S'V'    <5'        'i'  S' 

V        VV,.  A  A 

'J.        1  3  7  d       a.        0        at"-  J 

De  meme  quatre  points  doubles  formcnt  un  groupe  de  Gopel,  lorsque 
le  tetraedre  qui  les  a  pour  sommets  n'a  pour  face  aucun  plan  singulier : 
il  y  a  soixante  tetraedres  de  Gopel  ayant  pour  symboles  graphiques 


MM  \><i 

Le  symbole  graphique  des  six  points  doubles  situes  dans  un  meme 
plan  singulier  est 


Indiquons  enfin  les  symboles  de  groupes  remarquables  de  huit  points, 
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formant  ce  qu'on  peut  appeler  un  octaedrc  de  Gopel,  et  que  nous  retrou- 
verons  par  la  suite  :  ce  sont 


II  y  a  trente  de  ces  octaeclres. 


54.  Quant  a  la  relation  entre  la  notation  symbolique  et  les  demi- 
periodes  correspondantes,  elle  est  marquee  au  Tableau  suivant  : 


Demi-periodes  correspondantes. 


Symboles. 
(II')... 

(12')... 
(21')... 
(22')... 

(3i')... 

(32')... 

(4i')--. 
(42')... 
(i3')... 
(i4')... 

(23')... 
(24')--. 

(33')... 
(34')... 
(43')... 
(44')... 


o 
o 
I 
I 
o 
o 
I 
I 
o 
o 
I 
I 
o 
o 
I 
I 


E  . 

o 
I 

o 
I 
o 
I 
o 
I 
o 
I 
o 
I 
o 
I 
o 
I 


T- 

o 

o 

o 

o 

I 

I 

I 

I 

o 

o 

o 

o 

I 

I 

I 

I 


r  • 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


La  demi-periode  e,  s,  a,  X'  est 

11  =  -  -\-  -  Ig  -\-  -  Vh, 

2      2  2 

,.=  i'  +  i>./i  +  -A'^'. 

22  2 

55.  II  est  interessant  de  voir  ce  que  deviennent  les  symboles  ci-dessus, 
quand  on  ajoute  aux  seize  demi-periodes  une  meme  demi-periode,  autre 
que  u  =  o,  v=o;  voici  les  resultats  qu'on  verifie  immediatement  a  I'aide 
du  Tableau  precedent. 

Ajouter  la  demi-periode  u  =  -,v  =  o  revient  a  permuter  i  et  2,  3  et  4 
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sans  changer  i',  2',  3',  4  ;  c'est-a-dire  que  la  demi-periode,  qu'on 
obtient  en  ajoutant  ->  o  a  (sS'),  est  ( 1 3').  Ainsi  : 


■l-J  11UU1I>JI^11  Lie    let  UCIlll 

—  0,  £ 

A    U 

IJCl  111  LI  IC  . 

3  el  4 

rip 

)) 

0 

Q 

/ ' 

4- 

)) 

J 

J 

i-v 

Q 

2  * 

/. 
4 

i' 

2' 

•  3'  A'- 

)) 

)) 

Q 

Q 

J 

Q 

)) 

0 

^) 

4  ) 

» 

)) 

I 

I 

0 

)) 

2, 

3  ; 

» 

» 

0 

I 

0 

» 

r,  3 

2, 

4 

i' 

2' 

;  3^  4^'; 

» 

» 

I 

I 

I 

0 

» 

I,  4 

2, 

3 

I', 

2' 

3',  4'! 

» 

» 

0 

0 

0 

I 

i',  3' 

;2', 

4' 

» 

» 

0 

1 

0 

I 

» 

I,  2 

;3, 

4 

;  I', 

3' 

2',  4'; 

» 

» 

I 

0 

0 

1 

» 

I',  4' 

;2', 

3'- 

» 

» 

I 

I 

0 

I 

» 

1 ,  2 

;  3, 

4 

I', 

4' 

2',  3'; 

» 

» 

0 

0 

I 

I 

» 

I,  3 

;  2, 

4 

I', 

3' 

2',  4'; 

» 

» 

0 

I 

I 

I 

» 

I,  4 

;  2, 

3 

I', 

3' 

2',  4'; 

» 

» 

I 

0 

I 

I 

» 

I,  3 

;  2, 

4 

I', 

4' 

2',  3'; 

» 

» 

I 

I 

I 

I 

» 

I,  4 

2, 

3 

I', 

4' 

2',  3'; 

zeros  remarqiiables  des  fonctions  normales,  paires  ou  impaires. 


56.  Toutes  les  fonctions  normales  paires  de  caraeteristique  donnee 
correspondant  a  des  indices  /  et  k  donnes,  ou  toutes  les  fonctions  nor- 
males impaires  correspondantes,  s'annulent  pour  une  demi-periode 
quelconque,  c'est-a-dire  pour 

2  2  2 

-£  -1-  -A/i  -^-  -V  g. 
2  2  2 

On  a  en  effet,  d'apres  les  relations  memes  qui  definissent  unefonction 
normaie  F(m,  i>),  d'indices  /  et  k, 

F(»  +  £  +  Ig^Vh',  V  +  £'+  \h  +  \'g') 

^■!li\^[—lgikh)+->-n.ikV[—lli+ki;'\  g-KOr-[—I;a.h—(l+ks']'^)_ 

Si  Ton  fait,  dans  cette  relation, 


u  = 


-  -e-  -lg--l'h, 
2       2  2 


-i£'-  '-Ih- 
2  2 
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et  si,  pour  abreger,  on  designe  par  —  -  et  —  -  ces  valeurs  de  u,  v,  il 
vient 

p/_   J    _  \  g7II|£<O+S'UjV/.0VA'0'4-/l£>.+£0/)+X(c'),+c').')  +  *(£'H-).ac).'-(-|3s').'ll 

V  2  '   2  V       '-^  2  / 

Si  done  le  nombre 

(2)  N  =  80)  +  £'(.)'+  W  +  /(£>.  +  £'A')  +  /.•(£'/.  +  acA'+  (3£'}/) 

est  paii\  la  relation  precedente  montre  que  les  fonctions  F(m,  p)  impaires 
s'annulent  pour  la  demi-periode  -,  — ;  si  ce  nonibre  est  impair,  ce  sont 
les  fonctions  ¥{u,  ^)  paires  qui  s'annulent. 

57.  II  est  aise  de  trouver  les  demi-periodes  qui  annulent  les  fonctions 
F(m,  v)  paires  ou  impaires.  Plusieurs  cas  sont  a  distinguer  : 

.58.  Premier  gas  :  k  est  pair.  —  Le  nombre  N(2)  est  alors  de  meme 
parite  que 

£W  +  £'W'+  IB  +  >/9'+  Z(£>.  +  £'>.')  : 

done,  (0,  co',  0,  6'  etant  donnes,  c'est-a-dire  la  earacteristique  etant 
donn6e,  les  fonctions  normales  paires  (impaires),  pour  lesquelies  I  a 
la  meme  parite,  s'annulent  pour  les  memes  demi-periodes.  En  particu- 
lier,  elles  s'annulent  pour  les  memes  demi-periodes  que  les  fonctions 
theta  normales  paires  (impaires)  dont  I'ordre  a  la  parite  de  /;  geometri- 
quement,si  k  est  pair,  les  courbes  des  families  singulieres  passent  sur 
la  surface  de  Kummer  par  les  memes  groupes  de  points  doubles  que  les 
courbes  des  families  ordinaires.  Ainsi  ( ' )  : 

k  etant  pair. 

Si  I  est  pair,  o  =    +  (3/r/+  ak'^  Pest  egalement : 

r  Les  — ^ —  fonctions  singulieres  normales  paires,  d^indices  I,  k  et  de 
earacteristique  nulle,  ne  s^annulent  simultanement  par  aucune  demi- 
periode  :  il  leur  correspond  une  famille,  —  i  fois  infmie,  de  courbes 
singulieres  ne  passant  par  aucun  point  double  de  la  surface  de  Kummer; 


( ' )  Voir  noire  Memoire  :  Sur  les  surfaces  hyperelliptiques,  t.  IX  de  ce  Journal, 
4°  serie,  p.  72-74- 
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2*  Les  — ^  fonctions  singulieres  normales  impaitrs,  de  caracteristique 
nulley  s'annulent  pour  les  seize  demi-periodes ;  il  leur  correspond  une 
famille,  — —  i  fois  infinie,  de  courbes  singulieres  passant  par  les 
seize  points  doubles; 

3°  hes  -  fonctions  singulieres  normales  paires,  de  caracteristique  donnee 

non  nulle,  s'annulent  pour  huit  demi-periodes  et  les  -  fonctions  normales 

impaires  de  mime  caracteristique  s'annulent  pour  les  huit  autres;  il  corres- 

pond  a  ces  deux  series  de  fonctions  deux  families  -  —  i  fois  infinie,  de 

chacune,  de  courbes  singulieres;  les  courbes  de  la  premiere  famille  passent 
toutes  par  huit  points  doubles  formant  un  octaedre  de  Gdpel,  les  courbes 
de  la  seconde  famille  passent  par  les  huit  autres  points  doubles  qui  for- 
ment  aussi  un  pareil  octaedre. 

Si  I  est  impair  J  S  est  egalement  impair  : 

Les  0  fonctions  singulieres  normales,  de  caracteristique  donnee  quel- 
conque,  se  divisent  en  fonctions  paires  et  fonctions  impaires, 
ou  inversement,  selon  que  la  caracteristique  est paire  ou  impaire  (^)  aux 
fonctions  correspond  une  famille,  —  i  fois  infinie,  de  courbes 
singulieres  passant  par  six  points  doubles  situesdans  un  mime  plan  singu- 
Her  de  la  surface  de  Kummer;  aux  — ^ —  fonctions  correspond  une  famille, 

0  I 

— ^  I  fois  infinie,  de  courbes  singulieres  passant  par  les  dix  autres 

points  doubles. 

59.  Deuxi^me  CAS  :  k  est  impair.  —  Le  nombre  N(2)  a  la  parite  de 
D'ailleurs        p/H-  a  =  o  (mod  2),  et  en  remplagant  a  par  sa  valeur 


(')  La  caracteristique  est  paire  ou  impaire,  selon  que  w(5  =  w'5'  est  pair  ou 
impair. 
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tiree  de  cetle  congruence,  on  est  ramene  au  nombre 

j         +/(£X  +  £')/)  +  £'>.  +  Oc}/4-/(/  +  (3)£X'+(3£'X'. 

Distinguons  maintenant  trois  sous-cas  designes  ci-dessous  par  I, 
II,  III. 

60.  i"  0  est  impair.  —  D'apres  le  n°  46  les  fonctions  singulieres  nor- 
males  paires  et  impaires,  de  caracleristique  donnee  quelconque,  se 
deduisent(a  un  facteur  exponentiel  pres)  des  fonctions  singulieres  nor- 
males,  paires  et  impaires  ou  impaires  et  paires,  par  I'addition  a.  u,  v 
d'une  demi-periode, 

II  suffit  done  d'etudier  les  demi-periodes  qui  annulent  les  fonctions 
paires  et  impaires  de  caracteristique  nuUe. 

Le  nombre  (3)  est  alors,  en  y  faisant  co  =  w'=  0  =  0'=  o  et  o  =  i, 

l{el  H-  £'>.')  4-  £'/.  -+•  £//+  /(/  +  (3)  £}.'+  (3£'X', 

ce  qui  s'ecrit 

[£'4-£/][A  +  //(/H-(3)]  +  £A'. 

S'il  est  =1,  les  fonctions  paires  de  caracteristique  nulle  s'annulent 
pour  la  demi-periode  (c,  s',  X,  X'),  sinon  ce  sont  les  fonctions  impaires. 
Or  I'equation 

xj-\-zt^\       (mod  2), 

oil  a:,  y,  z,  i  sont  o  ou  i,  a  six  solutions  si  A  =  i,  et  si  A  =  o; 
pour  A  =  I ,  ces  solutions  sont 

x  =  o,.     O,  I,  I,  I,  I, 

J'  =  o,      I,  O,  I,  I,  I, 

I,  I,  o,  O,  I, 

/=  I,      I,  I,  O,  I,  o. 

Les  fonctions  paires,  caracteristique  nulle,  d'indice  /  et  k,  s'annulent 
done  pour  les  six  demi-periodes 

£  =       I ,  I ,  I ,  O,  O,  O, 

c'i^S      /,  /,  I,  I, 

>.  =  /  +  (5,    /-i-|3  +  i,    /+(3,    I,    /H-(3  +  i,  I, 

\'=     I,  I,  I,         o,  I,  o, 

(inoda). 
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Les  notations  symboliques  de  ces  six  demi-periodes  son t  les  suivantes, 
suivant  la  parite  de  P  et  de  / : 

[I  pair   (23'),    (43'),    (24').    (32'),    (34'),    (4^')  [XXl 

\  »       2  1 

(3  pair  I 

1  1'      3'     f  T 

\l  impair...    (44'),    (^4'),    (43'),    (32'),    (i4'),    (4'')U^  | 

I  I  pair   (43'),    (23'),    (44'),  (32'), 

(3  impair  I 

[  I  impair...    (24'),    (44'),    (23'),  (32'), 

On  a  ainsi  trois  types  de  groiipes  de  six  points  doubles  de  ^  (les  deux 
derniers  revenant  evidemment  au  meme)  qu'on  peut  caracteriser  aise- 
ment  au  point  de  vue  geometrique. 

Le  premier  type  :  (aS'),  (43'),  (24'),  (^2'),  (34'),  (42')  est  forme  par 
les  six  sommets  non  communs  a  deux  tetraedres  de  Gopel  qui  out  un 
sommet  commun  (22'). 

Le  deuxieme  type  :  (44')»  (24')'  (43'),  (32'),  (i4')»  (4i')  est  forme  par 
les  six  sommets  non  communs  a  deux  tetraedres  de  Rosenhain  qui  ont 
un  sommet  commun  (42')  . 

Le  troisiemetype  :  (43'),  (23'),  (4V)»  (^2'),  (i4')'  (^2')  estformepar 
les  six  sommets  non  communs  a  un  tetraedre  de  Gopel  et  a  un  tetraedre 
de  Rosenhain  qui  ont  un  sommet  commun  (4i')- 

Les  fonctions  impaires,  de  caracterislique  nulle,  d'indices  /  et  k,  s'an- 
nulent  pour  les  dix  demi-periodes  n'annulant  pas  les  fonctions  paires. 

On  passe  enfin  du  cas  de  la  caracteristique  nulle  a  celui  des  caracte- 
ristiques  non  nulles  en  ajoutant  une  meme  demi-periode  a  chacun  des 
groupes  ci-dessus;  les  notations  symboliques  des  groupes  nouveaux  se 
deduisent  des  precedentes  par  les  regies  du  n°  55,  et  Ton  reconnait  que 
les  systemes  de  six  points  doubles  correspondants  possedent  encore  les 
memes  proprietes  geometriques.  En  resume  : 

61.  I .  ^  etant  impair.,  si  0  est  impair  : 

Les  0  fonctions  singulieres  normales,  d'indices  I  et  k,  de  caracteristique 


(i4'),   (42')  ^^-^ 

It      i      2  * 


(34'),  (4i') 
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donnee  quelconque,  se  divisent  en  °  ^  '  fonctions  paires  ct  °  ^  '  fonclions 

0    I  I 

impaires,  ou  inversement  (^)  :  awo;  — —  fonctions  correspond  une  famille 

—  I  fois  injinie,  de  courbes  singulieres  passant  toutes  par  six  points 
doubles,  non  situes  dans  un  meme  plan  singulier,  de  la  surface  de 

Kummer;  aux  — —  fonctions  correspond  une  famille,  — ^  i  fois 

infinie,  de  courbes  singulieres  passant  par  les  dix  autres  points  doubles. 

Comme  il  y  a  seize  caracteristiques,  on  trouve  ainsi,  pour  /etA-  donnes 
(A-  impair),  seize  groupes  remarquables  de  six  points  doubles,  qui  ne 
dependent  que  de  la  parite  de  /  et  de  [3  et  qui  se  deduisent  de  I'un  d'eux 
par  Taddition  d'une  des  quinze  demi-periodes  autres  que  (o,  o)  :  on 
verifie  sans  difficulte  que  deux  quelconques  de  ces  groupes  on  ttoujours 
deux  points  communs  et  deux  seulement;  les  huit  points  non  communs 
forment  un  octaedre  de  Gopel;  enfin  un  meme  point  singulier  appar- 
tient  a  six  groupes. 

62.  2°  0  est  pair,  et  la  caracteristique  est  telle  que 

w  =  /w';       e'=0(/  +  (3)  (moda). 

Comme  d'apres  le  n"  47  on  passe  au  cas  de  la  caracteristique  non  nulle 
en  ajoutantune  demi-periode  convenable  aux  fonctions  normales,  paires 
et  impaires,  de  caracteristique  nulle,  nous  supposons  encore 

Le  nombre  (3)  est  alors,  en  faisant  o  =  o,  de  la  parite  de 
ce  qui  s'ecrit 

[£'+£/][A  +  X'(/  +  (3)]. 

On  a  done  a  etudier  une  congruence  de  la  forme 

xy  =  A       (mod  2 ). 

Si  A  =  I ,  on  a  necessairement  ^  =  i ,  j  =  i ,  d'oii 

£'+£/  =  !,       >,  +  :^'(/+ (3)  =  i  (moda), 


(  ')  Selon  que  oj[( +  (3 )  9  +  9']  +  co'[— a9  + est  pair  ou  impair  (n"  Vo). 
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ce  qui  donne  pour  zeros  des  fonctions  paires,  de  caracteristique  nulle, 
d'indices  /,  /•,  les  quatre  demi-periodes 

£      0,  o,  I.  I, 

£'=  1,  T,  I,        /  + 

).  =  1,   Z+p  +  i,       I,      /  + 

}.'=  O,  I  ,  O,  1  . 

Les  notations  symboliques  correspondantes  sont,  suivant  la  parite  de 
[3  etde  / : 

[Ipair  (3-2'),    (3V),    (',2'),    («')  [X] 

\  I  impair   (32'),    (i4'),    4i'),  (23') 


(43')   y  y 

Si  P  est  pair,  les  quatre  points  forment  done  un  gionpedeGopel;  si  j3 
est  impair,  an  groupe  dc  Rosenhnin. 

Les  fonctions  impaires,  de  caracteristique  nulle,  s'annulent  pour  les 
douze  demi-periodes  qui  n'annulent  pas  les  fonctions  paires. 

Pour  passer  au  cas  des  trois  caracteristiques  remarquables  non  nulles 
telles  que  to  = /co',  0'=  0  (/ -h  (3),  il  suffit  d'ajouter  une  demi-periode 
aux  groupes  de  quatre  points  ci-dessus ;  on  retrouve  soit  le  memo  groupe 
(pour  quatre  demi-periodes  y  compris  o,  o),  soit  trois  autres  groupes, 
dont  chacun  correspond  a  une  des  trois  caracteristiques.  Le  Tableau  sui- 
vant fait  connaitre  ces  groupes  de  quatre  points,  scion  la  parite  de  p  ct 
de     on  y  a  recrit  le  groupe  qui  repond  a  la  caracteristique  nulle. 

[3  pair. 

I  pair.  I  impair. 

(3'i'),  (34'),l42'),  (44'),  (3^'),  (i4')r(4i'),  (^3'"),  - 

(3.'),  (33'),    (4i'),  (43'),  (42'),  (24'),    (3i'),  (i3'), 

(12'),  (24'),   (22'),  (24'),  (12'),  (34'),   (21'),  (43'), 

(11'),  (i3'),    (21'),  (23'),  (21'),  (44'),    (•!'),  (33'), 


I  pair   (32'),    (i4'),  (4^'), 

[3  impair 

I  impair   (32'),    (34'),  (4''), 
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[3  impair 

I  pair.  I  impair. 

(33'),   (i4^'^(42'),   (24'),  (37),   (34'),  "^(41'),  (43')^ 

(3i'),    (i3'),    (4i'),    (23'),  (3i'),    (33'),    (42'),  (44'). 

(12'),      (34'),      (22'),      (44'),  (12'),      (l4'),      (2:'),  (23'), 

(II'),     (33'),     (21'),     (43'),  (22'),     (24'),     (II'),  (i3'), 

Ce  Tableau  montre  que,  dans  chaque  cas,  les  quatre  groupes  de 
quatre  points  comprennent  une  (et  une  seule)  fois  chacun  des  seize 
points  doubles;  deux  quelconques  d'entre  eux  forment  un  octaedre 
de  Gopel ;  si  (3  est  pair,  chaque  groupe  est  un  groups  de  Gopel ;  si  p  est 
impair,  un  groupe  de  Rosenhain.  En  resume  : 

63.  II.  k  etant  impair.,  si  o  est  pair  : 

Les  S  fonctions  singulieres  normales,  d'' indices  I  et  k,  appartenant  d 
Vune  des  quatre  caracteristiques  remarquables    ^         telles  que  co  =  ^w', 

0'=  0(/+  (mod  2),  se  divisent  en  fonctions  paires  et^  fonc- 
tions impaires,  ou  inversement  selon  que  6co'  est  pair  ou  impair  :  aux 
-^^^  fonctions  correspond  une  famille,  —  i  fois  infinie,  de  courbes 
singulitres  passant  toutes  par  quatre  points  doubles  de  la  surface  de 
Kummer;  aux  — ^  fonctions  correspond  une  famille,  — —  —  i  fois 
infinie.,  de  courbes  singulieres  passant  par  les  douze  autres  points  doubles. 

Aux  quatre  caracteristiques  correspondent  ainsi  quatre  groupes  de 
quatre  points  doubles,  dont  Vensemble  forme  les  seize  points  doubles  de 
la  surface. 

64.  3°  0  est  pair  et  la  caracterislique  ne  verifie  pas. 

oj  =  /r,j',       9'==9(/  +  [3)  (mod2). 

En  ce  cas,  il  y  a  -  fonctions  paires  d'indices  I,  k  et  autant  d'impaires;  la 

caracteristique  ne  peut  etre  nulle.  Le  nombre  (3)  s'ecrit,  en  y  faisant 
0  =  0, 

W£  +  £'W'+  W  +  X'9'+  /(£>.  +  £'"A')  +  £'X  +  /(/  +  (3)  £X'+  |3£'V, 

ce  qui  s'ecrit 

[£'+ £/-4- 9]  [A  +  X'(/ +  p)  +  «']  +  [£  +  5'+  9(/ 4-  S)]  [  W  4-  /m'  i 

+  X'[9'+9(/  +  P)]  + w[9'4-9(/  +  (3)]  +  o/[9'/  +  9/(/  + j3)  +  5]. 
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Pour  trouver  les  denii-periodes  qui  annulent  les  fonctions  paires, 
il  faut  exprimer  que  ce  nombre  =i  (mod2);  ce  qui,  en  representant 
par  Q  les  termes  de  la  seconde  ligne,  formes  de  quantites  connues, 
donne  une  congruence  de  la  forme 

.z-j-  +        +  I'j)')  +  /[&'+  (3)]  =  i2  +  I  (niod2). 

Or,  parhypothese,  w  -h  loj'  et  0'  +  4-  p)  ne  sont  pas  pairs  a  lafois,  de 
sorte  que,  si  a)-h/co'=i  par  exemple,  on  peut  donner  k  cc,  y,  t  les 
valeurs  o  ou  i  eten  deduire  toujours  une  valeur  de  z.  On  a  done  en  tout 
huit  solutions  en  cc,  y,  z,  t;  a  une  de  ces  solutions  a^,  y,  z,  t  correspond 
la  solution  en  £,  e',  \,  \'  : 

(4) 


I  ),  +  >/(/ +  (3) 


0)  yj^r 


ce  qui  donne  un  et  un  seul  systeme  i,  e',  X,  X'.  Done  les  fonctions 
normales  paires  s'annuient  pour  huit  demi-periodes,  et  les  fonctions 
impaires  pour  les  huit  autres  :  les  groupes  de  points  doubles  corres- 
pondants  ne  dependent,  d'apres  (4),  que  de  la  parite  de  /  et  de  [3. 

Comme  les  caracteristiques  qui  ne  verifient  pas  co  =  /co',  0'  =  0(/  h-  ,3) 
sont  au  nombre  de  i6  —  4  12,  on  trouve  ainsi,  pour  /  et  p  de  parites 
donnees,  2x12=24  groupes  de  liuit  points  doubles;  ces  groupes 
sont  assocics  deux  a  deux  de  telle  sorte  que  les  huit  points  doubles  qui 
ne  font  pas  partie  d'un  groupe  appartiennent  a  I'autre.  II  suffira 
done  d'ecrire  douze  des  vingt-quatre  groupes;  les  douze  autres  s'en 
deduisent  immediatement.  Voici  les  resultats  : 

(3  pair. 


I  pair. 

(44')  (24')  (43')  (3^o7^')  (i3')  (3i')  (3x') 

(44')  (24')  (43')  (4i')  (11')  (i3')  (22')  (42') 

(44')  (24')  (32')  (4i')  (11')  (12')  (230  (33') 

(44')  (43')  (32')  (i4')  (22')  (23')  (II')  (3i') 

(44')  (43')  (i4')  (4i')  (21')  (23')  (12')  (42') 

(44')  (32')  (i4')  (4i')  (21')  (22')  (i3')  (33') 

(24')  (43')  (32')  (4i')  (21')  (22')  (23')  (34') 

(44')  (24')  (43')  (i4')  (33')  (34')  (II')  (21') 

(44')  (24')  (i4')  (4i')  (3i')  (34')  (i3')  (23') 

(24')  (32')  (i4')  (4i')  (42')  (II')  (21')  (3i') 

(24')  (43')  (32')  (i4')  (42')  (i3')  (23')  (33') 

(43')  (32')  (i4')  (4i')  (11')  (12')  (i3')  (34') 
et  les  douze  groupes  associes. 


/  impair. 

(23')  (43'j  (24')  (3'4rOO'(i3')  (i4')  (22') 

(24')  (32')  (34')  (42')  (H')  (12')  (i4')  (33') 

(23')  (43')  (32')  (42')  (II')  (12')  (i3')  (440 

(430  (320  (340  (42O  (22O  (iiO  (3i0  (4iO 

(230  (320  (340  (42O  (21O  (22O  (i30  (330 

(430  (240  (320  (420  (2iO  (22O  (i4')  (440 

(230  (430  (240  (420  (330  (iiO  (21O  (4i0 

(230  (430  (240  (320  (3iO  (330  (12O  (22O 

(230  (430  (340  (420  (3i0  (330  ('40  (440 

(230  (240  (320  (340  (440  (11')  (21O  (3x0 

(230  (240  (340  (420  (4i0  (440  (12O  (22O 

(430  (240  (320  (340  (4i0  (440  (i30  (330 

et  les  douze  groupes  associes. 
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/  pair. 

(3  impair. 

t   C//tJJCcCr  , 



(32') 

(34') 

(43')  (I2') 

(i3') 

(i4') 

(21') 

Civ') 

(32') 

(43')   (24')   (1.2')   (1 3') 

 ■  

(2l')  (3i', 

(4i'; 

(34') 

(4i') 

(43')  (ii') 

(i3') 

(i4') 

(33') 

(42') 

(32') 

(42')   (34')   (ll')  (13') 

(33')  (33' 

(43' 

(33') 

(34') 

(4i')  (n') 

(12') 

(i4') 

(33') 

(33') 

(32') 

(l4')   (42')   (II')  (12') 

(1 3')  (34' 

)  (44' 

(32') 

(4 1') 

(43')  (n') 

(I3') 

(i3') 

(24') 

(44 ) 

(32') 

(l4')   (42')   (21')  (33') 

(i3')  (33' 

1  (43' 

(34') 

(4 1') 

(43')  (21'] 

(23') 

(24') 

(13') 

(42') 

(32') 

(l4')   (42')   (23')  (33') 

(I.')  (3i' 

)  (4i' 

(3 1') 

(34') 

(4l'j  (31'] 

(22') 

(24') 

(i3') 

(33') 

(32') 

(42')   (24')   (2l')  (23') 

(23')  (34' 

)  (44' 

(33') 

(34') 

(43')  (23') 

(33') 

(24') 

("') 

(3 1') 

(i4') 

(42')  (34')  (33')  (34') 

("')  (2l' 

)  (4i' 

(33') 

(4t') 

(43')  (2l') 

(22') 

(23') 

(i4') 

(44') 

(32') 

(i4')  (34')  (3 1')  (33') 

(34')  (12' 

)  (22' 

(32') 

(4i') 

(43')  (3i'] 

(33') 

(12') 

(22') 

(42') 

(x4') 

(42')  (24')  (3i')  (34') 

(i3')  (23' 

)  (43' 

(34') 

(4 1') 

(43')  (3i'] 

(33') 

(i4') 

(24') 

(44') 

(32') 

(i4')  (24')  (44')  (II') 

(21')  (3i' 

)  (43' 

(33') 

(34') 

(4i')  (42') 

(44') 

(ll') 

(21') 

(3i') 

(42') 

(i4')  (24')  (4i')  (43') 

(44')  (12' 

1  (33' 

(33') 

(34') 

(43')  (42') 

(44') 

([3') 

(33') 

(33') 

(33') 

(i4')  (24')  (4i')  (44') 

(i3')  (33' 

)  (33' 

et  les  douze  groupes  associes.  et  les  douze  groupes  associes. 


On  peut  faire  sur  ces  Tableaux  les  remarques  suivantes  : 

1°  [3 pair.  —  II  y  a  huit  plans  singuliers  qui  contiennent  respective- 
ment  quatre  points  d'un  groupe;  par  exemple,  pour  le  groupe 

(44')    (24')    (43')    (33')    (13')    (i3')    (21')  (3i'), 

ces  huit  plans  sont 

43',    32',    4i',    23',    11',    i4',    33',  34'. 

Considerons  un  de  ces  plans  :  il  contient,  outre  quatre  points  du 
groupe,  deux  autres  points  doubles;  ces  deux  points  et  les  quatre 
points  du  groupe  non  situes  dans  le  plan  forment  un  des  groupes  de 
six  points  rencontres  aux  n"*  60-61 ;  si  /  est  pair,  ce  groupe  de  six 
points  est  un  de  ceux  qui  correspondent  a  /  impair,  et  inversement. 

Chacun  des  groupes  de  huit  points  comprend  deux  points  de  I'un 
quelconque  des  quatre  groupes  de  quatre  points  rencontres  au  n°  62, 
et  qui  correspondent  a  la  meme  parite  de  /. 

2°  p  impair.  —  H  y  a  deuce  plans  singuliers  qui  contiennent  respecti- 
vement  cm^  points  d'un  groupe;  par  exemple,  pour  le  groupe 

(32')    (34')    (43')    (13')    (i3')    (i4')    (31')  (3i'), 
ces  deux  plans  sont 

II'    et  33'. 
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Un  de  ces  plans  contient  en  outre  un  sixieme  point  double;  ce  point 
et  les  trois  points  du  groupe  non  situes  dans  le  plan  forment  un  des 
groupes  de  quatre  points  (Rosenliain)  rencontres  au  n°  62  :  si  /  est 
pair,  c'est  un  des  groupes  de  quatre  points  qui  correspondent  a  I  impair, 
et  inversement. 

En  resume  : 

65.  III.  k  etant  impair^  si  §  est  pair  : 

Les  0  fonctions  singidieres  normales,  dHndices  /,  appurtenant  dVune 
des  douze  caracteristiques  qui  ne  verifient  pas  les  congruences  w  =  /co', 

6'=0(/-|-  (3)  (mod 2),  se  divisent  en  -  fonctions  paires  et  -  fonctions 

impaires;  a  ces  deux  groupes  de  fonctions  correspondent  deux  families, 

^  —  I  fois  injinie  chacune,  de  courbes  singulieres ;  les  courbes  d^une 

famille  passent  toutes par  huit  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer, 
et  les  courbes  de  V  autre  famille  par  les  huit  autres  points  doubles. 

66.  Remarque  1.  —  D'une  maniere  generale,  tous  les  groupes  de 
points  doubles  rencontres  aux  n°*  58-65  ne  dependent,  pour  une  carac- 
teristique  donnee,  que  de  la  parite  de  (3,  de  /  et  de  k, 

67.  Remarque  11.  —  Si  A:  est  impair.,  les  groupes  de  points  doubles 
situes  sur  les  courbes  singulieres  d'une  meme  famille  possedent  la 
propriete  suivante  :  un  plan  singulier  quelconque  contient  toujours  un 
nombre  pair  de  ces  points  lorsque  (3  est  pair,  et  un  nombre  impair 
lorsque  p  est  impair.  Cela  resulte,  soit  des  Tableaux  donnes  ci-dessus, 
soit  de  ce  qu'une  courbe  (singuliere  ou  non)  tracee  sur  la  surface  de 
Kummer  louche  les  seize  plans  singuliers  en  tous  les  points,  autres 
que  les  points  doubles,  ou  elle  les  rencontre;  par  suite,  dans  chaque 
plan  singulier,  elle  passe  par  un  nombre  pair  ou  impair  de  points 
doubles,  selon  que  son  degre  (2/-1-  pA-)  est  pair  ou  impair. 

68.  Remarque  III.  —  II  resulte  des  propositions  ci-dessus  que, 
dans  tous  lescas  : 

Une  famille  de  courbes  singulieres,  d^  indices  I,  k,  qui  passent  toutes  par 
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2^  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer^  est 


(0-5  +  2; 


fois  infinie. 

On  pose  toujours 


(J=  /3+  (3A7  +  ak"-. 


C'est  egalement  vrai,  bien  entendu,  pour  les  families  de  courbes 
ordinaires,  qui  repondent  au  cas  particulier  de  k  —  o. 

Genre  des  courbes  singulieres  sur  la  surface  de  Kummer. 

69.  Soient  x,y  ,  z  les  coordonnees  cartesiennes  non  homogenes 
d'un  point  de  la  surface  de  Kummer      on  a 

les  0  etaut  des  fonctions  theta  du  second  ordre,  paires  et  de  caracte- 
ristique  nuUe. 

Designons  par  F(,(m,  v)  une  fonction  normale  quelconque,  d'in- 
dices  /,  k,  paire  ou  impaire,  et  de  caracteristique  donnee;  par  la  courbe 
Fo  =  o,  tracee  sur  menons  une  surface  d'ordre  quelconque  n, 
S(a;,  z)  —  o,  qui  coupe  en  outre  ^  suivant  une  courbe  C(z^  r)  =  o ; 
on  a,  en  designant  par  S(i/,  ce  que  devient  S(a7,  j,  ;;),  quand  on  y 
rem  place  x,  y  %i  z  par  leurs  valeurs  (5)  en    ety  : 


(6)  S(«,r)  =  F„(/^(0 


Par  la  courbe  C{u,     =  o  menons  une  surface  quelconque  d'ordre  n, 

<:s^{x,  y,  z)  =  o,  on  a  de  meme 

(7)  ,(„,.)  =  F(„,,.)|iil, 

F(u,  etant  une  fonction  normale  de  memes  indices  et  de  meme 
caracteristique  que  Fo,  paire  ou  impaire  en  meme  temps  que  F,;  car, 

d'apres  (6)  et(7),  ^  est  une  fonction  quadruplement  periodique  paire. 

Gela  pose,  d'apres  un  theoreme  bien  connu  de  M.  Nother,  toute 
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differentielle  abelienne  de  premiere  espece  appartenant  a  la  courbe 
Fo{u,  v)  ~  o  est  necessairement  de  la  forme 

en  designant  par  K(a;,  jk>  z)  —  o  I'equation  de  la  surface 

Reciproquement,  une  differentielle  de  ce  type  n'est  pas  toujours  de 
premiere  espece  si  la  courbe  Fo  presente  des  singularites;  mais  nous 
n'aurons  besoin  que  de  la  premiere  partie  du  theoreme. 

70,  RemplaQons  maintenant,  dans  la  differentielle  (8),  x^y,  et  z  par 
leurs  valeurs  en  u,  p,  et  tenons  compte  de  ce  que,  sur  la  courbe  consi- 
deree,  Fo(i/,  v)  est  nul. 

On  a,  d'aprfes  (6), 

_  <^Fo  C  _     Ox  dy  dz 

."-UU      ~^^d^'^     du  ^"  ^=d^' 
dF,  C  _     dx         dj  dz 
di>  ©'„'  ~     di-  ^  •>  dv  ^  'df' 

De  meme,  K(//,  v),  etant  nul  identiquement, 


^,  dx 

-^^y-dTi^ 

dz 
du 

dx 

^  y  di> 

dz 
d~v 

d'oii  en  eliminant  ^  et  ^> 

du  dv 


^-f  ( k;  -  s;  )  + 1  ( s;  k;  -  s;  k;.  ,  =  §  |  k;  , 
^ (S, k; -  s;  Ki)  + 1- (s;. - s;  k;,)  =  i^?  c_ ^,  _ 


'0 


et,  par  suite, 

(9)      (S,K'.-  S;  K' )  f  ^  ^  _  ^        =  C  /dF,  ^  _  dF^  dx\ 

w    -       2    y'\dudv      dv  du)      %%\dv  du       du  dv j  ^ 

D'ailleurs 


,       dx  ,       dx  , 

ax=  -T-  du  H — 7-  dv, 
du  dv 

dFo  ,       dF,  , 

o  =  -5-^  du  H  ^  dvf 

du  dv 
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ce  qui  donne 

/ OFo  dx      d\\  Ojc\  du 
dx  =   -T  ^   ' 


di'  du       du  dc  J  fdF^ 

Portant  cette  valeur  de  dx,  la  valeur  (7)  de  p  et  la  valeur  (9)  de 
S^.  K^,  —  S'-     dans  la  differentielle  (8),  celle-ci  devient 

dx  dy      dx  dy 

F(u,  v\  du  dv      dv  du  , 
(10)  du. 


dv 

Observons  enfin  que,  sur  la  surface  M,  I'integrale  double 

J  j  dx  dy 

est  de  premiere  espece  et  se  reduit  a  si  Ton  remplace  a?  ety 

par  leurs  valeurs  (5)  en  w  et    ;  on  a  ainsi 

dx  dy   dx  dy  

du  di>      dt>  du  ^ 

(car  on  peut  supposer  le  facteur  constant  egal  a  I'unite).  La  differen- 
tielle (10)  s'ecrit  alors 

_, ,  du 
V  d^^  ) 

Telle  est  la  forme  necessaire  des  differentielles  abeliennes  de  premiere 
espece  appartenant  a  la  courbe  Fo  =  o;  Y(u,  y  designe  une  fonction 
de  la  meme  famille  que  Fo(m,  v). 

71.  Reciproquement,  il  est  clair  que  toute  differentielle  de  la  forme  (i  i) 
est  une  integrate  abelienne  appartenant  a  la  courbe  Fo(m,  t^)  =  o;  on 
le  voit,  par  exemple,  en  refaisant  en  sens  inverse  les  calculs  precedents. 

Pour  qu'elle  soit  de  premiere  espece,  il  faut  et  il  suffit,  si  la  courbe 
Fo  =  o  possede  un  point  double,  c'est-a-dire  un  point  verifiant  les 
relations 

dF.  dF: 
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que  la  courbe  F  =  o  passe  par  ce  point;  en  general,  si  la  courbe  F,,  =  o 
a,  en  un  point,  une  singularite  a,  il  faut  et  il  suffit  que  la  courbe  F  =  o 
possede  en  ce  point  la  singularite  a',  adjointe  de  a.  Ainsi : 

Les  differentielles  abeliennes  de  premiere  espece  appartenant  a  une 
courbe  Fo(?^,  v)  =  o  sont  de  la  forme  (ii),  on  F(i^,  v)  est  le  premier 
membre  de  I'equation  d'une  courbe  de  la  meme  famille  que  la  proposee  et 
adjointe  d  celle-ci. 


72.  Les  courbes  d'une  meme  famille  passent  toutes  (n"*  58-65)  par 
2J  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer,  s  pouvant  etre  nul.  Nous 
allons  montrer  : 

i"  Quelles  n'ont  point  d'autre  point  commun,  simple ou  multiple; 
2°  Qu'aucun  des  2.$  points  doubles  de  ^  par  lesquels  elles  passent 
n'est  multiple  sur  elles  toutes. 

Soil,  en  effet,  Y^{u,  =  o  une  quelconque  des  courbes  de  la  famille, 
ne  presentant  aucune  singularite  speciale  par  rapport  aux  autres  :  les 
courbes  de  la  famille  formant  une  serie  lineaire  tracee  sur  une  sur- 
face sans  lignes  multiples,  n'ont  pas  toutes  des  points  singuliers 
variables  d'une  courbe  a  I'autre;  si  done  la  courbe  Fo  =  o  a  des  singu- 
larites,  celles-ci  sont  fixes  et  communes,  des  lors,  a  toutes  les  courbes 
de  la  famille.  Soit  alors  F  =  oune  autre  de  ces  courbes;  ladifFerentielle 
abelienne 

clu 


F(//,  V) 


est  de  premiere  espece  sur  F(,=  o,  puisqu'en  tout  point  singulier  de 
Fo^o,  s'il  en  existe,  la  courbe  F  =  o  presente  la  meme  singularite. 
Le  genre,  p,  de  Fo  =  o  est  done  egal  au  nombre  des  fonctions  F(m,  v) 
lineairement  distinctes,  diminue  d'une  unite  (car  on  doit  exclure  la 
fonction  F„);  on  a  ainsi,  en  vertu  du  n°  68; 

(12)  /j=J(6  — 5  +  2)  =       (3A7  +  <5tA-2). 


D'ailleurs,  d'apres  un  theoreme  classique,  la  courbe  Fo  =  o  est 
coupee  par  les  courbes  F,  qui  sont  ses  adjointes  les  plus  generales,  en 
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2(p  —  i)  points  mobiles,  c'est-a-dirc  que  les  deux  equations 

Fu(«<,  i')  =  o,       F(«,  v)  =  o 

ont  2.2(/)  —  i)  solutions  non  fixes,  deux  a  deux  egales  et  de  signes 
contraires.  Le  nombre  total  des  solutions  communes  etant  (n°  34)  egal 
a  20,  on  a,  pour  le  nombre  des  solutions /ixes, 

20  —  4  (/J  —  I  ), 

c'est-a-dire  2s,  d'apres  (12). 

II  en  resulte  que  les  courbes  Fo  o,  F  =  o  n'ont  pas  d'autres  points 
communs  fixes  que  les  2s  points  doubles  de  M,  par  lesquels  passent 
toutes  les  courbes  de  la  famille,  et  que  les  2^  points  sont  simples  sur  ces 
courbes. 

73.  Nous  allons  maintenant  etudier  les  singularites  que  peuvent 
presenter  les  courbes  d'une  meme  famille  en  un  des  points  doubles  de 
la  surface  de  Kummer  M. 

74.  Soit  0  le  point  double  de  ^  qui  repond  a  =  o,  =  o  ;  on  verra, 
sans  difficulte,  que  les  raisonnements  ci-apres  s'appliqucnt  a  tout 
autre  point  double. 

Si  les  courbes  d'une  meme  famille  passent  toutes  par  0,  comme  0 
est  simple  (n°  72)  sur  la  courbe  generale  de  la  famille,  I'equation  de 
celle-ci  s'obtient  en  annulant  une  fonction  impaire,  ¥{u,  i'),  de  u  et  v  : 
par  suite,  les  courbes  de  la  famille  qui  admettent  0  comme  point  mul- 
tiple, I'admettent  comme  point  multiple  di'ordre  impair,  iq->r  i. 

Pour  exprimer  que  0  est  un  point  multiple  d'ordre  iq-\-i  pour 
une  courbe  de  la  famille,  il  faut  ecrire  que,  dans  le  developpement 
de  Maclaurin  de  la  fonction  impaire  F(m,  v),  les  termes  d'ordres 
1,3,  5,  .  .  . ,  (2</  —  i)  en  u  et  v  disparaissent,  ce  qui  donne 

2  +  4  +  6 +...H~2<y        ou  c/{g-\-i) 

conditions  au  plus.  Nous  disons  au  plus,  parce  qu'il  pourrait  arriver 
que  ces  conditions  fussent  reductibles  entre  elles. 

De  meme,  si  0  n'est  pas  un  des  2s  points  communs  a  toutes  les 
courbes  de  la  famille,  I'equation  de  la  courbe  la  plus  generale  de  cette 
famille  s'obtient  en  annulant  une  fonction  paire,  F(w,  r),  de  u  et  v; 
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les  courbes  de  la  famille  qui  adrnettent  0  comme  point  multiple, 
radmettent  done  eomme  point  multiple  d'ordrc pair,  ir.  Le  nombre  des 
conditions  exprimant  que  0  est  multiple  d'ordre  2/- est 

1  +  3  +  5  -h  ...  -\-  '?.r  —  I 

ou     au  plus. 

75.  Expression  gencrale  du  genre  (V une  courbe .  —  Supposons  qu'une 
courbe  indecomposable,  appartenant  a  une  famille  d'indices  /,  k,  ait,  en 
un  point  double,  0,  de  un  point  multiple  d'ordre  ir,  a  branches 
distinctes  :  quel  abaissement  de  genre  produit  une  pareille  singularite  ? 

Soit  Fo(w,  (^)  =  o  la  courbe  consideree;  les  differentielles  abeliennes 
de  premiere  espece  qui  lui  appartiennent  sont  du  type 

OU  F(w,  v)  est  le  premier  membre  de  i'equation  d'une  courbe  de  la 
meme  famille  que  Fo  =  o  et  adjointe  a  celle-ci,  c'est-a-dire  devant  pre- 
senter en  0  un  point  multiple  d'ordre  'ir  —  i  au  moins.  Mais,  en  vertu 
du  numero  precedent,  les  ordres  de  multiplicite  du  point  0  sur  les 
diverses  courbes  d'une  meme  famille  sont  de  meme  parite  :  la  courbe 
Fn(;/,  ^')  =  o  admet  done  necessairement  0  comme  point  multiple 
d'ordre  ir,  c'est-a-dire  qu'elle  est  assujettie  a  r"^  conditions  au  plus.  La 
diminution  de  genre  est  done  r"^  au  plus. 

De  meme,  si  la  courbe  Fo  (m,  t-)  =  o  a,  en  un  point  double  de  un 
point  multiple  d'ordre  2^  +-i,  a  branches  distinctes,  la  diminution 
correspondante  du  genre  est  q{q-\-  i)  au  plus. 

Enfin,  il  est  clair  qu'un  point  double,  non  situe  en  un  des  seize 
points  singuliers  de  M,  diminue  le  genre  d'une  unite;  et,  en  general, 
un  point  multiple  a  branches  distinctes  d'ordre  h,  le  diminue  de 

^h{h  —  1),  auplus. 

Soit  alors  une  courbe  Fo(?/,  <')  =  o,  appartenant  a  une  famille 
d'indices  /,  k,  dont  toutes  les  courbes  passent  par  is  points  doubles 
de  il.  Supposons  que  Fo  presente  les  singularites  suivantes  : 

1°  En  chacun  de  ces  is  points,  des  points  rnvXii^X^s  d  branches  dis- 
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tinctes  d'ordres  respectifs 

2(7,  +  I,    2(7;+ I,  27.,.,+ I  ; 

2"  En  chaciin  des  16  --  -is  autres  points  doubles  de  des  points 
multiples  a  branches  distinctes  d'ordres  respectifs 

2/",,       2/2.        •■•1        2^"]  (;_2.?  ) 

3"  En  d'autres  points,  des  points  multiples  d  branches  distinctes 
d'ordres 

A,,  //,,   

Un  ou  plusieurs  des  nombres  r/,,  r,,  h,  peuvent  etre  nuls,  c'est-a-dire 
que  la  courbe  consideree  n'a  aucune  singularite  au  point  corres- 
pondant. 

Le  genre  des  courbes  de  la  meme  famille  que  Fu  est  (n"  72) 

J  (  3  -  s  +  2) ; 

si  p  est  le  genre  de  Fo,  on  a  done,  en  vertu  des  resultats  relatifs  a 
I'abaissement  du  genre, 

(,3)  ^^l(3_,  +  2)_-2^(,/+,)._  1r^--  '-lh{h-i). 

Soit  d'ailleurs  F(m,  c)  o  une  quelconque  des  courbes  de  la  meme 
famille  que  la  courbe  Fg,  et  adjointe  a  celle-ci;  les  deux  equations 

Fo(",  f')  =  o,        F(m,  t')=o, 

qui  ont  en  tout  20  solutions  communes,  en  ont  l\{p  —  i)  non  fixes 
(n°  72);  comme  la  courbe  F(«/,  v)  =  o  presente  les  memes  singularites 
que  la  courbe  F,,  =  o  aux  seize  points  doubles  de  (n"  75),  et  un  point 
d'ordre  h  —  i,  au  moins,  en  chaque  autre  point  multiple  d'ordre  h 
de  Fo,  on  a 

.    (i4)  4(/^  — i)  =  23-42'--— l(2<7  +  i)2-2/t(A-i)-N, 

le  terme  N  etant  mis  pour  tenir  compte  des  autres  points  fixes  d'inter- 
section  de  Fo  avec  les  courbes  F,  s'il  y  en  a.  On  en  deduit,  en  observant 
que  2(29+1)2  =  42:^(^  +  1)  +  2^, 

(i5)  ^^1(5 -5 +  2) -I/-'-- 2^(7  +  1)-  -lh{h  —  i) 
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et,  par  suite,  en  comparant  avec  (i3),  on  voit  qu'il  faut  prendre  le 
signe  =,  ce  qui  donne  la  formule 

(16)    p  —  ^{t'-{-^kl  +  ak'--s-h2)  —  lr'-  -lq{q  +  i)-  ^-lli{h~i). 

76.  Remarque  1.  —  La  seconde  partie  de  la  demonstration  prece- 
dente  ne  s'applique  pas  si  la  courbe  F„  est  unicursale,  e'est-a-dire  si 
p  =  o,  parce  qu'il  n'existe  alors  pas  de  courbe  F(//,  c);  la  formule  (i4) 
peut  done  n'etre  plus  verifiee. 

II  est  aise  d'en  donner  une  demonstration  valable. 

Soit  ^(u,  i>)  une  fonction  normale  de  meme  caracteristique  que  la 
fonction  F„(f/,  v),  paire  ou  impaire  en  meme  temps  que  celle-ci, 
d'indices  l-\-2m,  /.•;  m  etant  un  entier  quelconque.  Les  courbes 
<P(u,  t^)  =  o  passent  par  les  2*  points  doubles  de  M  communs  a  toutes 
les  courbes  de  la  famille  qui  comprend  Fo  (n°  66). 

Parmi  ces  courbes  O,  considerons  celles,  (f(u,i>)  =  o,  qui  sont 
adjointes  a  Fo;  elles  presentent  aux  points  singuliers  de  F^  les  singula- 
rites  que  presentaient  tout  a  I'heure  les  courbes  adjointes  F  :  on 
demontre  sans  difficulte  qu'elles  coupent  F^  en  2(/>  —  i)  +  7/1(2/+  p^) 
points  mobiles  (');  de  sorte  que,  en  raisonnant  comme  plus  haut  et  en 
employant  la  formule  (25)  du  n°  34,  on  a 

4(/>>  —  1 )  +  2m(2/  +  (3/,)  =  2/(/  +  2m)  +  (3A(2/  +  2m)  +  2(xk- 

—  42/-2— 2(2ry  +  1)2— 2/;(/i  — 0  — N, 

ce  qui,  les  termes  en  m  disparaissant,  donne  a  nouveau  la  formule  (i4)- 
Or  les  courbes  <I»  dependent  lineairement  de 

^[(/  + 27«)2+ |3A(/  + 2m)  ^- — 5  4- 2] 

parametres  (n"  68),  et  Ton  peut  toujours  prendre  m  assez  grand  pour 
qu'il  y  ait  une  au  moins  de  ces  courbes  adjointe  a  Fo.  La  formule  (16) 
est  done  generale. 

77.  Remarque  II.  —  Nous  avons  suppose,  en  etablissant  la  for- 


(')  Voir  une  demonstration  analogue  dans  notie  Memoire  :  Sur  les  surfaces 
hyperelliptiques,  t.  IX,  de  ce  Journal^  4*  serie,  p.  i52. 
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mule  (i6)  du  genre,  que  les  points  multiples  de  la  courbe  Fo  =  o 
etaient  a  branches  separees;  s'il  en  est  autrement,  cette  circonstance 
ne  peut  evidemment  que  diminuer  le  genre,  de  sorte  qu'on  a,  en  ce  cas, 

(17)  p<^  1(3-5+  2)  — Ir=— 27(/7+i)—  -i;/i(/t  — i). 

78.  Des  raisonnements  precedents  resulte  aussi,  sans  difficulte,  la 
proposition  suivante  : 

Considerons,  parmi  les  courbes  d'une  famille  donnee,  d'indices  /,  k, 
passant  simplement  par  ns  points  doubles  de  celles,  C,  qui  admettent 
un  ou  plusieurs  de  ces  points  pour  points  multiples  d'ordrcs  donnes,  a 
savoir  : 

Chacun  des  is  points  pour  points  d'ordres  respectifs  3//,  -+-  t ; 
Chacun  des  16  —  is  autres  points  doubles  pour  points  d'ordres  res- 
pectifs iri\ 

et  supposons  que  ces  courbes  ne  soient  pas  toutes  decomposables. 

Les  courbes  Gforment  evidemment  uneserielin^aire;  elles  dependent 
d'un  nombre  de  parametres  p  qui  est  egal  a  leur  genre,  et  qui  a  pour 
expression 

(18)  p=z^{r-+pkl  +  ixk^-  s  +  2)  -2^2-  27(7  +  i). 

Elles  n'ont  en  commun  aucun  autre  point,  simple  ou  double  de  ii, 
que  ceux  qui  interviennent  dans  leur  definition;  elles  n'ont  pas  non 
plus,  puisqu'elles  torment  une  serie  lineaire,  de  point  multiple  variable 
d'une  courbe  a  I'autre. 

Cas  elliptique. 

79.  Nous  avons  jusqu'ici  laisse  expressement  de  cote  (n"  24),  dans 
le  cas  elliptique,  les  courbes  qui  correspondent  a  des  indices  /,  k  tels 
que  S,  c'est-a-dire  /-H-P^/n-aP  soit  nul  :  d'apres  le  n"  23,  ces 
courbes  s'obtiennent  en  annulant  une  fonction  theta  elliptique  d'une 
seule  variable,  U  ou  V,  de  sorte  qu'elles  formentdeux  families,  evidem- 
ment lineaires,  U  =  const,  et  V=  const. 

Les  courbes  d'une  de  ces  families  ne  passent  evidemment  toutes  ^diV 
aucun  point  double  de  la  surface  de  Kummer  Jlx. 
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On  etablit  sans  difficulte,  en  suivant  la  marche  du  n°  23,  les  propo- 
sitions suivantes,  dont  plusieurs  se  trouvent  deja  enoncees  dans  notre 
Memoire  Sur  les  surfaces  de  Kummcr  elliptiques  ('). 

80.  Posons  toujours  A  — n';  chaque  coiirbe  U  =  const,  s'obtient 
individuellement  en  annulant  une  fonction  theta  elliptique  de  U,  paire, 
et  d'ordre  deux  :  si  Ton  revient  aux  variables  anciennes,  m  et  ^,  a  cette 
fonction  correspond  une  fonction  interinediaire  singuliere  normale,  de 
caracteristique  nulle,  et  paire,  pour  laquelle  les  indices  sont 

11  y  a  deux  de  ces  fonctions  lineairement  distinctes. 

Or  ce  nombre,  deux,  est  compris  dans  la  formule  generale,        '  du 

n"  42,  qui  donne  le  nombre  des  fonctions  normales  paires,  de  caracte- 
ristique nulle,  d'indices  /, /•;  o  designant  toujours  /- +  (3/:/+ a/c'-'  : 

pour  0  =  0,  ^—-^  est  bien  egal  a  2. 

Le  degre  des  courbes  U  =  const,  s'obtient  (n"'  36  et  50)  par  la  for- 
mule generale        ^k,  ce  qui  donne  in. 

Les  courbes  V==  const,  donnent  lieu  a  des  remarques  semblables; 
leurs  indices  sont  : 

/  =  —  |3  -1-/1,      A-  =  3; 

elles  sont  aussi  de  degre  in. 

On  verrait  sans  difficulte  que  toutes  ces  courbes  sont  de  genre  un; 
les  courbes  U  =  const,  ont  le  meme  module;  de  meme,  les  courbes 
V=  const. 

On  demontre  enfin,  par  les  raisonnements  memes  du  cas  general,  que 
pour  les  indices 

et  pour  chacune  des  quatre  caracteristiques  remarquables 

co^/w',       9'  =  0(/-h(3), 

(5  +  3 

il  existe  — ^  ?  c'est-a-dire  une  fonction  normale,  soit  paire,  soit  impaire. 


(')  American  Journal  of  Mathematics,  t.  XVI. 
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s'annulant  pour  quatre  demi-periodes,  conformeinent  aux  Tableaux 
du  n° 62. 
Memes  resultats  pour  les  indices 

II  y  a  ainsi,  dans  la  serie  des  courbes  U  =  const,  ou  V  =  const., 
quatre  courbes  remarquables,  passant  par  quatre  points  doubles  de 
elles  sont  d'ordre  2/+  (3/f,  c'est-a-dire  n,  et  de  genre  zero. 

D'apres  cela,  les  courbes  exclues  jusqu'ici  sur  les  surfaces  de 
Kummer  elliptiques  rentrent  dans  le  cas  general,  et  toules  les  formules 
precedemment  etablies  leur  sont  applicables. 


QUATRIEME  PARTIE. 


Equations  modulaires. 

81.  En  vertu  d'une  proposition  rappelee  plus  haut  (n°  48)  et  qui 
derive  d'un  beau  theoreme  de  M.  Appell,  Tequation  d'une  courbe  alge- 
brique  tracee  sur  une  surface  hyperelliptique  quelconque  s'obtient 
necessairement  en  annulantune  fonction  intermediaire  :  si  done,  une 
surface  de  Kummer  M  admet  une  courbe  algebrique  qui  n'existe  pas 
sur  la  surface  generale,  c'est  qu'il  correspond  a  cette  courbe  une  fonc- 
tion intermediaire  sin  guliere;  M  est  done  une  surface  de  Kummer  «>i- 
guliere. 

Les  surfaces  hyperelliptiques  repondant  a  des  fonctions  abeliennes 
singulieres  sont  done  caracterisees  par  ce  fait  qu'on  peut  y  tracer  des 
courbes  algebriques  n'existant  pas  dans  le  cas  general  :  on  en  deduit 
immediatement  une  importante  consequence. 

82.  Les  coordonnees  d'un  point  d'une  surface  de  Kummer  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  deux  parametres,  x  et/,  et  de^s 


368 


OEUVRES   DE  GEORGES  HUMBERT. 


deux  radicaux 

^a;{i  —  x){i  —  >.^)(i  —  iJ-x){i  —  vic), 

les  constantes  X,  v  (ou  leurs  racines  carrees)  sont  ies  modules  des 
fonctions  abeliennes  liees  a  la  surface.  Exprimons  maintenant  qu'une 
surface  ainsi  definie  parametriquement  admet  une  courbe  algebrique 
de  degre  donne,  n'existant  pas  dans  le  cas  ou  X,  [j.,  v  sont  quelconques  : 
nous  arrivons  evidemment  a  une  ou  plusieurs  relations  algebriques 
entre  ces  modules  X,  [x,  v.  D'ailleurs,  dans  le  cas  d'une  surface  une  fois 
singuliere,  c'est-a-dire  dans  le  cas  ou  les  p6riodes  h,  g'  ne  sont  liees 
que  par  une  seule  relation  singuliere,  il  ne  peut  exister  entre  les 
modules  qu'une  seule  relation,  laquelle  est  necessairement  algebrique 
par  ce  qui  precede.  Ainsi  : 

A  toute  relation  singuliere  entre  les  periodes  d^une  fonction  abelienne 
de  genre  deux,  correspond  une  relation  algebrique  entre  les  modules. 

Nous  nommerons  cette  relation  equation  modulaire;  dans  ce  qui  suit, 
nous  nous  proposerons  de  former  I'equation  modulaire  qui  correspond 
a  une  relation  singuliere  donnee  entre  les  periodes. 

83.  La  methode  que  nous  suivrons  consistera  essentiellement  a 
exprimer  que  la  surface  de  Kummer  admet  des  courbes  algebriques 
n'existant  pas  dans  le  cas  general;  au  lieu  de  traiter  le  probleme  dans 
I'espace,  nous  le  ramenerons  a  une  question  de  geometric  plane,  en 
projetant  sur  un  plan  la  surface  et  les  courbes  qu'on  y  peut  tracer,  le 
point  de  vue  etant  un  des  seize  points  doubles,  que  nous  supposerons 
toujours  etre  le  point  (i  i'). 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  devons  entrer  dans  quelques  explica- 
tions, relativement  a  cette  projection. 

84.  La  figure  (F),  ci-contre,  represente  la  section  par  un  plan 
quelconque,  IT,  des  six  plans  singuliers  de  la  surface  de  Kummer  pas- 
sant par  le  point  double  (i  i')  :  ces  six  droites  forment,  comme  on  sait, 
le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  IT. 

Sur  chacune  des  six  droites  on  a  inscrit  le  symbole  du  plan  singulier 
correspondant  :  12',  i3',  i4',  21',  3i',        au  point  d'intersection  de 
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deux  droites,  on  a  marque  le  symbole  du  point  double,  autre  que  (i  i'), 
commun  aux  deux  plans  singuliers  correspondants,  de  sorte  que  les 
quinze  points  ou  les  six  droites  se  coupent  deux  a  deux  sont  les  projec- 


tions,  sur  le  plan  11  et  a  partir  du  point  double  (i  i'),  des  quinze  autres 
points  doubles  de  la  surface. 

Soit  maintenant  une  courbe  C,  tracee  sur  la  surface  de  Kummer  M, 
et  rencontree  en  un  seul  point  mobile  par  chacun  des  rayons  qui  la 
projettent  a  partir  du  point  (ii')  :  sa  projection  sur  le  plan  11  sera  une 
courbe  Z  inscrite  au  contour  apparent  de  c'est-a-dire  une  courbe  tan- 
gente  aux  six  droites  de  la  figure  (F)  en  tons  les  points  oii  elle  les  ren- 
contre, les  points  doubles  du  contour,  c'est-a-dire  les  points  d'inter- 
section  des  six  droites  entre  elles,  etant  seals  exceptes. 

85.  Inversement,  une  courbe  2  donnee  dans  le  plan  11  et  inscrite  au 
systeme  des  six  droites,  est-elle  la  perspective  d'une  courbe  C  de  la 
surface  de  Kummer,  rencontree  en  un  seul  point  par  les  rayons  qui  la 
projettent;  en  d'autres  termes,  le  cone  qui  a  pour  sommet  le  point 
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double  (ii')  et  pour  base  la  courbe  S  coupe-t-il  la  surface  M  suivant 
deux  courbes  dislinctes. 

Supposons  que  le  point  (i  i')  soit  pris  pour  le  sommet  x  =  o,  y  —  o, 
2  =  o  du  telraedre  de  reference  ;  ['equation  de  M  est  de  la  forme 

u,r--f- 2U;,<  + u,=  o, 

Ua,  U;,,  U,.  etant  des  polynomes  homogenes  en  x-,  y,  z  de  degres 
marques  par  I'indice.  Le  cone  circonscrit  a  ^  a  partir  du  point  (ii') 
est  U3  —  UjU,.  —  o,  et  se  decompose  en  six  plans,  qui  sont  les  six 
plans  singuliers  passant  par  (i  i  );  on  a  done  identiquement 

Cela  pose,  pour  qu'un  cone  de  sommet  (11')  coupe  M  suivant  deux 
courbes  distinctes,  il  faut  et  il  suffit  evidemment  que,  siir  ce  cdne,  les 
deux  valeurs  de  t,  tirees  de  I'equation  (i),  soient  rationnelles  en  cc, 
y,  z,  c'est-a-dire  que  U^— U2U4,  ou  le  produit  P|P2...P«,  soit  ra- 
tionnel.  En  d'autres  termes,  en  designant  par  2  =  o  I'equation  du 
c6ne,  ou  celle  de  sa  base  dans  le  plan  IT  pins  pour  plan  /  =  0,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  ait  identiquement 

N°-P,P2 .  ..Pe  =  M^+2Q, 

N,  M,  Q  etant  des  polynomes  en  oc,  y,  z.  Telle  est  la  condition  a  laquelle 
doit  satisfaire  la  courbe  inscrite  £  :  on  voit  que  toute  courbe  inscrite  au 
systeme  des  six  droites  P,  ne  repond  pas  a  la  question,  car  en  general 
pour  une  telle  courbe  S',  on  a  seulement  I'identite 

RP,P,...Pe=lVP-+2'Q, 
le  polynome  R  n'etant  pas  necessairement  un  carre. 

86.  Observons,  pour  terminer  ces  generalites,  que  les  six  plans  sin- 
guliers passant  par  (11)  touchent  un  cone  du  second  ordre,  celui  des 
tangentes  a  la  surface  de  Kummer  au  point  double  (11');  on  sail  de 
plus  que  si  Ton  fait  correspondre  d'une  maniere  univoque  un  para- 
metre  X  a  chacun  des  plans  tangents  de  ce  cone,  et  si  a,,  0-2,  .  .  . ,  a^ 
sont  les  valeurs  du  parametre  correspondant  aux  six  plans  singuliers 
consideres,  les  fonctions  hyperelliptiques  liees  a  la  surface  de  Kummer 
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dependent  du  radical 

\''{a;  —  ai){x  —  a,).  .  .(.r  —  (7,). 

Le  probleme  de  former  les  equations  modulaires  ou,  ce  qui  est  la 
meme  chose,  les  equations  entre  a,,  02,  revient  done  a  trouver, 

pour  chaque  relation  singuliere  entre  les  periodes,  une  relation  geome- 
triquc  caracteristique  eniveles,  six  plans  singuliers  qui  passentpar(i  i'), 
ou  entre  les  six  droites  (tangentes  a  une  meme  conique)  de  la  figure  (F) 
qui  precede. 

87.  Pour  mieux  faire  comprendre  la  methode  que  nous  suivrons, 
nous  I'appliquerons  d'abord  aux  deux  cas  particuliers  non  elliptiques 
les  plus  simples,  a  savoir  ceux  ou  I'invariant  A  de  la  relation  singuliere 
entre  les  periodes,  et  qui  est  necessairementde  la  forme  4N  ou  4N  H- 1, 
a  Tune  des  valeurs  5  et  8;  le  cas  de  A  =  i  a  ete  exclu  au  n°  17  comme 
ne  correspondant  pas  a  de  veritables  fonctions  abeliennes;  celui  de 
A  =  4  est  elliptique,  et  nous  en  dirons  de  suite  quelques  mots. 

Gas  de  A  =  4- 

88.  La  relation  singuliere  entre  les  periodes  pent  se  ramener  la 
forme  (n°  12) 

c'est-a-dire  que 

0£  =  —  I,         (3=0,         V  =  i- 

On  a  pour  S 

On  sait  (n°  80)  qu'il  existe  sur  la  surface  de  Kummer  £i  deux  series, 
simplement  infinies  chacune,  de  courbes  de  genre  i  et  de  degre  2\/A, 
c'est-a-dire  de  biquadratiques  gauches:  dans  chaque  serie,  quatre  des 
biquadratiques  se  reduisent  a  des  courbes  d'ordre  moitie  moindre, 
c'est-a-dire  a  des  coniques,  passant  chacune  par  quatre  points  doubles 
de  Ces  coniques  correspondent  (n"  80)  aux  indices  /  =  /.•  =  i 
pour  une  serie,  et  /=  i,  A  =  —  i  pour  I'autre;  les  Tableaux  du  n°  62 
montrent  qu'une  conique  du  premier  groupe  et  une  conique  du  second 
passent  par  les  quatre  memes  points  doubles  :  par  exemple,  deux 
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coniques  passent  par  les  points 

(!.').     (22'),      (33'),  (44')- 

Projetons  Tune  d'elles  sur  le  plan  11  a  partir  du  point  (ii');  la 
perspective  est  une  droite  I>  qui  passe  par  les  trois  points  marques  (22'), 
(33'),  (44  )  de  la  figure  (F).  Ainsi,  pour  une  surface  de  Kummer  ellip- 
tique,  d'invariant  A  =  4,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite,  c'est- 
a-dire  que  : 

Si  une  surface  de  Kummer  elliptique  a  pour  invaj'iant  quatke,  les  six 
plans  singuliers  qui  passent  par  un  (juelconque  de  ses  points  doubles,  et 
qui  touchent  comme  d'ordinaire  un  cone  du  second  ordre,  forment  trois 
couples  en  im'olution. 

On  pent  transformer  cette  propriete  par  polaires  reciproques  :  la 
surface  de  Kummer  etant  sa  propre  transformee  dans  dix  correlations, 
qui  font  correspondre  les  points  singuliers  aux  points  doubles  et  inver- 
sement,  on  arrive  a  ce  resultat  bien  connu  : 

Sur  une  surface  de  Kummer  elliptique  repondant  a  A  =  4>  points 
doubles  situes  sur  une  meme  conique  d\in  plan  singulier  forment  trois 
couples  en  involution  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  un  hexagone  de  Brian- 
chon . 

Une  pareille  surface  est  le  tetraedroide  de  Cayley  :  reciproquement, 
toute  surface  de  Kummer  jouissant  de  la  propriete  precedente  est  un 
tetraedroide;  M.  Klein  I'a  etabli  {Math.  Annalen,  \.  II,  p.  217),  et  cela 
resulterait  aisement  d'ailleurs  des  methodes  generales  qui  vont  etre 
developpees. 

Gas  de  A  =  5. 

89.  La  relation  singuliere  entre  les  periodes  peut  alors  se  ramener 
(n°  12)  au  type 

—   +    +  ^'=0, 

c'est-a-dire  que 

a=— I,       (3  =  1,       >'  =  i. 

La  quantite  0  est  ici 

a  =    -4-  (3  /.-/  +  ay  /. =  l-^  +  Id  —  k\ 
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Les  valeurs  /=  i,  k  =:  i  sont  telles  que 

il+pk>  v/A  mod k ; 

il  y  a  done  (n"  29)  des  fonctions  intermediaires  singulieres  d'indices 
I,  I  :  pour  ces  valeurs  de  /  et  Ic,  o  prend  la  valeur  i ;  par  suite  (n"  45), 
il  exists  line  fonction  iiitermediaire  normale,  de  caracteristique  donnee 
quelconque  et  d'indices  i,  f ;  cette  fonction  est  soit  paire,  soil  impaire, 
selon  la  caracteristique.  A  une  des  seize  fonctions  ainsi  definies  corres- 
pond, sur  la  surface  de  Kummer  une  courbe  d'ordre  2/4-  p/r,  ou 
trois  (n"  50);  passant  par  six  points  doubles  de  ^  (n°  6J  )  et  unicursale 
(n°  72)  :  ainsi,  dans  le  cas  de  A  =  5,  la  surface  de  Kummer  admet  seize 
cubiques  gauches,  dont  chacune  passe  par  six  points  doubles,  et  qui  se 
deduisent  de  I'une  d'elles  (n°  46)  par  I'addition  de  demi-periodes  aux 
arguments  hyperelliptiques  u,  v. 

II  y  a  d'ailleurs  sur  seize  autres  cubiques  gauches,  qui  corres- 
pondent aux  indices  l=i,  Ic  =  —  i ,  pour  lesquels  on  a  encore  0  —  i 
et  2/+ pZ:  =  >i ;  les  Tableaux  du  n°  60  permettent  d'etudier,  avec  la 
plus  grande  facilite,  la  disposition  six  a  six  des  seize  points  doubles 
sur  les  trente-deux  cubiques;  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 

Parmi  les  seize  cubiques  de  chaque  groupe,  sice  passent  par  le  point 
double  (11')  (n°6l).  La  cubique  qui  repond  aux  indices  i,  1  et  a  la 
caracteristique  nuUe  ne  passe  pas  par  ce  point;  elle  contient  (n°  60) 
les  points  (24'),  (44')?  (^^')?  (-^2  ),  (34  ),  (4i')  '■  pour  en  deduire  une 
des  cubiques  passant  par  (n'),  il  suffit  d'ajouter  la  demi-periode  qui 
correspond  a  s  =  o,  e' —  i,  X  =  i,  X'  =  o;  car  le  nouveau  groupe  de 
six  points  doubles  se  deduit  du  precedent  en  permutant  i  et  4>  2  et  3 
dans  les  symboles  ci-dessus  (n°  55),  ce  qui  donne  les  points 

(34'),    (i4'),    (33'),    (22'),    (24'),  (II'). 

90.  Projetons  maintenant  cette  seconde  cubique  sur  le  plan  11  a  partir 
de  (1 1'),  la  perspective  est  une  conique  2  qui  passe  par  les  cinq  points 
de  la  figure  (F)  marques  (34')»  (i  V)»  (33'),  (22'),  (24'),  et  qui  est  ins- 
crite  au  systeme  des  six  droites  de  la  figure.  Comme  les  cinq  points 
indiques  sont  des  points  doubles  de  ce  systeme  etqu'ils  sont  les  som- 
mets  d'un  pentagone  forme  par  cinq  des  six  droites  {voirlsL  figure),  la 
conique  Z  doit  toucher  la  sixieme  droite  ^1'. 
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Nous  obtenons  ainsi  une  propriete  simple  des  six  plans  singuliers 
de  ^  qui  passent  par  le  point  double  (i  i'),  dans  le  cas  ou  les  periodes 
des  fonctions  abeliennes  correspondantes  verifient  unc  relation  singu- 
liere  d'invariant  5  : 

Les  six  points  doubles  situes  sur  une  mcnie  coniijue  de  la  surface  de 
Kummer  singuliere  qui  irpond  a  A  =  5,  sent  tels  qu'il  existe  une  conique 
passant  pai'  Vun  d''eux  et  inscrite  d  un  pentagone  forme  par  les  cinq 
autres. 

91.  Beciproquement,  montrons  que  si  cette  condition  ou  la  condition 
correlative  est  satisfaite,  la  surface  de  Kummer  est  necessairement  sin- 
guliere, et  que  I'invariant  correspondant  est  5. 

92.  L'hypothese  est  qu'il  existe,  dans  le  plan  11,  une  conique  2, 
tangente  a  une  des  six  droites  de  la  figure  (F),  et  circonscrite  a  un  des 
pentagones  formes  par  les  cinq  autres;  je  dis  que  le  cone  qui  a  pour 
base  la  conique  Z  et  pour  sommet  le  point  (ii')  coupe  la  surface  de 
Kummer  M  suivant  deux  courbes  distinctes.  Soil,  en  cffet,  M=:o 
I'equation  d'une  cubique  quelconque  du  plan  11,  passant  par  les  cinq 
sommets  du  pentagone  precedent  et  par  le  point  de  contact  q  de  la 
conique  I  avec  la  sixieme  droite;  en  designant  toujours  par  P,  =  o,  . .., 
Pfi  =  o  les  equations  des  six  droites,  la  courbe  d'ordre  six 

P,P,.  9M°-=o, 

ou  6  est  un  parametre  quelconque,  a  evidemment  pour  points  doubles 
les  cinq  sommets  du  pentagone,  et  touche  la  sixieme  droite  au  point  q. 
Cette  courbe  a  ainsi,  avec  la  conique  2,  douze  intersections  qui  sont 
fixes  quand  0  varie;  si  0  est  choisi  de  maniere  qu'elle  passe  par  un  nou- 
veau  point  de  H,  elle  se  decomposera  en  deux  courbes,  dont  I'une  est  2, 
de  sorle  qu'on  aura  identiquement 

P,P,...P„=9„NP+2Q, 

ce  qui  demontre  bien  (n"  (S5)  que  le  cone  du  second  ordre  de  sommet 
(i  r)  et  de  base  2  coupe  ^  suivant  deux  courbes  distijictes,  C  et  C. 

La  conique  E  passe  par  cinq  des  points  de  rencontre  des  six  droites 
de  la  figure  (F)  :  les  deux  courbes  C  et  C  passent  done,  simplement 
chacune,  par  cinq  points  doubles  de  ^  et  ne  passent  par  aucun  autre 
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point  double,  sauf  peut-etre  le  point  (ii').  Elles  passent  nocessaire- 
ment  par  ce  point,  qui  est  d'ordrc  de  multiplicite  impair  sur  chacuno 
d'elles;  car,  en  vertu  des  resultats  des  n°^  58-65,  il  n'existe  pas  de 
courbe  algebrique  sur  une  surface  de  Kummer  passant  simplement  par 
cinq  points  doubles  seulement.  D'ailleurs  les  cinq  points  doubles  en 
question  et  le  point  (ii')  "e  sont  pas  dans  un  meme  plan  singulier 
de  M,  puisque  les  cinq  sommets  du  pentagone  auquel  la  conique  2  est 
circonscrite  ne  sont  pas  sur  une  des  six  droites  de  la  figure  (F)  :  il  en 
resulte  que  ^  admet  des  courbes  algebriques  passant,  avec  des  ordres 
impairs  de  multiplicite,  par  six  points  doubles  non  situes  dans  un 
meme  plan,  ce  qui  ne  se  presente  pas  (n°  58)  pour  des  courbes  non 
singulieres,  ni  pour  des  courbes  singulieres  dont  I'indice  /c  est  pair  : 
est  done  une  surface  de  Kummer  singuliere,  et  les  seconds  indices  k. 
It  relatifs  a  C  et  C  sont  impairs. 

93.  Soit  alors 

a^H-  j3/i  +  g'—  o, 

la  relation  singuliere  qui  correspond  a  ^\  designons  par  I  et  k  les 
indices  de  C;  par  2/7  +  1  I'ordre  de  multiplicite  de  (11')  sur  cette 
courbe.  Le  degrc  de  C  est  2/-}-  (n°  50) ;  son  genre  est  zero,  car  elle 
correspond  point  par  point  a  sa  projection,  la  conique  S;  de  plus  elle 
ne  pent  evidemment  admettre  d'autre  point  multiple  que  (11').  On  a 
alors,  en  ecrivant  que  la  projection  de  C  a  partir  de  (11')  est  d'ordre 
deux,  et  en  appliquant  la  formule  (16)  du  n°  75  sur  le  genre, 

2  =  2/  -i-(3A-  —  (2(7  +  1), 

O  =:    /'^  +  (3  /<■/  +  OC  A  -  —  5  +  2  —  2^(^  +  1). 

Ici  ^  =  3;  eliminant  q  entre  ces  relations,  on  trouve,  en  posant 
A=p^-  4a  : 

^^6-(2/  +  (3A--4)^^ 
A " 

d'ou,  necessairement,  puisque  k  doit  etre  impair  et  A  positif  de  I'une 
des  formes  4N  ou  4  N  +  i, 

A  =  5.  C.  Q.  F.  D. 

94.  liquation  modulaire.  —  En  vertu  de  ce  qui  precede  et  du  n°  86, 
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pour  exprimer  que  le  radical 

\  {x  —  a^){x  —  a.,) .  .  .{x  —  a,,), 

conduit  a  des  fonctions  abeliennes  singulieres  avcc  V invariant  cinq,  il 
suffit  de  considerer  une  conique  dont  les  tangentes  correspondent 
d'une  maniere  univoque  a  un  parametre,  et  d'ecrire  qu'il  exists  une 
seconde  conique  touchant  la  tangente  de  parametre  a^,  et  circonscrite 
a  un  pentagone  forme  par  les  tangentes  de  parametres  ,  a^,  a,^,  a^,  a^, 
prises  dans  un  ordre  quelconque. 

Pour  simplifier,  supposons  =  oo,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  genera- 
lite;  le  radical  est  alors 

\''{x  —  a^)  {x  —  a^). .  .{x  ■ —  a-,); 

prenons  pour  conique  fondamentalo  la  parabole  j  =  a;-,  dont  les  tan- 
gentes ont  pour  equation  generale 

J  ■+  2dx  -\-  d-=0, 

6  etant  un  parametre  arbitraire;  a  6  =  oc correspond  la  droite  de  I'infini. 

Pour  determiner  le  pentagone,  prenons  les  cinq  tangentes  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  a,,  a^,  .  .  . ,  n-^  de  0,  dans  I'ordre  a^,  a^,  a^, 
a^,  a.,;  il  s'agit  d'exprimer  que  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  som- 


Fig.  3. 


mets  A,  B,  C,  D,  E  touche  la  droite  de  I'infini,  c'est-a-dire  est  une 
parabole. 

Le  probleme  ne  presente  aucune  difficulte,  et  voici  le  resultat  final  : 
Pour  que  le  radical 


^{x  —  a^)(x  —  a,)  {x  —  a-.)  (x  —  a, )  {x  —  a.^) 


SUR  LES   FONCTIONS  AB^LIENNES   SINGULIERES.  3^^ 

conduise  a  des  fonctions  nbeliennes  dont  les  periodes  normales  soient  liees 
par  line  relation  singuliere  dHnvariant  cinq,  la  condition  est 

4[a|  («:( —       +  «2  («/,,  —  a-^)  +     (a^  —  «i )  +     f«i  —  ^2)  +  «3  («•>  —  «;i )] 
=     [aj      —  a,J  («.>+  rt,-, )  +  a);  (a,,  —  a,)  («;,  +  a, )  +  ...  +  a?  (a.,  —  «:, )(«i  H-  «/,)]■• 

95.  Remarque.  —  Si  le  radical  etait  pris  sous  la  forme  generale 
\J{x  —  oii){x  —  aa).  .  .{x  —        on  passerait  de  ce  cas  an  precedent 

par  la  substition  t  =  ^  '  ^  »  a«  designant  une  quelconque  des  six 

racines.  Les  racines  du  polynome  du  cinquieme  ordre  en  t  qui  figure 

maintenant  sous  le  radical  sent  — ^- — j  (i  =  i,  i,  3, 4.  5),  et  il  suffit  de 

les  substituer  dans  un  ordre  quelconque,  aux  rt, ,  a^j  •  •  •  «5  de  la  formule 
precedente  pour  avoir  la  condition  cherchee. 

96.  Consequences  geometriques .  —  Si  la  conique  S  existe  dans  le 
plan  n,  on  vient  de  voir  que  la  surface  est  singuliere  et  correspond  a 
I'invariant  cinq  :  outre  la  cubique  dont  la  perspective  est  2,  la  sur- 
face admet  onze  autres  cubiques  passant  par  (ii')>  (n°  89);  par 
suite  il  existe,  dans  le  plan  IT,  onze  coniques  analogues  a  2,  c'est- 
a-dire  tangentes  a  une  des  six  droites  de  la  figure  (F)  et  circonscrites  a 
un  pentagone  forme  par  les  cinq  autres  droites. 

Les  Tableaux  et  les  resultats  du  n°  60  permettent  d'etudier  la  dispo- 
sition des  point  doubles  de  ^  sur  les  onze  nouvelles  cubiques,  c'est- 
a-dire  la  disposition  des  pentagones  inscrits  aux  onze  nouvelles 
coniques  du  plan  11;  on  arrive  ainsi  a  un  theoreme  de  Geometric  ele- 
mentaire,  qu'il  est  interessant  de  rattacher  aux  fonctions  abeliennes,  et 
que  nous  enongons  sous  sa  forme  correlative  : 

Soient  a,  6,  c,  </,  f  six  points  d'une  conique  :  s^il  existe  une  conique 
passant  par  f  et  inscrite  an  pentagone  dont  les  sommets  successifs  sont  a, 
6,  c,  d,  e,  il  existe ra  une  autre  conique  passant  par  a  et  inscrite  au  penta- 
gone dont  les  sommets  successifs  sont  /,  c,  b,  r,  d. 

Comme  a  est  un  quelconque  des  sommets  du  premier  pentagone,  on 
obtient  ainsi  non  pas  une,  mais  cinq  coniques  nouvelles;  ces  cinq 
coniques  et  la  conique  inscrite  au  premier  pentagone  sont  les  perspec- 
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lives  des  six  cubiques  d'un  meme  groupe  (n"  89)  qui  passent  par  le 
point  (11'). 

Les  six  cubiques  de  I'autre  groupe  ont  pour  projection  six  coniques 
definies  par  la  propriete  suivante,  qui  est  connue  d'ailleurs  par  les 
theoremes  de  Poncelet  : 

Soient  a,  b,  c,  rf,  c,  f  six  points  d'une  conique  :  s'il  existe  une  conique 
passant  par  f  el  inscritc  an  penlagone  dont  les  sommets  successifs  sont  a, 
6,  c,  r/,  e^  il  existera  une  autre  conique  passant  egalement  par  f  ct 
inscritc  au  pentagone  dont  les  sommets  successifs  sont  a,  c,  e,  b,  d. 

A  chacune  des  six  premieres  coniques  correspond  ainsi  une  des  six 
coniques  du  second  groupe. 

Cas  de  A=:8. 

97.  La  relation  singuliere  entre  les  periodes  peut  se  ramener  a  la 
forme  (n°  1*2), 

par  suite 

a  =  —2,       P  =  o.       y  =  i, 

at 

Les  valeurs  1=2,  k—i  conviennent  pour  indices  de  fonctions 
intermediaires  singulieres  (n°  29)  et  donnent  0  =  2.  II  existe  done 
(n"  42)  — c'est-a-dire  deux  fonctions  normales,  de  caracteristique 
nulle,  et  d'indices  2,  i ;  geometriquement,  on  peut  ainsi  tracer  sur 
la  surface  de  Kummer  M  une  serie  simplemcnt  infinie  de  courbes 
d'ordre  2/,  c'est-a-dire  d'ordre  quatre  :  ces  courbes  passent  par  les 
quatre  points  doubles  de  M  dont  les  symboles  sont  (n°  03)  , 

(32'),  (34'),  (42'),  (44'); 

elles  sont  de  genre  un  (n°  72). 

Pour  1=2,  ^  —  —  t  et  la  caracteristique  nulle,  on  obtient  de  meme 
une  seconde  serie  simplement  infinie  de  biquadratiques  gauches  (de 
genre  un)  passant  par  les  quatre  mcmes  points,  et  Ton  voit  sans  diffi- 
culte  qu'une  biquadratique  quelconque  de  la  premiere  serie  et  une 
quelconque  de  la  seconde  sont  sur  une  surface  du  second  ordre. 
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A  chacune  des  trois  autres  caracteristiques  remarquables  (n""  45 
et  63)  correspondent  de  meme  (pour  l=i,  /:  =  ±i)deux  series  de 
hiquadratiques,  passant  toutes  par  quatre  memes  points  doubles  de 
qui  sont  ici,  pour  chaque  caracteristique  : 

(3i'),    (33'),    (4i'),  (43'), 

(12'),  (l4'),  (22'),  (24'), 
(II'),      (l3'),      (21'),  (23'). 

Parmi  les  hiquadratiques  de  I'une  des  series  qui  passent  par  (32'), 
(34'),  (4^'),  (44')»  "'^^  ^ui  passe  par  (ii')  et  qui  y  a  neces- 

sairement  un  point  double  (n°  74);  sa  perspective  sur  le  plan  11,  a 
partir  de  (ii')»  ^st  une  conique  2  passant  par  les  quatre  points  de  la 
figure  (F)  marques  (32'),  (34'),  (42'),  (44  )  6t  inscrite  au  systeme  des 
six  droites  de  cette  figure  :  comme  les  quatre  points  indiques  sont  les 
sommets  du  quadrilatere  forme  par  les  droites  3i',  4i',  i4'>  'a 
conique  2  touche  les  deux  autres  droites  i3'  et  21'.  Done,  correlati- 
vement  : 

Les  six  points  doubles  situes  sur  une  meme  conique  de  la  surface 
de  Kummer  singuliere  qui  repond  a  A  =  8  sont  tels  qu'il  existe  une 
conique  passant  par  deux  d'entre  eux  et  inscrite  a  un  quadrilatere  forme 
par  les  quatre  autres. 

98.  Beciproquement,  on  etablit  comme  au  n°  92  que  si  cette  condi- 
tion estverifiee,  c'est-a-dire  si  la  conique  2  existe,  le  cone  qui  a  (11') 
pour  sommet  et  S  pour  base  coupe  ^  suivant  deux  courbes  distinctes, 
C  et  C. 

Ces  courbes,  en  vertu  de  I'hypothese,  passent,  simplement  chacune, 
par  les  quatre  points  doubles  de  ^  de  symboles  (32'),  (34'),  (42'), 
(44')'  passent  par  aucun  autre  point  double,  sauf,  peut-^tre,  par 
(II'). 

II  n'y  a,  sur  aucune  surface  de  Kummer,  de  courhe  algebrique  pas- 
sant simplement  (ou  avec  des  ordres  de  multiplicite  impairs)  par  cinq 
points  doubles  (n"-^  58-65),  il  faut  done  que  (11')  soit,  sur  C  et  C,  un 
point  de  multiplicite  paire  (I'ordre  zero  pouvant  convenir);  enfin 
comme  une  surface  de  Kummer  non  singuliere  n'admet  pas  de  courhe 
algebrique  passant  simplement  par  quatre  points  doubles  (n°  58), 
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M  est  necessairement  unc  surface  singuliere,  et  les  courbes  C,  C  sont 
des  courbes  singulieres.  Leur  genre  est  zero,  puisque  chacune  corres- 
pond point  par  point  a  sa  projection,  la  conique  2;  les  indices  k  qui 
leur  correspondent  sont  impairs  (n°  58), 

Soient  alors  + +  =  o  la  relation  singuliere  qui  correspond 
a  ^  designons  par  /  et  k  les  indices  de  la  courbe  C,  par  ir  I'ordre  de 
multiplicite  sur  cette  courbe  du  point  (ii'),  qui  est  evidemment  son 
seul  point  singulier.  On  a,  en  ecrivant  les  formules  relatives  au  degre 
et  au  genre  de  C,  comme  au  n"  93, 

2  =  2  /  +  (3  A'  —  2  /•, 

o  =z  ^  PA'/ +  aA'-+ s  —  2]  — 

Ici  s  —  Q.',  I'elimination  de  /■  entre  ces  equations  donne,  en  posant 
toujours  A  =  [3^  —  4  a, 

8-(2/+(3A-4)^^ 
A" 

et  comme  A  doit  etre  entier,  positif  de  I'une  des  formes  4N  ou  4N  +  i, 
et  que  k  est  impair,  les  seules  valeurs  admissibles  sont  A  =  8  et  A  =  4- 
Ainsi,  la  condition  enoncee  plus  haut,  c'est-a-dire  I'existence  de  la 
conique  2,  entraine,  pour  la  surface  de  Kummer  consideree,  la  neces- 
sity d'etre  singuliere  avec  I'invariant  4  ou  I'invariant  8;  en  traduisant 
analytiquement  cette  condition,  on  trouvera  done  a  la  fois  les  equations 
modulaires  pour  A  =  4  et  pour  A  =  8. 

99.  liquation  modulaire.  —  Pour  I'obtenir,  prenons  le  radical  fonda- 
mental  sous  la  forme 

considerons  la  parabole  y  =ix^  q\  les  six  tangentes 

y  -\-  -iBx  +  6-=  o, 

qui  correspondent  aux  valeurs  oc,  o,  a^ ,  a^,  a-^,  de  0  :  il  faut  exprimer, 
d'apres  ce  qui  precede,  qu'il  existe  une  conique  circonscrite  au  quadri- 
latere  forme  par  les  quatre  dernieres  tangentes,  prises  dans  I'ordre  a,, 
aa,  fla,  et  touchant  les  deux  premieres,  a  savoir  la  droite  de  I'infini 
et  la  droite  J  ==  o.  Le  calcul  ne  presente  aucune  difficulte;  on  trouve 
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en  facteur  la  quantite  (^.a^  —  a.,a,,y,  qui,  egalee  a  zero,  exprime  que 
les  six  tangentes  forment  trois  couples  (o,  co;  a, ,  a;, ;  a^,  a„)  en  involu- 
tion :  est  I' equation  modulaire  da  tetraedroide  (n"  88).  L'autre  facteur 
obtenu  est  I'equation  modulaire  pour  A  =  8,  d'ou  le  theoreme  : 

Pour  que  le  radical  \l  x{x  —  a^){x  —  a^){x  —  ai){x  —  a^)  conduise 
a  des  fonctions  abeliennes  dont  les  periodes  normales  soient  liees  par  une 
relation  singuliere  d'invariant  Hurr,  la  condition  est 

[\a^a., a,,  [  ( a,  -t-  a. )  ( a2  +  a,, )  —  2  a,  a-.  —  ?,  a.,  a,^  J- 
=  {a.,  —  a,y{a^  —  a;. )"(«,«;,  +  a.,a,,)-. 

100.  Remarque.  —  On  en  deduirait  sans  difficulte,  comme  au  n°  %, 
laformule  correspondante,  lorsque  le  polynome  sous  le  radical  est  du 
sixieme  degre,  et  de  racines  a, ,  a^,  .  .  . ,  ag. 

101.  Consequences  geometriques .  —  En  considerant  les  autres  series 
de  biquadratiqnes  qui  passent  simplement  par  quatre  points  doubles 
de  (n"  97)  autres  que  (i  i')>  on  obtient,m  tout,  six  de  ces  biquadra- 
tiqnes ayant  un  point  double  en  (11');  on  voit  de  suite  qu'elles  sont 
deux  a  deux  sur  trois  cones  du  second  ordre  ayant  (i  i')  pour  sommet; 
il  y  a  des  lors  dans  le  plan  11  trois  coniques  sections  de  ces  trois 
cones  par  le  plan.  En  se  reportant.au  Tableau  des  points  doubles  par 
lesquels  passent  les  biquadratiqnes  et  en  raisonnant  comme  au  n"  96, 
on  arrive  a  cette  proposition  elementaire  : 

Soient,  sur  une  conique,  trois  couples  de  points  non  en  involution; 
s'il  existe  une  conique  passant  par  les  points  d'un  des  couples  et  inscrite 
au  quadrilatere  qui  a  pour  sommets  opposes  les  points  dc  chacun  des  deux 
autres  couples,  il  existera  deux  autres  coniques  analogues  qu'on  obticnt 
par  la  permutation  des  trois  couples . 

Ce  theoreme  est  d'ailleurs  bien  facile  a  etablir  directement;  il  est 
curieux  de  le  voir  lie  aux  proprietes  d'une  surface  de  Kummer  sin- 
guliere. 

102.  Remarque.  —  II  convient  de  rapprocher  des  resultats  obtenus 
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dans  les  cas  de  A  =  o  et  A  =  8  une  proposition  que  nous  avons  etablie 
ailleurs  ( ' )  pour  le  cas  clliptique  de  A  =  9. 

Si  A  =  9,  la  surface  de  Kummer  correspondante  admet  (n°  80)  deux 
groupes  de  (luatre  cubiques  gauches,  passani  chacune  par  quatrc 
points  doubles;  dans  chaque  groupe,  une  cubique,  et  une  seule,  passe 
par  un  point  double  donne  de  il,  (11')  par  exemple.  En  la  projetant 
sur  le  plan  11  a  partir  de  ce  point,  on  obtient  une  conique  2,  inscrite  au 
triangle  forme  par  trois  des  droites  de  la  figure  (F)  et  circonscrite  au 
triangle  forme  par  les  trois  autres.  On  demontre  sans  difficulte  que, 
reciproquement,  si  la  conique  2  existe,  la  surface  de  Kummer  est  sin- 
guliere  et  repond  a  I'invariant  neuf.  Ainsi,  par  correlation  : 

Les  six  points  doubles  situes  sur  une  meme  conique  dhine  surface  de 
Kummer  singuliere  qui  repond  a  A  =  9,  sont  tels  qu'il  existe  une  conique 
passant  par  trois  de  ces  points  et  inscrite  au  triangle  forme  par  les  trois 
autres.  Reciproquement,  cette  propriete  n  appartient  qu' d  une  surface  de 
Kummer  singuliere  d' invariant  neu f. 

Uequation  modulaire  correspondante  se  deduit  de  la  avec  la  plus 
^rande  facilite. 

Gas  general  d'un  invariant  A  pair. 

103.  Pour  former  I'equation  modulaire  dans  I.e  cas  d'un  invariant 
pair,  ou  pour  trouver  une  propriete  geometrique,  caracteristique  de  ce 
cas,  appartenant  aux  six  plans  singuliers  qui  passent  par  un  meme  point 
double  de  la  surface  de  Kummer  correspondante  (n°  86),  on  s'appuiera 
sur  deux  propositions. 

Th6oremes  fondamentaux. 

104.  1.  Soit  une  suiface  de  Kummer  il,  jouissant  de  la  propriete 
suimnte  : 

Les  six  droites  suivant  lesquelles  les  six  plans  singuliers  passant  par  un 


(')  American  Journal  of  Matliematics,  t.  XVI,  p.  288.  M.  O.  Bol/.a  a  relrouve 
la  meme  propriete  dans  un  Memoire  des  Math.  Annalen;  il  a  .bien  voulu,  par 
une  Note  publi^e  dans  le  Tome  LI  du  mime  Recueil,  reconnaitre  noire  priorite. 
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meme  point  double  coupent  un  plan  quelconque  sont  telles  qu  'il  existe  iin 
systeme,  p  fois  inftni,  de  courbes  indecomposables ,  de  genre  p  et  de 
degre  2X,  dont  chacune  passe  par  les  quatre  sommels  d'un  quadrilatere 
forme  par  quatre  des  six  droites  et  louche,  partout  ailleurs,  les  six  droites 
en  tous  les  points  on  elle  les  rencontre  : 

1"  La  surface  M  est  singuliere;  son  invariant  A  est  pair  et  a  pour 
maximum 

(1)  A  =  8(/;^-/.), 

X"^  —  p  est  des  lors  necessairement positif  ; 

2°  Reciproquement,  toute  surface  de  Kummer  singuliere  dont  V invariant 
est  de  la  forme  (i)  jouit  de  la  propriiti  g^omitrique  indiquee. 

105.  II.  Soit  une  surface  de  Kummer  M,  jouissant  de  la  propriety  sui- 
vante: 

Les  six  droites  definies  plus  haut  peuvent  se  repartir  en  trois  couples, 
de  telle  sorte  quil  existe  un  systeme,  p  fois  infini,  de  courbes  2,  indecom- 
posables,  de  genre  p  et  de  degri  •ik-\-\,  dont  chacune  passe  par  les 
sommets  des  trois  couples  et  touche,  partout  ailleurs,  les  six  droites  en  tous 
les  points  oil  elle  les  rencontre  : 

1°  La  surface  M  est  singuliere ;  son  invariant  A  est  pair  et  a  pour 
maximum 

(2)  A  =  4[2>-(A -I- 1)  —  2/>  +  I  ] 

X  (X  H-  I )  —  p  est  des  lors  necessairement  positif; 

2°  Reciproquement,  toute  surface  de  Kummer  singuliere  dont  V inva- 
riant est  de  la  forme  {2)  Jouit  de  la  propriete  geom^trique  indiquee. 

106.  Bemarque.  —  On  peut  reconnaitre  directement  que  I'existence 
des  courbes  S,  definies  ci-dessus,  entraine  bien  une  relation  modulaire 
c'est-a-dire  une  relation  entre  les  six  droites  de  la  figure  (F). 

Plagons-nous,  par  exemple,  dans  le  cas  du  theoreme  I :  les  courbes  "L 
sont  d'ordre  2A,  de  genre  p,  et  sont  soumises,  par  les  conditions  de 
passer  par  quatre  points  et  de  toucher  partout  ailleurs  les  six  droites,  a 
6X  conditions.  Leur  equation  generale  doit  done,  a  priori,  renfermerun 
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nombre  de  parametres  egal  a 

-  +  3)  —  -  (-il  —  l)  {2I  —  2)  -h  p  —  61. 

2  2 

c'est-a-dire  p  —  i.  Or  I'hypothese  est  que  ce  nombre  est /),  ce  qui  etablit 
bien  une  relation  entre  les  six  droites. 

Un  calcul  analogue  s'applique  au  cas  du  theoreme  II. 

Avant  de  donner  la  demonstration  des  theoremes  fondanientaux, 
montrons  comment  on  peut  les  appliquer  a  la  formation  de  la  propriete 
caracteristique  modulaire. 

Equations  modulaires. 

107.  Pour  obtenir  I'equation  ou  la  propriete  geometrique  modulaire 
qui  correspond  aun  invariant  A  pair,  nous  distinguerons,  puisqueA  est 
multiple  de  4»  les  deux  ens  de 

A  =  8N       et       A  =  8N  +  4- 

108.  Supposons  obtenues  les  equations  ou  proprietes  modulaires 
pour  tous  les  invariants  A  pair,  jusqu'a  A=  8N,  exclusivement. 

Faisons  dans  la  formule  (i)A  =  BN,  ce  qui  donne 

Prenons,  pour  A,  le  plus  petit  entier  positif  dont  le  carre  atteigne  ou 
depasse  N;  on  a  alors  p  par  la  formule 

p  —  l}—  N. 

II  resulte  alors  du  theoreme  fondamental  I  que,  pour  la  surface  de 
Kummer  singuliere  d'invariant  BN,  les  six  droites  de  la  figure  (F)  sont 
telles  qu'il  existe  un  systeme,  p  fois  infini,  de  courbes  2,  d'ordre  "ik 
et  de  genre p,  dont  chacune  passe  par  les  quatre  sommets  d'un  quadri- 
latere  forme  par  quatre  des  six  droites,  et  touche  ces  droites  en  tous  les 
autres  points  ou  elle  les  rencontre. 

C'est  bien  la  une  propriete  des  six  droites,  c'est-a-dire  une  propriete 
modulaire;  reciproquement,  en  vertu  du  theoreme  I,  elle  nepeut  appar- 
tenir  en  outre  qu'a  des  surfaces  de  Kummer  singulieres  d'invarianls 
pairs,  et  inferieurs  aBN.  Si  done  on  traduit  analytiquement  la  propriete 
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precedente  (ce  qui  peut  se  faire  par  un  nombre  fini  d'operations  alge- 
briques),  on  obtient,  non  seiilement  I'equation  modulaire  pour  A  =  8N, 
mais  les  Equations  modulaires  pour  certains  invariants  pairs  plus  petits, 
equations  qu'on  a  supposees  obtenues  au  prealable.  U  ne  restera  done 
qu'a  debarrasser  I'equation  modulaire  complete  de  facteurs  connus 
d'avance,  pour  avoir,  sans  facteur  etranger,  Tequation  modulaire  cher- 
chee  relative  a  A  —  8N  ('). 

109.  Supposons  de  meme  obtenues  les  equations  modulaires  pour 
les  invariants  pairs  jusqu'a  A  =  8N  +  4»  exclusivement.  Partons  celte 
fois  de  la  formule  (2)  ou  nous  ferons  A  =  8N  -f-  4  : 

+  i  =  (2X  +  I)'  — 4/'- 

Prenons,  pour  2A-i-  i,  le  plus  petit  entier  impair  dont  le  carre 
atteigne  ou  depasse  41N  +  i ;  /)aura  la  valeur 

p  =  l(l^  I)  -  N. 

Alors,  par  le  Iheoreme  fondamental  II,  pour  la  surface  de  Kummer 
singuliere  d'invariant  8N  +  4»  les  six  droites  de  la  figure  (F)  peuvent 
se  repartir  en  trois  couples,  de  maniere  qu'il  existe  un  systeme  jo  fois 
infini,  de  courbes  L,  de  genre p  et  d'ordre  2X  +  i ,  dont  chacune  passe 
par  les  sommets  des  trois  couples  et  louche  en  A  points  chacune  des  six 
droites. 

C'est  Ik  une  propriete  modulaire  qui,  d'apres  le  theoreme  II,  ne  peut 
appartenir  en  outre  qu'a  des  surfaces  de  Kummer  singulieres,  d'inva- 
riants  pairs  et  inferieurs  a  SN  -+-  4.  On  voit  des  lors,  comme  plus  haul, 
qu'on  pourra  obtenir,  debarrassee  de  facteurs  etrangers,  I'equation 
modulaire  pour  A  =  8N  +  4' 

HO.  Le  probleme  de  la  formation  des  equations  modulaires,  dansle 
cas  d'un  invariant  pair,  peut  done  etre  considere  comme  resolu  theori- 
quement,  par  une  methode  algebrique  qui  permet  d'operer  de  proche  en 
proche  :  mAh,  pratique/ne/it,  la  solution  analytique  serait  fort  difficile  a 
obtenir,  meme  dans  des  cas  tres  simples,  a  cause  de  la  longueur  des 
calculs.  La  Geometric  du  moins,  en  substituant  la  propriete  modulaire 


(')  Nous  reviendi'ons  plus  loin  (n"  131)  sur  les  facteurs  etrangers. 

(BUVRES  DE  O.  HUMBERT,  T.  II. 


49 


386 


OEUVBES   nE  GEORGES  HUMBERT. 


a  requation  algebrique,  donne  une  idee  assez  nette  du  resultat  :  nous  y 
reviendrons  d'une  maniere  plus  etendue  aux  n*"  124-131. 

II  nous  reste  maintenant  a  demontrer  les  theoremes  fondamentaux. 

Demonstrations  des  theoremes  fondamentaux. 

111.  Lemme  .  —  Une  courbe  singuliere  trade  sur  une  surface  de  Kummer 
ne  peut  itre  V intersection  complete  de  cette  surface  et  d^une  autre  surface. 

Car,  en  vertu  du  mode  meme  de  representation  parametrique  (n"  49), 
I'intersection  complete  de  la  surface  de  Kummer  et  d'une  surface 
d'ordre  n  s'obtient  en  annulantune  fonction  ihita,  normale,  d'ordrean 
et  de  caracteristique  nuUe  :  pour  une  intersection  complete,  I'indice  A* 
est  done  nul,  ce  qui  prouve  bien  qu'une  telle  courbe  n'esty'amaw- sin- 
guliere. 

112.  Corollaire.  —  Le  rayon,  qui  joint  a  un  point  double  de  la 
surface  de  Kummer  un  point  d'une  courbe  singuliere,  ne  rencontre  pas 
constamment  la  courbe  en  un  second  point,  sinon  celle-ci  serait  I'inter- 
section complete  avec  un  cone  ayant  le  point  double  pour  sommet. 

En  d'autres  termes,  la  projection  sur  le  plan  11,  a  partir  du  point 
double  (ii'),  d'une  courbe  singuliere  quelconque,  est  une  courbe  du 
mime  genre,  inscrite  au  systeme  des  six  droites  de  la  figure  (F)  (n"  84). 

Demonstration  du  theoreme  I. 

113.  Supposons  qu'il  existe,  dans  le  plan  11  de  la  figure  (F),  des 
courbes  2  d'ordre  2X,  de  genre /),  en  nombre p  fois  infini,  dont  chacune 
passe  par  les  quatre  sommets  d'un  quadrilatere  forme  par  quatre  des  six 
droites,  et  touche  partout  ailleurs  ces  six  droites  :  montrons  d^abord  que 
la  surface  de  Kummer  ^  est  singuliere,  et  pour  cela,  etablissons  que  le 
cone,  qui  a  pour  sommet  le  point  double  (11)  et  pour  base  une  quel- 
conque des  courbes  Z,  coupe     suivant  deux  courbes  distinctes. 

114.  L'equation  generale  des  courbes  Z  contient,  par  hypotbese,/> 
parametres  :  c,,  c.j,  .  .  .,  p,,,  sous  une  forme  evidemment  algebrique. 
On  peut  toujours,  puisque  le  triangle  de  reference  est  arbitraire,  sup- 
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poser  que  I'equation  de  la  courbe  generale  2  contient  un  terme  en  a;'-", 
de  sorte  que  cette  equation  est  de  la  forme 

(3)  l  =  x^'^-+-  V^x^^-y-^  y^x^'^-'z  +  .  ..—o, 

V,,  V2,  .  .  .  etant  des  fonctions  algebriques  des  parametres  p. 

Soient  oc,y,  z  un  point  d'une  courbe  2,  de  parametres  p, ,  pa,  . . . ,  Pp', 
X  -h  dx,  y  4-  dy,  z  -\-  dz  un  point  voisin  du  premier,  sur  la  courbe  2, 
de  parametres  p,  +  d^p, ,  .  .  . ,  p^-f-  rfp^ ;  on  a 

,  dl      ,01^01      ,61  ^  dl 

quels  que  soient  </p,,  .  .  .,  dp^,.  Si  donc(x,  j,  z)  est  un  point  double  de 
la  courbe  2,  les  courbes 

dl  dl  dl 

qui  sont  du  meme  ordre,  2A,  que  H  passent  par  ce  point  double  :  ce 
sont,  des  lors,  des  courbes  adjointes  a  2. 

D'apres  la  theorie  des  enveloppes,  les  courbes  (4)  passent  par  les 
quatre  points  communs  a  toutes  les  courbes  2  et  par  les  6X  —  4  points 
oti  la  courbe  2  =  o  touche  les  six  droites  de  la  figure  (F)  :  comme  d'une 
maniere  generale,  les  courbes  d'ordre  2 A  adjointes  a  une  courbe  du 
meme  ordre  et  de  genre  p  coupent  celles-ci,  en  dehors  de  ses  points 
multiples,  en  i{p —  i)4-6X  points,  on  voit  que  les  courbes 

(5)  9,-5  h9,-j  h.  .  .+  9/,  =0, 

'dp,       -dp,  '  d^^ 

oil  les  6,  sont  des  constantes  arbitraires,  coupent  la  courbe  2  =  o  en 
2  (/» —  1)  4-  6X  —  4  —  (^X  ~  4).  c'est-a-dire  en  i{p  —  i)  points  mo- 
biles. 

En  d'autres  termes,  les  courbes  (5)  decoupent,  sur  la  courbe 2  =  0, 
des  groupes  de  i{p  —  i)  points  mobiles,  parmi  lesquels  p — 1  sont 
arbitraires,  puisque  I'equation  (5)  renferme  p—  \  constantes  arbi- 
traires ('). 

(')  Pour  mellre  ce  raisonneinent  a  I'abri  de  louL  repioche,  il  taut  etablir  qu'il 
n'existe  pas  d-'identite  de  la  forme 

(6)  A2  +  A,^-H...+  A,^=.o, 

les  A(  etanl  des  constantes  en  x,  y,       c'est-a-dIre  des  fonctions  des  p,.  On  voit 
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Ces  groupes  de  points  appartiennent  done,  sur  la  courbe  de  genre  />, 
21  =  o,  a  un  systeme  special,  dans  le  sens  de  MM.  Brill  et  Noether :  d'ail- 
leurs,  sur  une  courbe  de  genre  p  et  d'ordre  w,  le  seul  systeme  special 
de  2  (/)  —  i)  points  est  celui  que  decoupent  les  adjointes  d'ordre  n  —  3 ; 
il  en  resulte  que  les  i{p —  i)  points  mobiles  ou  une  quelconque  des 
courbes  (5),  courbe  que  je  designerai  par  M  =  o,  coupe  la  courbe  l,  =  o, 
sont  sur  une  courbe  d'ordre  2  a  —  3,  N  =  o,  adjointe  a  S. 

Cela  pose,  soient  toujours  P,  =  0,  Pa  =  o,  . .  . ,  Po  =  o  les  equations 
des  six  droites  fondamentales;  considerons  la  comht,  d'ordre  4  a, 

(7)  N^p.p, . . .  p^'—  ew=o, 

ou  G  designe  un  parametre  variable,  et  cherchons  ceux  de  ses  points 
d'intersection  avec  2  qui  restent  fixes  quand  0  varie. 

Les  courbes  M  =  o,  N  =  o  etant  adjointes  a  Z,  on  voit,  de  suite, 
que  les  points  singuliers  de  2  comptent,  dans  I'intersection  avec  les 
courbes  (7),  pour 

2[2>;(2X  —  3)  —  —  I)]. 

De  plus,  les  quatre  sommets  du  quadrilatere  par  lesquels  passent 
toutes  les  courbes  2  et  les  i{p  —  i)  points  communs  aux  courbes 
M  =  o,  N  =  0,2  =  0,  sont  evidemment  des  points  doubles  des 
courbes  (7),  et  comptent  des  lors  pour 

intersections. 


d'abord  que  A  doil  elie  mil,  puisque,  d'apres  (3),  2  conlient  un  lerme  en  jc^'\ 
qui  ne  (ieure  dans  aucune  des  fonctions  -r— ;  en  remplacant  alois  i,  ^)  ... 

par  leurs  valeuis  lirees  de  (3),  I'idenlile  donne  naissance  aux  idenlites  suivantes 

en  p,,  p.,,  p/,  : 

A ,  -y-^  +  .  .  .  +  A„  -J— '  =0, 
.  dW.. 


Ces  relations  prouvenl  que  les  fonctions  V,  sent  fonctions  de  p  —  i  d'entre 
elles,  au  plus;  par  suite,  requalion(3)  de  2  ne  contiendrait  que  p  —  i  para- 
metres,  au  lieu  de  p,  comnie  c'est  Thypolhese.  II  n'exisle  done  aucune  identite 
de  la  forme  (6).  c.  g.  f.  d. 
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Enfin,  les  courbes  (7)  touchent  evidemment  la  courbe  2  =  o  aiix 
6a  —  4  points  ou  celle-ci  est  tangente  aux  six  droites  P,  =  o,  car  la 
courbe  M  =  0  passe  par  ces  points,  ainsi  qu'on  I'a  vu  plus  haut ;  de  la 

I3>.  —  8 

nouvelles  intersections  fixes. 

On  trouve  ainsi,  au  total,  que  les  courbes  (7)  ont,  avec  I,  un  notnbre 
d'intersections  fixes  egal  a 

4X(2?.-3)-4/>-i)  +  8+  \(p-i)  +  i?.l  —  8, 

c'est-a-dire  8  a-;  comme  S  est  d'ordre  2/.  et  les  courbes  (7)  d'ordre4  A, 
on  pent  determiner  0  de  maniere  que,  pour  0  =0^,  la  courbe  (7)  ait  un 
nouveau  point  de  rencontre  avec  S,  qu'elle  conliendra  deslors  tout  entierc 
on  aura  ainsi  identiquement 

(8)  N5P,P, ...  P,,— ^oM'^IQ, 

ce  qui  prouve  bien  (n"  85)  que  le  cone  de  sommet  (i  i')  et  de  base  2 
coupe  la  surface  ^  suivant  deux  courbes  algebriques  distinctes,  C  et  C, 
de  meme  genre,  p,  que  la  courbe  2,  a  laquelle  elles  correspondent 
point  par  point. 

115.  On  en  deduit  immediatement  que  41  estsinguliere.  En  effet,  les 
courbes  2  passant  simplement  par  quatre  des  points  comn)uns  a  deux 
des  six  droites  de  la  figure  (F),  les  courbes  C  (et  C)  passent  toutes, 
simplement,  par  quatre  des  points  doubles  de  il,  et  ne  passent  simulta- 
nement  par  aucun  autre  point  double,  le  point  (i  i')  pouvant  etre  excepte. 
Comme  il  n'existe  pas,  sur  une  surface  de  Kummer  ordinaire  (n°'  58- 
(36),  de  courbe  algebrique  passant  simplement  par  quatre  points  doubles 
et  ne  pouvant,  en  outre,  contenir  qu'i/n  autre  point  double,  ^  est 
necessairement  une  surface  singuliere. 

116.  Determinntion  de  I' invariant .  —  Les  courbes  C  etant  singulieres 
et  passant  simplement  par  quatre  points  doubles,  leur  second  indice  k 
est  impair  et  le  point  (11')  est,  sur  chacune  d'elles,  multiple  d'ordre 
pair,  27-,  r  pouvant  etre  nul  (n^'SS  et  74).  Soit 


ex.  g -\-  p  h  -\-  g  '  =  o 


SgO  OEUVRES   DE   GEORGES  HUMBERT. 

la  relation  singuliere  qui  correspond  a  la  surface  I  et  k  etant  les 
indices  de  C,  le  degre  de  cette  courbe  est  (n°  50)  2/+  ^k,  et  Ton  a,  en 
ecrivant  que  la  perspective  2,  de  C,  a  partir  de  (11')?  est  de  degre  2X  : 

(9)  2/1  =  2/ +  |3A- —  9.r. 

ce  qui  montre  que  ^k,  et  par  suite  [3,  est  pair.  On  peut  done  supposer 
(n°  12)  [3  =  o,  et  la  relation  singuliere  sera 

-NV  +  A^'  =  o,  (N'>o) 

de  sorte  que,  par  (9) 

(10)  l  —  l  —  r. 

117.  Ecrivons  maintenant  que  C  est  de  genre  p.  La  courbe  C  gene- 
rale  a  un  point  multiple  d'ordre  2/- en  (11');  elle  peut  avoir  d'autres 
points  multiples,  repondant  aux  points  multiples  de  sa  projection  2  : 
en  vertu  de  la  formule  (16)  du  n"  75  et  de  la  remarque  du  n°  77,  son 
genre  p  aune  expression  de  la  forme 

(11)  ^,=  l(/._N'A')-r=-//, 

le  terme  — jt>'(ou  p'^o)  etant  relatif  aux  points  multiples  autres 
que  (i  i'),  et  aux  branches  confondues  que  peut  presenter  la  courbe  C 
en  ce  point. 

L'elimination  de  /•  rentre  (10)  et  (i  i)  donne 

et,  par  suite,  la  valeur  maximum  que  puisse  prendre  I'invariant  4N' 
est,  en  faisant p'  =  o ,  I  =  2X,  k  =  i  (car  k  est  impair), 

A  —8ir-—p). 

C'est  precisement  ce  qu'il  s'agissait  d'etablir,  conformement  a 
I'enonce  du  theoreme  I. 

118.  II  reste,  pour  terminer  la  demonstration  de  ce  theoreme,  a 
montrer  que  toute  surface  de  Kummer  M,  dont  I'invariant  est  8(X*  —  p), 
jouit  de  lapropriete  relative  aux  courbesS,  c'est-a-dire  que  cescourbes 
existent  dans  le  plan  de  la  figure  (F). 


SUR    LES    FONCTIOINS   ABELIF.NNES  SINGULIERES. 


Si  A  est  de  la  forme  8(A^  — 'a  relation  entre  les  periodes  peut 
etre  supposee  du  type 

—  2(>v=  — S''=o. 

Considerons  les  indices  l=i\,  k  =  i  :  ils  sont  admissibles,  car  on 
verifie  de  suite  (n"  29)  I'inegalite  necessaire  et  suffisante 

■2.1^^  A  mod /y,        ou        4  X  >  2  ^2( — /J J. 

La  quantite  d,  qui  repond  a  ces  indices,  est 

Elle  est  paire.  Par  suite  (n"'  42  et         il  existe    ( o  +  2)  fonctions 

intermediaires  normales,  d'indices  2 A,  i,  de  caracteristique  nulle, 
paires,  s'annulant  siinplement  pour  les  quatre  demi-periodes  (32'), 

(340,  (42'),  (44'). 

A  ces  fonctions  correspond,  sur  la  surface  de  Kummer  une  famille 
de  courbes  algebriques  d'ordre  4^  passant  simplement  par  quatre 
points  doubles  :  celies  d'entre  elles,  C,  qui  ont  en  (11)  un  point  mul- 
tiple d'ordre  2X,  sont  (n"  78)  de  genre 

et  forment  un  systeme  lineaire  p  fois  infini. 

Les  projections  des  courbes  C,  a  partir  du  point  (11'),  sur  le  plan  de 
la  figure  (F)  sont  done  des  courbes  2,  de  degre  2A,  de  genre p,  tbrmant 
un  systeme  p  fois  infini,  et  passant  toutes  simplement  par  les  quatre 
points  de  la  figure  marques  (32'),  (34')?  (42'),  (44')j  points  qui  sont  les 
sommets  d'un  quadrilatere  forme  par  quatre  des  six  droites  de  cette 
figure.  Enfin  (n''*84  et  112)  les  courbes  2  touchent  les  six  droites,  en 
dehors  de  ces  points,  partout  ou  elles  les  rencontrent. 

Get  ensemble  de  propositions  constitue  la  seconde  et  derniere  partie 
du  theoreme  fondamental  qu'il  s'agissait  d'etablir  ('). 


( ' )  Les  courbes  C  formanl  un  systeme  lineaire  sur  &,  les  courbes  2,  dans  le 
plan  n,  forment  un  systeme  du  second  ordre,  c'est-a-dire  que  les  parametres 
variables  p,,  p„,  .  .  p,,  (igurent  au  second  ordre,  dans  Tequation  generale  de  ces 
courbes. 
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Demonstration  du  theoreme  II. 

119.  Elle  se  fait  d'une  maniere  toute  pareille;  les  courbes  C  appar- 
tiennent  alors  a  une  famille  de  courbes  passant  toutes  simplement  par 
quatre  points  doubles  de  M,  parmi  lesquels  est  le  point  (11').  Nous 
n'insisterons  pas  sur  le  raisonnement,  qu'il  suffit  de  calquer  sur  lie 
precedent. 

120.  Remarques.  —  Au  n°  114  nous  avons  suppose  implicitement 
que  p  n'est  pas  nul,  c'est-a-dire  que  la  courbe  S  n'est  pas  unicursale. 
Si  /)  =  o,  le  raisonnement  fait  pour  etablir  I'identite  (8), 

(8)  N^P,  ...P„-0„M'-=2Q 

ne  s'applique  plus,  mais  il  est  bien  facile  de  lui  en  substituer  un  autre. 

L'hypothese  est  qu'il  existe  une  courbe  1,  de  genre  zero,  passant 
par  les  quatre  sommets  d'un  quadrilatere  forme  par  quatre  des  six 
droites    =  o  et  touchant  ces  six  droites  partout  ailleurs. 

Pour  demontrer  I'identite  (8),  il  suffit  d'etablir  qu'en  chaque  point 

de  2,  la  fonction  P,  P2 .  .  .  Ps  est  le  carre  d'une  fonction  rationnelle^ 

des  coordonnees.  Or,  supposons  les  coordonnees  homogenes,  x,  y,  z 
d'un  point  de  exprimees  en  fonction  rationnelle  entiere  d'un  para- 
metre  t,  une  seule  valeur  du  parametre  repondant  a  chaque  point  : 
tout  polynome  en  t,  (p  sera  rationnel  en  x,  y,  z.  D'ailleurs,  en  tout 
point  de  S,  P,  P^ .  .  .  Pg  est  un  polynome  en  t,  et  ce  polynome  est  un 
carre  parfait,  puisque,  en  vertu  des  hypotheses  geometriques,  ses 
racines  sont  deux  a  deux  egales  :  on  a  done,  en  tout  point  de  S, 

P,P,...P,=  Cp2(0  =  |^^(^,  J,  Z)^,  C.  Q.  F.  D. 

Cas  general  d'un  invariant  A  impair. 

121.  Nous  enoncerons,  sans  demonstration,  les  deux  theoremes  fon- 
damentaux  qui  permettent  de  former  I'equation  modulaire;  les  expli- 
cations donnees  aux  n°^  1 13-120  etcelles  des  n"*  92-93  relatives  a  A  =  5, 
permettront  de  reconstituer  les  raisonnements  sans  aucune  difficulte. 


SUR   LES   FONCTIONS  ABELIENNES   SINGLLIERES.  Sq.S 

122.  1.  Soil  une  surface  de  Kummer  M  jouissant  de  la  proprietc 
suivante  : 

Les  six  droites  suivant  lesquelles  les  six  plans  singuliers  passant  par  un 
meme  point  double  coupenl  un  plan  quelconque  sent  telles  quil  existe  un 
systeme  p  fois  infini  de  courhes  S  indecomposables,  de  genre  p  et  de  degrc 
2  A,  dont  chacune  passe  par  les  sommets  d'un  triangle  forme  par  trois  des 
six  droites,  et  louche,  partout  ailleurs,  ces  six  droites  en  tous  les  points  ou 
elle  les  rencontre  : 

\"  La  surface  ^  est  singuliere;  son  invariant  A  est  impair  et  a  pour 
maxima  n 

(12)  A  =  8(X=-/^)  +  i; 

2°  Beciproquement,  toute  surface  de  Kummer  singuliere  dont  I' inva- 
riant est  de  la  forme  (12)  jouit  de  la  propriete  geomHrique  indiquee. 

II.  Soit  une  surface  de  Kummer     jouissant  de  la  propriete  suivante  : 

Les  six  droites  definies  plus  haul  sont  telles  quil  existe  un  systeme  p  fois 
infini  de  courhes  Zde  genre  p  et  de  degrc  2)^,  dont  chacune  passe  par  les 
cinq  sommets  d'un  pentagone  forme  par  cinq  des  six  droites  et  touche, 
partout  ailleurs,  ces  six  droites  en  tous  les  points  oil  elle  les  rencontre  : 

1"  La  surface  est  singuliere,  son  invariant  A  est  impair  et  a  pour 
maximun 

(.3)  A  =  8(X^-/>)-3; 

2°  Reciproquement,  toute  surface  de  Rummer  singuliere  dont  Vinva- 
riant  est  de  la  forme  (i3)  jouit  de  la  proprietc  geometrique  indiquee. 


Equations  modulaires. 

123.  Les  deux  valeurs  (12)  et  (i3)  de  A  sont  respectivement  des 
formes  8N  -f- 1  et  8N  +  5,  qui  sont  les  deux  formes  que  pent  prendre 
un  invariant  impair  4P-I-1;  on  en  conclut,  comme  aux  n°*  107-109, 
qu'on  pourra  theoriquement  former  de  proche  en  proche  Tequation 
modulaire  qui  repond  a  un  invariant  impair  quelconque. 

(BUVRES  DE  Q.  HUMBERT,  T.  II.  50 


394 


OEUVHES   DE   GEORGES  HUMBERT. 


Propri6t6s  modulaires  generales. 

124.  Les  theoremes  qui  nous  ont  servi  a  former  les  equations  modu- 
laires sont  (les  cas  particuliers  d'une  proposition  plus  etendue,  qu'on 
pent  employer  au  meme  but  et  qui  permet  de  simplifier  souvent,  en 
pratique,  les  calculs  indiques  precedemment. 

125.  Reprenons  le  plan  de  la  figure  (F),  et  supposons  qu'il  existe 
dans  ce  plan  des  courbesS,  de  degre  d,  de  genre  p,  formant  un  sys- 
teme  p  fois  infini,  et  jouissant  des  proprietes  suivantes  : 

1°  EUes  passent  simplement,  ou  avec  des  ordres  impairs  de  multi- 
plicite,  2^,  -h  1 ,  2<72  -hi,...  par  n  des  quinze  points  de  rencontre  des 
six  droites  de  la  figure  deux  a  deux  :  pour  mettre  en  evidence  la  parite 
de  n,  nous  ecrirons  n  =  2v  -t-  y),  rj  etant  o  ou  i  ; 

2"  EUes  passent,  avec  des  ordres  de  multiplicite  pairs,  2r, ,  .  .  . 
par  d'autres  de  ces  quinze  points  :  tous  ces  points  multiples,  aussi  bien 
que  les  precedents,  etant  a  branches  distinctes  ; 

3°  En  dehors  de  ces  points  multiples  fixes,  elles  n'ontque  des  points 
doubles  ordinaires,  dont  aucun,  pour  la  courbe  2  generale,  n'cst  sur  la 
conique  que  touchent  les  six  droites  ('); 

4°  Elles  touchent  les  six  droites  en  tous  les  points  oil  elles  les  ren- 
contrent,  les  points  communs  a  deux  des  droites  exceptes. 

126.  On  demontre,  comme  au  n°  114,  que  le  c6ne  qui  a  pour 
sommet  (n  )  et  pour  base  une  courbe  2  quelconque,  coupe  la  surface 
de  Kummer  ^  suivant  deux  courbes  distinctes  C  et  C.  II  est  clair  que 
les  courbes  C  et  C  sont  de  genre  p,  et  admettent  chacune  pour  points 
multiples  d'ordres  respectifs 

iq^  +  i,    2qi-hi,  3/-,,  ?./•,,   

les  points  doubles  de  M  qui  ont  pour  projections  les  points  multiples 


(')  Ces  restrictions  ne  figuraient  pas  dans  les  enonces  des  theoremes  fonda- 
mentaux,  qui  sont  absolument  generaux  et  conduisent  des  lors,  sans  obstacle 
possible,  aux  equations  modulaires.  C'est  pour  cette  raison  que  nous  avons  etabli 
separemenl  ces  theoremes. 


SlIR   LES   FONCTIONS   AB^LIEWNES   SIAGtLIERES.  SqS 

fixes  des  courbes  2  :  ces  points  multiples  de  I'espace  sonf,  pour  C  et  C, 
a  branches  distinctes. 

Les  courbes  C  et  C  passent  ainsi,  avec  des  ordres  impairs  de  mul- 
tiplicite,  par  2v-t-r|  points  doubles  de  M.,  et  peut-etre  aussi  par  le 
point  (i  i').  Si  Tj  =  o,  ( 1 1')  est  un  point  d'ordre  pair;  si  r^  =  i,  d'ordre 
impair,  car,  d'apres  les  n<"  58-66,  le  nombre  total  des  points  doubles 
de  M,  par  lesquels  passe  une  courbe  algebrique  avec  des  ordres 
impairs,  est  pair  :  dans  tous  les  cas,  on  peut  done  dire  que  (ii')  est, 
sur  les  courbes  C  (ou  C),  un  point  multiple  d'ordre  am  +  r,,  et  que 
ces  courbes  ont  des  points  d'ordre  impair  en  2(vH-  rj)  points  doubles 
de  Ces  2(v  +  rj)  points  forment  necessairement  un  des  groupes  de 
quatre,  six,  huit,  dix,  douze  ou  seize  points  rencontres  aux  n"'  58-66, 
et  Ton  reconnait  de  suite,  en  se  reportant  a  la  figure  (F)  et  la  notation 
des  points  doubles,  si  ce  groupe  repond  a  une  valeur  paire  ou  impaire 
de  I'indice  k. 

Ainsi,  la  seule  configuration  des  points  fixes  d'ordre  impair  des 
courbes  L  donne  la  parite  de  I'indice  k  qui  correspond  aux  courbes  C 
(ou  C),  et  cette  configuration  n'est  pas  arbitraire. 

Je  dis  maintenant  que  le  point  (ii')  est  multiple  d  branches  dis- 
tinctes sur  C  et  C  :  il  suffit  evidemment  d'etablir  que  le  cone  de 
sommet  (i  i')  et  de  base  H  coupe,  suivant  des  generatrices  distinctes,  le 
cone  des  tangentes  de  M  au  point  (ii  ),  ou,  ce  qui  revient  au  meme, 
que  la  conique  touchee  par  les  six  droites  de  la  figure  (F)  ne  passe  par 
aucun  point  multiple  de  2  et  ne  louche  pas  2. 

Or,  par  hypothese,  la  courbe  generale  2  n'a  aucun  point  multiple 
sur  la  conique ;  tout  revient  a  demontrer  que  les  courbes  2  ne  touchent 
pas  toutes  la  conique. 

S'il  en  etait  ainsi,  les  courbes -5-  —  o  (en  gardant  les  notations  du 

n"  114)  passeraient  par  les  points  de  contact  de  la  conique  et  de  la 
courbe  2  de  parametres  p,  :  les  courbes 

.  dl     .  dl  .  dl 

 ^^2  3  h. . .+ =0 

'dp,       'dp._  ''dpp 

couperaient  alors  2  en  moins  de  ^{p  —  i)  points  mobiles,  ce  qui  est 
impossible,  car  il  n'y  a  pas,  sur  une  courbe  de  genre  p,  de  systeme  de 
groupes  de  moins  de  2(/j  —  i)  points  ayant  une  multiplicite  egale 
a  p  —  I . 
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Enfin,  comme  points  multiples  mobiles,  les  courbes  C  ne  peuvent 
avoir  que  des  points  doubles  repondant  aux  points  doubles  de  leur 
projection  S;  mais  il  n'est  pas  necessaire  evidemment  qu'a  un  point 
double  de  S  corresponde  un  point  double  de  C.  Si  done  p'  est  le 
nombre  des  points  doubles  mobiles  des  courbes  C,  p'  sera  au  plus  egal 
au  nombre  des  points  doubles  mobiles  des  2. 

127.  Cela  pose,  soit 

3!^+  (3  A  +  yg'=o, 

la  relation  singuliere  qui  repond  a  la  surface  ^  :  si  celle-ci  est  ordi- 
naire, a,  (3,  Y  sont  nuls,  mais  les  formules  qui  vont  suivre  s'appliquent 
toujours.  Representons  par  (/,  k)  les  indices  des  courbes  C,  la  parite 
de  k  etant  connue  par  ce  qui  precede,  et  ecrivons  les  formules  relatives 
au  degre  et  au  genre  de  C.  On  a  (n"'  50  et  75) 

(14)  2/  + (3/,  =  <^+ 2m +rj, 

(,5)  !  P=  ^(/M-(3/./  +  ayr— v-Y)  +  2) 

(        —lq{q  +  i)  —  1r'—m{m-\-f))  —  p', 

en  se  souvenant  qu'on  a  designe  par  im  -h  r^  I'ordre  de  multiplicite 
du  point  (i  i'). 

L'equation  qui  donne  le  genre  (n"  75)  est  applicable  ici  sans  modi- 
fication, tons  les  points  multiples  de  C  etant  a  branches  distinctes.  En 
eliminant  m  entre  (i4)  et  (i5),  et  posant  toujours 


on  trouve 

(16) 


AA-2  =  2«f2_|..  2(y)  _  i)2_  4v   +  6 

-       + //+ 29(^7  +  I)  +  2/--]  -  (2/ +  |3/c  -  2r/)S 

ou,  en  introduisant  le  nombre  n  =  2v  +  T|,  et  observant  que  rj  est  o 
ou  I, 

Cette  expression  de  I'invariant  A  contient,  outre  p' ,  deux  entiers 
indetermines,  /•  et  /,  ou  mieux  k  ei  ^k  —  2.d,  qui  figurent  tons 
deux  au  carre  et  dont  la  parite  est  connue  :  celle  de  k  Test  par  une 
remarque  precedente  ;  celle  de  2/+  ^k —  2t/,  par  l'equation  (i4)»  est 
la  meme  que  celle  de  d-\-r^. 


SUR   LES   FONCTIONS   AB^LIENNES  SINGULIERES. 

Observons  que  si  k  est  impair  et,  par  suite,  sdrement  different  de 
zero,  les  courbes  G  sont  singuli^res,  ainsi  que  la  surface  ^;  pour  que 
celle-ci  puisse  etre  ordinaire,  il  faut  que  I'equation  (17)  soit  satisfaite 
pour  k  —  o,  c'est-a-dire  qu'on  puisse  determiner  I  et  p'  de  maniere  a 
annuler  le  numerateur  de  A. 


128.  Reciproquement,  supposons  qu'on  puisse  trouver  des  entiers  k, 
I  et  p'  tels  que  la  valeur  (17)  de  A  soit  positive,  entiere,  de  I'une  des 
formes  4N  ou  4^  +  i ;  bien  entendu,  k,  I  et  p'  sont  soumis  aux  con- 
ditions de  parite  ou  de  limitation  qu'on  a  indiquees  plus  haut.  Nous 
allons  montrer  que,  la  figure  (F)  etant  supposee  dependre  d'une  surface 
de  Kummer  singuliere  d'invariant  A,  il  existe,  dans  le  plan  de  cette 
figure,  des  courbes  2  verifiant  les  conditions  enoncees  au  n"  125. 

129.  Pour  simplifier,  nous  donnerons  la  demonstration  dans  un 
cas  particulier,  qui  correspond  a  celui  du  premier  theoreme  fonda- 
mental  ci-dessus,  c'est-a-dire  que  nous  supposerons  tj  =  0,  ^,  =  0, 
/••— 0,  V  — 2  et  d  =  2\.  II  s'agit  alors  d'etablir  I'existence,  dans  le 
plan  de  la  figure  (F),  de  courbes  2,  de  degre  iX,  de  genre  et  de  multi- 
plicite p,  passant  simplement  par  les  sommets  d'un  quadrilatere  forme 
par  quatre  des  six  droiles  et  touchant  ces  six  droites  partout  ailleurs  : 
I'hypothese  est  que  A  est  defini  par 

(.8)  ^^^l^-^p-^^p'-^^^ 

car  le  nombre  il-h^k—  id  de  la  formule  (17)  est  de  meme  parite 
que  d  -h  rj,  ici  2  A ;  on  peut  done  le  designer  par  2  co. 

Quant  au  nombre  k,  il  est  impair,  car  le  groupe  des  quatre  points 
par  lesquels  passent  simplement  les  courbes  2  correspond  a  un  indices- 
impair.  Des  lors,  en  vertu  de  (18),  A  est  de  la  forme  4N,  et  la  relation 
singuliere  correspondante  peut  etre  supposee  du  type 

Considerons  alors  les  fonctions  intermediaires  normales,  de  carac- 
t^ristique  nulle,  paires,  et  d'indices  (/,  k),  I  etant  donne  par 

2/  —  4A~-iw        ou        /=2/.  +  cj; 
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ces  indices  sont  admissibles,  car  on  voit  de  suite  que  2/>  y/A mod^.  La 
quantite  o  qui  leur  correspond  est 

(19)  6  =  2(X  +  2/>  +  2/?'; 

elle  est  paire,  de  sorte  que  les  fonctions  normales  consid6rees  sont  au 

nombre  de  — ~— >  iineairement  distinctes,  et  s'annulent  pour  les  quatre 

demi-periodes  (82'),  (34'),  (42'),  (44')- 

A  ces  fonctions  correspond,  sur  la  surface  de  Kummer     une  famille 

8 

de  courbes  d'ordre  2/  ou  4^  +  aw,  -  fois  infinie,  passant  par  les  quatre 

points  doubles  dont  on  vient  d'ecrire  les  symboles.  Parmi  ces  courbes, 
considerons  celles,  C,  qui  ont  en  (11')  un  point  multiple  d'ordre 
2(a  +  to)  et  qui  possedent  en  outre p'  points  doubles  variables  de  I'une 
a  I'autre. 

Les  courbes  C  dependent  des  lors  de 

ou,  d'apres  (19),  de  p  parametres  au  moins,  leur  genre  est  au  plus 
celui  que  donne  la  formule  generale  du  n"  75,  car  les  conditions  impo- 
sees  peuvent  entrainer  d'autres  singularites  qui,  necessairement,  dimi- 
nuent  le  genre.  En  designant  ce  genre  par /),  on  a  ainsi  : 

c'est-a-dire 

Les  projections  des  courbes  C  sur  le  plan  de  la  figure  (F)  sont  des 
courbes  2,  d'ordre  4-^  +  2(0  —  2(A  +  w)  ou  2X,  de  genre  p,,  formant 
un  systeme  p^  fois  infini  (p^^p),  passant  par  les  points  (82'),  (34')» 
(42'),  (44')  de  la  figure,  et  touchant  partout  ailleurs  les  six  droites; 
tout  revient  a  demontrer  que  p,  =p^=p,  ou,  en  vertu  des  inegalites 
qui  precedent,  que  p.,  ne  pent  etre  superieur  a  /),. 

Or,  si  pi,  c.^,  ...  sont  les  p.j,  parametres  dont  depend  Tequation 
generale  2  =  o  des  courbes  2,  le  systeme  lineaire 
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decoupe  (n°  114),  sur  la  coiirbe  2  de  parametres  p,,  un  systeme  de 
groupes  de  ^{p,  —  i)  points  mobiles  et  de  multiplicite  —  i .  Comme 
sur  une  courbe  de  genre  p,  il  n'y  a  pas  de  systeme  de  groupes 
de  2(pi  ~  i)  points,  plus  de  /),  —  i  fois  infini,  il  faut  necessairement 
que  p.2  soit  au  plus  egal  k  p,.  c.  q.  f.  d. 

130.  Une  demonstration  semblable  s'applique  au  cas  general,  et 
aussi  au  cas  particulier  ou  k  et  le  numerateur  de  A  dans  (17)  sont  nuls  : 
la  surface  M  est  alors  une  surface  non  singuliere. 

Applications. 

131.  I.  Si  Ton  forme,  par  la  methode  du  n°  108,  I'equation  modu- 
laire  pour  A  =  8N,  en  posantN  =  1-  —  p,  la  formule  (18)  et  la  theorie 
pr6cedente  montrent  qu'on  obtiendra  en  meme  temps  les  equations 
modulaires  par  les  invariants 

/•  etant  un  entier  impair,  w  un  entier  quelconque,  p'  un  entier  au  plus 
egal  au  nombre  des  points  doubles  d'une  courbe  2,  d'ordre  et  de 
genre jo,  c'est-a-dire 

On  connait  ainsi  les  facteurs  etrangers  dont  il  faut  debarrasser 
I'equation  modulaire.  Cette  remarque  s'applique  aux  autres  cas 

A=i8N  +  4,    8i\H-i    on    8N  +  5. 

132.  II.  A  etant  donne  de  la  forme  8N,  par  exemple,  posons 

S^  =  8r--  Slr^       ou       N  =  >.2-2rS 

ce  qui  est  toujours  possible,  car  il  suffit  de  prendre  pour  X  le  plus  petit 
entier  dont  le  carre  atteigne  ou  surpasse  N,  et  d'exprimer  la  diffe- 
rence X^  —  N  par  une  somme  de  quatre  carres  ,  r.,,  /-j,  r...  Alors,  en 
exprimant  qu'il  existe,  dans  la  plan  de  la  figure  (F),  une  courbe  uni- 
cursale  2,  d'ordre  2X,  passant  par  les  sommets  d'un  quadrilatere  forme 
par  quatre  des  six  droites,  ayant  des  points  d'ordre  2/',,  a/-.,,  ar,,  2/%  en 
quatre  autres  des  points  de  concours  des  six  droites  deux  a  deux  et  ton- 
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chant  ces  droites  partout  ailleurs,  on  obtient  le  produit  des  equations 
modulaires  pour  les  invariants  compris  dans  la  formule 

Sr-—8p'—8lr-—(^(^^'                 8N  — 8d'— 40)2 
A=   ou  , 

k  etant  un  entier  impair,  to  un  entier  quelconque,  jd'  un  entier  au  plus 
egal  k 

2r-—3l^i  —  lr{r  —  i). 

On  voit  qu'on  peut  obtenir  ainsi  les  equations  modulaires  pour  les 
invariants  8N  en  prenant  pour  2  une  courhe  iinicursale,  ee  qui  simplifie 
notablement  les  calculs. 

La  meme  remarque  s'applique  aux  invariants 

8N  +  4,  8N  +  1,  8N  +  5. 

133.  III.  II  est  clair  enfin  que  la  theorie  generale  precedente  donne, 
pour  former  les  equations  modulaires  de  proche  en  proche,  d'autres 
procedes  que  ceux  qui  derivent  des  theoremes  fondamentaux  :  dans 
chaque  cas  particulier,  on  aura  a  choisir  le  plus  avantageux. 


Cas  particuliers  et  exemples. 

134.  Dans  le  cas  de  I'invariant  A  =  12,  les  propositions  generales 
donnent  les  enonces  suivants  : 

Lorsque  les  six  droites  de  la  figure  (F)  peiivent  se  j-epartir  en  trois 
couples  A  et  A',  B  el  B',  C  et  C,  de  telle  sorte  quil  existe  un  systeme  sim- 
plement  infini  de  cubiques  passant  par  les  sommets  des  trois  couples  et  tou- 
chant  en  outre  les  six  droites^  la  surface  de  Kummer  correspondante  est 
singuliere  et  repond  a.  V invariant  12  ou  a  V invariant  8,  et  recipro- 
quement. 

Comme  on  sait  caracteriser  autrement  la  figure  (F)  qui  repond  a 
I'invariant  8,  ce  theoreme  donne  la  propriete  modulaire  caracteris- 
tique  pour  I'invariant  12. 

On  pourrait  voir  que  dans  le  cas  A  =  12,  il  n'y  a  qu'/m  systeme  de 
cubiques  satisfaisanl  aux  conditions  de  I'enonce ;  dans  le  cas  de  A  =  8, 
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il  y  en  a  deux  :  cela  tient  a  ce  que,  dans  les  calculs  du  n"  129,  on  peul 
donner  a  w  le  signe  ±,  mais  w  etant  nul  pour  A  =  12,  le  double  signe 
n'introduit  aucune  difference. 
De  meme  : 

Lors<]ue  les  six  droites  de  la  figure  (F) peuventsc  repartiren  trois  couples 
A,  A';  B,  13';  C,  C,  de  telle  sorte  qu'il  existe  une  cubique  passant  par  les 
sommets  des  Irois  couples,  ayant  un  point  double  au  point  d' intersection 
de  A  et  de  B,  et  touchant  en  outre  les  droites  A',  B',  C,  C,  la  surface  de 
Kummer  correspondante  est  singuliere  et  repond  a  I' invariant  12  ou  a 
V invariant  8. 

135.  Voici  d'autrcs  exemples  : 

Lorsque  les  six  droites  de  la  figure  (F)  peuvent  se  repartir  en  trois 
couples  A,  A';  B,  B';  C,  C,  de  telle  sorte  qu'il  existe  une  quarlique  uni- 
cursale  passant  par  les  12  points  d' intersection  des  trois  couples  deux  a 
deux,  la  surface  de  Kummer  correspondante  est  singuliere  et  repond  d 
Van  des  invariants  16,  12,  8,  4?  ^t  reciproquement. 

Lorsque  les  six  droites  forment  un  hexagone  aiiquel  on  pent  in- 
scrire  et  circonscrire  un  systeme  p  fois  infini  de  quartiques  de  genre 
p(^p  =  0,  1 ,  2,  ou  3),  /a  surface  de  Kummer  correspondante  est  singuliere 
et  repond  d  V invariant  28  —  ^p,  ainsi  qu'd  tous  les  invariants  pairs 
inferieurs,  et  reciproquement. 

Terminons  par  un  exemple  qui  convient  a  une  surface  non  singu- 
liere : 

Etant  donnees  six  droites  tangentes  d  une  meme  conique,  il  existe  une 
infinite  simple  de  cubiques  planes  passant  paries  six  sommets  du  quadrila- 
tere  complet  forme  par  quatre  quelconques  de  ces  droites,  passant  par  le 
point  de  rencontre  des  deux  autres  et  touchant  en  outre  chacune  de 
celles-ci. 
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Journal  de  Mathematigues,  >  serie,  I.  \I  (1900). 


Dans  nil  premier  Memoire,  insere  au  Tome  V  (5®  serie)  de  ce 
Journal,  j'ai  commence  Tetude  des  fonctions  abeliennes  a  deux  variables 
que  j'ai  nommees  singulieres  :  ce  sont  celles  qui  admettent  pour 
periodes  normales  Ics  quantites 

I,   o,  h, 

liees  par  une  relation  singulicre,  c'est-a-dirc  de  la  forme 

kg+Bii  +  Ci''+  r)(/i'^-      +  E  =  o, 

ou  A,  .  .  . ,  E  sont  des  entiers. 

Le  present  Memoire  continue  la  meme  etude,  dans  les  domaines  de 
la  transformation  et  de  la  multiplication  complexe. 

Les  fonctions  abeliennes  singulieres  admettent  des  transformations 
qui  n'existent  pas  dans  le  cas  general,  et  que  je  nomme  singulieres^  par 
opposition  aux  transformations  ordinaires  de  M.  Hermite;  la  premiere 
Partie  du  Memoire  est  consacree  a  la  recherche  de  ces  transformations, 
a  leur  reduction,  a  la  transformation  des  fonctions  thetaetdes  fonctions 
intermediaires  singulieres. 

La  seconde  Partie  s'applique  aux  transformations  singulieres  da 
premier  degre,  dont  je  determine  completement  la  forme  generale;  on 
y  voit  apparaitre  ce  resultat  curieux  et  inattendu  que  deux  systemes  de 
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fonctions  abeliennes,  lies  par  unc  transformation  (singuliere)  de 
degre  i,  n'ont  pas  toujours  les  memes  modules  :  sous  forme  geome- 
trique,  c'est  dire  que  deux  surfaces  hyperelliptiques,  ayant  des  modules 
differents,  peuvent  so  correspondre  point  par  point. 

Dans  la  troisieme  Partie  est  pose  et  resolu  le  probleme  de  la  multi- 
plication complexe,  consideree  comme  un  cas  particulier  de  la  trans- 
formation :  il  s'agit  de  rechercher  les  fonctions  abeliennes  telles  qu'une 
transformation  convenable  leur  fasse  correspondre  des  fonctions  aux 
memes  periodes.  Nous  trouvons  ainsi  que  les  fonclions  singulieres 
possedent  seules  une  multiplication  complexe;  a  cole  des  fonctions 
simplement,  doublement  ou  triplement  singulieres,  et  de  fonctions 
reductibles  a  des  fonctions  elliptiques  particulieres,  nous  rencontrons 
d'interessantes  fonctions,  simplement  singulieres,  dont  les  periodes 
verifient,  en  outre,  deux  relations  quadratiques. 

Ce  sont  la  les  seulscas  de  multiplication  complexe;  nous  les  etudions 
avec  detail,  en  indiquant  toutes  les  multiplications  correspondantes 
dans  les  cas  les  plus  interessants. 

La  quatrieme  et  dernicre  Partie,  enfin,  traite  des  multiplications  de 
degre  i,  c'est-a-dire  des  transformations  birationnelles  des  surfaces 
hyperelliptiques  en  elles-memes;  nous  y  demontrons,  qu'en  dehors  des 
correspondances  evidentes  I]  =  ±  u-{-  c,  y  =  ±i'-\-c',  toutes  les 
transformations  cherchees  derivent  de  I'existence  de  relations  singu- 
lieres entre  les  periodes  et  se  determinent  des  lors  aisement;  il  n'y  a 
d'exception  que  pour  les  surfaces  attachees  au  radical  yjx^  -h  i,  dont  le 
Chapitre  final  enumere  completement  les  transformations  univoques. 

Nota.  —  Les  numeros  des  paragraphes  du  present  Travail  font  suite  a 
ceux  du  precedent;  pour  indiquer  un  renvoi  a  un  numero  du  premier 
Memoire,  nous  ferons  preceder  le  nombre  correspondant  du  chiffre 
romain  L 
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PREMIERE  PARTIE 

TRANSFORMATIONS  SINGULIERES. 


i36.  Le  probleme  general  de  la  transformation  des  fonctions  abe- 
liennes,  pose  et  resolu  par  M.  Herm.ite  (  ' ),  est  le  suivant  : 

Soil  un  premier  systcme  de  fonctions  abeliennes  d  deux  variables, 
II  et  V,  admettant  comme  periodes  normales  (i,  o);  (o,  i);  (G,  H); 
(H,  G');  soit,  de  meme,  un  second  systeme  analogue^  de  variables  u  ct 
et  de  periodes  (i ,  o);  (o,  i);  {g,  h);(h,  g') :  trouper  les  conditions  neccs- 
saires  et  suffisantes  pour  que  les  fonctions  abeliennes  du  premier  systeme 
s''expriment  rationnellement  a  V  aide  des  fonctions  abeliennes  du  second 
et  cela  en  etablissant  entre  les  variables  des  relations  de  la  forme 

(i)  U  =      + p. c,        V     >.'m /jiV; 

X,      V  ]jJ  designant  des  constantes . 

Sous  forme  geometrique,  le  probleme  s'enonce  ainsi  : 

Soit  S  line  surface  hyperelliptique  generale,  pour  laquelle  les  coordon- 
nees  d\in point  s^ expriment  en  fonction  abelienne  des  variables  \]  et\  du 
premier  systeme;  soit,  de  meme,  s  une  surface  analogue  repondant  aux 
variables  u  et  v  du  second  systeme  :  dans  quelcas  la  correspondance  (i), 
etablie  entre  les  points  des  deux  surfaces,  fait-elle,  a  un  point  (u,  ^)  de  s, 
?rpondre  un  et  un  seul point  (U,  V)  ^/^  S  ? 

Nous  dirons  que  la  transformation  (i  )  fait  passer  des  periodes  G,  H, 
G'  aux  periodes  g,  h,  g' ;  ou  des  variables  U,  V  aux  variables  u,  v,  ou 
de  la  surface  S  a  la  surface  s. 

Var  point  U,  V,  on  entendra  geometriquement  un  point  de  S;  analyti- 
quement,  un  systeme  de  valeurs  de  U,  V,  defini  aux  periodes  pres. 


(')  Comptes  rendus  de  V Acadeinie  des  Sciences,  t.  XL;  i855. 
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137.  Pour  que  les  conditions  du  probleme  de  la  transformation 
soient  verifiees,  il  faut  et  il  suffit  qu'a  un  point  (u,  v)  corresponde  un 
seul  point  U,  V;  c'est-a-dire  que,  par  les  relations  (i),  U  et  V  aug- 
mentent  d'une  de  leiirs  periodes  simultanees,  quand  //,  i>  augmentent 
d'une  des  leurs.  On  a  done,  en  designant  par  aj,  b,,  c,-,  dj  des  entiers, 
conformement  aux  notations  de  M.  Hermite  : 

ix  =  b^,-^-  b.^G  b„y\, 
lj.'=zb,-^b,\i-i-b,G', 
}Ji  -h       —  f'o  +  CjG  +  c,  II, 
>.7i  +  f/'i''=r,  +  cJl  +  r,G'. 

L'elimination  de  X,  [j.,  X',  [j.',  G,  H,  G'  entre  ces  huit  relations  con- 
duit, entre  g,  A,  g',  a  I'equation  suivante,  ou  Ton  pose  pour  simplifier 

(ab)ij=aihj-  ajbi  : 

i  i'-  [  ( ca),,  +  ( ra ),  5  ]  +  g-'  [(bd),,-h  {bd},,] 
(3)  + /<[(c-6)o3  +  (ac?)„3H- (c6),.,4- (af/)i2] 

I      4-  ( /r-  -  g.^'  )[{ba\,,-^  (ba),,]  -h  [{dc\,+(dc),,]  =  o. 

De  meme,  l'elimination  de  X,  [j.,  X',  g,h,g'  entre  les  relations  (2) 
donnerait,  entre  G,  H,  G',  I'equation,  equivalente  a  (3)  : 

1  G[(arf);,,,  +  (Ar  );,,  ]  +  G'[(«f/)„,+  (i'f)„,] 
{ibis)      <      -^-\\\\ad)^,,-\- {br),,,,+  {ad).ii  +  {bc)^_,] 

{      +  ( If^  —  GG' )  [(ad ).,,  +  ( br ).,.,  ]  +  [  ( ad),,  +  ( be),,  ]  =  o. 

Quand  g,  h,  g'  sont  quelconqties,  I'equation  (3)  ne  pent  avoir  lieu 
que  si  les  coefficients  do  g,  h,  g' ,  Iv  —  gg'  et  le  terme  constant  y  sont 
nuls  :  c'est  I'liypothese  qu'a  faite  implicitement  M.  Hermite,  et  dont 
il  a  deduit  la  theorie  ordinaire  de  la  transformation.  Dans  ce  cas, 
M.  Hermite  a  montre  que  les  coefficients  de  I'equation  (3  6w)  sont  ega- 
lement  nuls,  et  reciproquement  si  les  coefficients  de  {'^  bis)  sont  nuls, 
ceux  de  (3)  le  sont  aussi. 

Au  contraire,  si  g,  h,  g  et  A-  —  gg'  satisfont  a  une  relation  lin6airek 
coefficients  entiers,  c'est-a-dire  a  une  relation  singiiliere,  il  existera 
d'autres  transformations  que  celles  de  M.  Hermite;  c'est  I'etude  de  ces 
transformations  singulieres  qui  va  nous  occuper  maintenant. 

138.  Supposons  done  que  g,  h,  g'  soient  lies  par  la  relation  singu- 


),  m  «o  +  «;l  G  +  O,  "» 
I  rt,  +       It  +  a.,G', 

j  Ig  +  [J-h  —         d.Cf  +  d.,  II. 

(  I'g        n'k  —  d,  4-  f/:,  II  +  f/.,G', 
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liere 

(4) 


A^-  +  BA  +  Cg'  +  D  ( /i=  -  .^-A' ' )  +  E  =  o . 


ou  A,  B,  .  .  . ,  E  sont  des  entiers  sans  diviseur  cominiin,  et  qu'ilny  ait, 
entre  g,  li,  g' ,  aucune  autre  relation  analogue.  On  deduira  de  (3),  en 
designant  par  k  un  entier  : 


(5) 


(ac)  ^,  +  (ac),, 
{db),,  +  {db),, 
{ab),.,-h  {ab),., 
{fd)a-,-\-{cd),., 

(ad)  ^.,  —  (ad),. 


=  CA, 


Dans  le  cas  d'une  transformation  ordinaire,  ou  d'Hermite,  I'entier  k 
est  nul,  et  reciproquement. 

Soient  aiors  ai,  bi^  c,-,  di  des  valeurs  des  seize  entiers  a,  b,  c,  d 
verifiant  les  relations  (5),  ou  k  est  un  entier,  quelconque  d'ailleurs; 
les  relations  (2)  donneront  lineairement  les  valeurs  de  A,  /.',  [jl,  [j.',  et 
celles  de  G,  H,  G',  en  fonction  de  h,  g',  de  sorte  que  Ton  obtiendra 
ainsi  tous  les  systemes  cherches  de  periodes  G,  H,  G',  avec  les  transfor- 
mations (i)  correspondantes. 

Cette  methode  conduit  sans  difficulte  aux  formules  suivantes,  ana- 
logues a  celles  de  M.  Hermite  pour  les  transformations  ordinaires  : 


(6) 


G': 


II  = 


GG'=^ 


(cc?)o2  H 

-[{bc),,^ 

-  ida)„. 

\-{db),og'-^ 

r  (a6)o2(/i'^  — 

gg 

'). 

-[(be),,- 

\-{da).,.. 

]^^ 

-  idbU,s'-\ 

-  {ab)r,{h'- 

ss 

)' 

(cd).,,  H 

f-  (ac):,,/,'-H 

-  (da)-.. 

]h- 

h  idb),,g'- 

y-{ab),,{h^- 

O'O' 

). 

{cd}o:.  H 

-[(bc),,- 

H  {da).2:, 

]b- 

{-  (ab).„{h-  — 

gg 

)' 

{(-■d)a,- 

h  (ac)o:,,?H 

~[(bc),,- 

h  (da)^.. 

]h- 

H  {db),.,g'- 

h  iabu^ih^'  — 

). 

(cd),,  - 

h  (ar)j.,  "  H 

^[(bc),,- 

h  {da).y^ 

]b- 

^  {db),,g'- 

y-  {ab).,,{h-'  — 

tycr 

)' 

(cd),,- 

r[(6c),,H 

-  (da)i.. 

]h- 

hidb},,^'^ 

h  (a6)i,(/i'  — 

(TO- 

bb 

). 

{cd),,  H 

h  {ac),;,^  H 

^[{bc),,- 

h  (da).. 

]h- 

h{db),,g'^ 

h  {ab).,.,t{h^-  — 

88 

)' 

(cd)^,,  H 

-  («OoiA'  H 

-[(6e)oiH 

-(da)^i 

-  (db)aig'-\ 

-  {ab)oi  (A-  — 

88 

). 

~[{bc)-,,-\-{da),. 

-  (db),,.g'-i 

-  («/>).:,(/*-  — 

88 

)' 

les  denominateurs  etant  les  memes  dans  les  cinq  formules. 


(')  Nous  les  appellerons  les  entiers  caracterisliqiies  de  la  transformation. 
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On  obtiendrait  de  meme  g,  //,  g'  en  fonction  de  G,  H,  G'  : 

 idb),,  +  (dO),,G  +  [id/j),,  —  {dO)i,]  It  +  {db),,G''-h  {db),,{ir--GG') 

~  (ab),,  -+-  {ab),,  G  +  [{ab),,  -  (ab),,]  11  +  {ab),,  G'+  {ab},,  (H--  GG') ' 
,^  (gr)o,  +  {ac),,G  +  [jar),,- jar),,]  H  +  jar),,  G'+  (ac),,  ( IP  -  GG') , 
^      {«^)oi  +         G  +  [{ab),,  —  (ab),,]  11  +  {ab),,  G'+{ab),,{H-'  —  GG') ' 
,  ,  ^  (M:.iG  +  [(6c)o,-(6r;)„  I  II  +  (bc),,G'+(bc),,{n^--GG')_ 

'      (a6)o,  +  (ab),,  G  -+-  [{ab},,  -  (ab),,  ]  II  +  (ab),,  G'  +  {ab),,  ( ii^  —  GG' ) ' 
_  {ad),i  +  {ad),i  G  +  [(aflf)o,  —  iad)^.,]  H  +  («ri)o,  G'  +  iad).,,{U^  —  GG' )  _ 
'  ~  (a/^)o,  -f-  {ab),,G  -+-  [{ab),,  —  {ab),,_]  H  +  (a6)„,,G'+  (a6),,(ir--  GG')' 
_  (cdk,  +  (^fl?):HG  +  [(c^)o,-  (r^),,]  H  +  (r^)o,G'+  (crf).3:,(ir--  GG') , 

;  ~"  (a^')o,  +  (a6),,  G  +  [(a/^)o:, -  (a6),, ]  H  +  (a6)o,G'  +  (ab),, (H'--  GG') ' 

les  cinq  denominateurs  etant  aussi  les  memes. 

En  egalant  les  deux  valeurs  de  H  que  donnent  les  relations  (6),  on 
retrouve,  en  tenant  compte  de  (5),  la  relation  singuliere  initiale 

( 8 )  /,  [  A  ^  +  B  //  +  C    +  D  ( A » -  i'^' )  +  E  ]  =  o . 

De  meme  en  egalant  les  deux  valeurs  de  h  donnees  par(7),  on  retrouve 
la  relation  singuliere  (3  bis)  entre  G,  H,  G'.  Celle-ci  comme  on  I'a 
observe  plus  haut  en  invoquant  un  resultat  de  M.  Hermite,  n'est  pas 
une  identite,  puisque  (3)  n'en  est  une,  en  vertu  de  (5),  que  si  /•■  est 
nul,  c'est-a-dire  si  la  transformation  est  ordinaire.  Done  : 

Les  fonctions  abeliennes^  initiales  et  finales^  que  lie  une  transforma- 
tion singuliere,  sont  singulieres. 

139.  Soit  alors 

(9)  A'G  +  B'll  +  C'G'+  D'(ir^-  GG')  +  E'=o, 

la  relation  singuliere  {3  bis)  entre  G,  H,  G',  les  entiers  qui  y  figurent 
n'ayant  pas  de  diviseur  commun ;  on  a,  en  designant  par  k'  un  entier  : 

(ad),,^ibc),,  =  A'k', 
{ad),a-+-{bc),,=  C'A\ 

(10)  {  (a^^)32+ (66-):,o  =  D'A', 

{ad)in-h  (ic),o=E'A', 

{ad),,+  (br),,-  {ad),,-  {bc),,^B' k'. 


140.  Trans foimation  adjointe.  —  La  transformation  definie  par  les 
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eqaations  (i),  (2)  et  (5),  et  que  nous  appellerons  plus  brievement  la 
transformation  (a,,  6,,  c,,  c/,),  fait  repondre,  a  un  point  {a,  de  la  sur- 
face .y,  un  et  un  seul  point  (U,  V)  de  la  surface  S.  Inverse  me  nt,  il  existe 
une  transformation  singuiiere,  que  nous  nommerons  adjointe  de  la 
premiere,  faisant,  a  un  point  de  S,  correspondre  un  et  un  seul  point 
de  s. 
Soit 

a,  ,  «[  a„  O;; 

b,  b,    b.,  b,. 

6-u      C\      C,  (■•;, 

du    d^  d., 

le  Tableau  des  entiers  de  la  premiere  transformation;  pour  la  transfor- 
mation adjointe,  le  Tableau  sera  (comme  dans  le  cas  des  transforma- 
tions ordinaires) 


d. 

Co 

—  b.^    —  a-. 

(?., 

—  6,    —  a. 

—  d^ 

bi  a. 

b»  a„ 

Pour  verifier  que  cette  nouvelle  transformation  possede  bien  la  pro- 
priete  indiquee,  il  suffit  d'observer  que  les  equations  (5)  deviennent  les 
equations  (10)  si  Ton  y  remplace  A,  B,  C,  D,  E  par  A',  B',  C,  D',  E', 
k  par  /c' ,  et  tout  nombre  a,,  6„  c,,  c?,  du  premier  Tableau  par  le  nombre 
qui  occupe  la  meme  place  dans  le  second  Tableau. 

De  meme,  les  equations  (6)  deviennent  les  equations  (  7  )  si  Ton  y 
fait  la  meme  substitution,  en  permutant  g,  h,  g'  et  G,  H,  G'. 

14J.  Degre  et  indices  d\ine  transformation.  —  Nous  appellerons 
degre  de  la  transformation  (a,,  b,,  c^,  d^  la  valeur  du  determinant 

«(,  a,  a.,  a., 
b„    b,    b.,  b,, 

'■\     <■■!  (■■:: 
(f„    r/i     d.,  c/., 

et  nous  designerons  cette  quantite  par  0.  Si  la  transformation  est  ordi- 
naire, on  sail  que  0  est  le  carre  de  Vordre. 

Nous  introduirons,  avec  S,  deux  autres  entiers /et  ^- que  nous  nom- 
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merons  indices  de  la  transformation.  Le  premier.  /,  sera  defini  par 

(11)  /=:(a<^)o:, -H  (arf)i2; 

le  second,     est  I'entier  qui  figure  dans  les  formules  (5). 

Toutefois^  pour  definir  k  sans  ambiguite,  une  convention  est  neces- 
saire. 

En  effet,  dans  la  relation  singuliere  (4), 

kg+  B/(  +  C^'+  D(/i=  -  g^')  +  E  =  o, 

les  entiers  A,  B,  C,  D,  E,  qui  n'ont,  par  hypothese,  aucun  diviseur 
commun,  ne  sont  definis  qu'au  signe  pres,  c'est-a-dire  que  Ton  peut 
changer  simultanement  leurs  signes  :  ce  changement,  fait  dans  (5), 
entraine  aussi  le  changement  de  signe  de  k,  de  sorte  que  k  presente 
une  ambiguite  de  signe.  Pour  preciser,  nous  supposerons  que  A  est 
positif;  dans  le  cas  ou  A  serait  nul,  nous  supposerons  D^o,  et,  si  D 
etait  aussi  nul,  B  ^  o.  D'ailleurs,  A,  D,  B  ne  peuvent  etre  nuls  a  la 
fois,  car  ['invariant  de  la  relation  singuliere,  B- —  4AC  —  4DE,  serait 
nul,  et  Ton  serait  place  dans  un  cas  special  sans  interet  (I,  n"  17). 

Grace  a  cette  convention,  les  signes  de  A,  B,  C,  D,  E  sont  definis,  et 
il  en  est  de  meme  de  celui  de  k. 

On  a  entre  o,  /  et  k  une  importante  relation.  On  deduit,  en  efl'et, 
de (5)  : 

/(/+B/.)=     \{ad),,-h  {ad),,][{br),,  +  (bc),,l 

k-'{kC+mi)=     [{ac),,  +  {ac),.^\{clb)„,+  {db),,\ 
+  [{ab)„,+  (ab),,][(cdly,+  {cd),„_l 

et  Ton  verifie  que  la  somme  des  deux  seconds  membres  est  identique 
au  determinant  o.  Done 

(12)  5  —  /-^  4-  B/./+  (AC  +  DE)A- 
ou 

A  designant  I'invariant  B'  —  4 AC  —  4DE  de  la  relation  singuliere  (4). 

142.  Degre  et  indices  de  la  transformation  adjointc.  —  Pour  la 
transformation  adjointe,  le  second  indice  est  i'entier  k'  qui  figure  dans 
les  formules  (\o),  en  supposant  que  Ton  fasse  sur  les  signes  de  A',  D', 
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B'  la  meme  hypothese  que  sur  A,  D,  B;  soient  o'  le  degre  et  /'  le  pre- 
mier iiidice.  On  a,  d'apres  les  n°*  140  et  141  : 

o'=:(5,  l'—{ad),y,,-\-{bc)f^... 
On  a  egalement  la  relation 

(13)  2/+ BA  =2/'+ B'A'; 

car,  en  vertu  de  la  derniere  des  equations  (5)  ou  (10),  chacun  des 
deux  membres  est  egal  a  la  quantite 

{bc)^.,^  {bc),,+  {aci)^;;  +  {ad),,: 

Enfin,  puisque  0'  —  0 

BA-/+  (AC  +  DE)  B7.-7'h-  (A'C'+  D'E')h'\ 

d'ou,  en  tenant  compte  de  (i3), 

A'^(B=-4AC-4DE)  =  /.'i(B'-2-4A'C'— /iD'E'). 

Comme  B^— 4AC-  4DE  et  B'^  — 4A'C' -  4  D'E'  sont  respective- 
ment  les  invariants,  A  et  A',  des  relations  singulieres  (4)  et  (9),  entre 
g,  h,  g'  et  G,  H,  G',  on  pent  ecrire 

(14)  /,-^A  =  /.'-^A'. 

L'eqiiation  (i4)  montre  que  A  et  A'  sont  de  meme  signe,  c'est-a-dire 
que  I'invariant  d'une  relation  singuliere  et  celui  de  la  relation  singu- 
liere  transformee  ont  le  meme  signe  :  en  vertu  d'une  propriete  fonda- 
mentale  des  invariants  (I,  n*'  14),  ces  deux  quantites  sont  done  posi- 
tives. Nous  tirons  de  (i4) 
(i4  his)  A'v''A"'=£/.  \  'A. 

£  designant  -t- 1  ou  —  i. 

Selon  que  z  sera  egal  a  +  1  ou  a  —  i,  nous  dirons  que  la  transfor- 
mation est  droite  ou  gauche  :  cette  denomination  est  d'ailleurs  pure- 
ment  conventionnelle,  puisqu'elle  derive  des  hypotheses  faites  sur  les 
signes  des  coefficients  dans  les  relations  singulieres  (4)  et  (9). 

Pour  une  transformation  ordinaire,  los  indices  k  et  sont  nuls, 
£  est  indetermine. 

143.  Signification  analytique  du  degre.  —  La  transformation  singu- 
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Here 

(  l)  U  =  ).  «  -I-  |JL  (',  V  =  ).'  //  +  /Jl'  (' 

fait  correspondre  a  un point  u,  c  un  seul  point  U,  V;  inversement,  a  un 
point  U,  V,  combien  correspondent  de  points  u, 

Augmentons  U  et  V  respectivement  d'une  periode,  c'est-a-dire  de 

Xo+XjG  +  X.II    et    Xi  +  XjH  +  XoG', 

les  X,  etant  entiers;  les  equations  (i)  donneront  de  nouvelles  valeurs 
de  M,  auxquelles  correspondra  un  nouveau  point  u,  r,  a  moins  que  u 
et  t'  n'aient  aussi  augmente  d'une  periode,  c'est-a-dire  que  Ton  n'ait, 
en  designant  par  Xo,  x^,  x^,      des  entiers, 

^'"^^     (  X,-hX,A\  +  \Sj'—V(xa  +  x.g+x,h)^\i'{x^  +  xJi  +  x.,g'). 

On  peut  ecrire  ces  equations  en  tenant  compte  de  (2)  : 

Xo+ X.|G -I- XjH  =    Xa{a^-^  a-.Q  +  a,\\)  +  x^{b^-^  b-^G  +  b^W) 
-+-  x„  ( r„  +  c.G  -+-  c,  H )  +  ^„  ( f/o  +  0?;,  G  +     H ), 

Xi+X:,Hh-X,G'=     x,{a^  +  a,,\l  +  a.,G')  +  x^{b,+  b,]\  ^  b^C) 
-hx,{c^  -I-  c,\\  +  r,G')      x,,{d^  +  d.,Y\.  dfi')\ 

relations  qui  doivent  etre  des  identites  en  G,  H,  G'.  Elles  sont  en  efFet 
de  la  forme 

N,,G  + N,H  =  M,       N,H  + N.,G'=M', 

les  N  et  M  etant  des  quantites  reelles  :  si  done  ces  quantites  ne  sont  pas 
toutes  nulles,  on  en  conclura,  en  designant  par  G,,  H,,  G',  les  parties 
imaginaires  de  G,  H,  G',  la  relation  inadmissible 

112  — G,G'|  =  o. 

Par  suite,  les  equations  (i5)  donnent 

'  X„  =  a^x^  +  b^Xi  +  c^x.,  +  d^x.., 
X,,  =    Xa  +  6,,  Xi  +  Cj  X.,  -H  a?|  x-.^ 

—  a.^x^-\-  b.,Xi  -I-  r.,x.,  +  d.,x 
X.,  —  o..x\-\-  b-.x,  -+-  c..x.,-h  d-.x.., 

En  vertu  de  ce  qui  precede,  au  sysleme  (U,  V)  et  au  systems 
(U  +  Xu  +  X:,G  H- XoH,  V  +  X| -h  X.,H  +  XoG')  correspond  le  meme 


SLR   LES   FONCTIONS   Aot.LlEINNES  SIN<;ULIKRES. 


4i3 


point  (u,  V),  si  les  equations  (i6)  donnent  pour  .r„,  x,,  x.^,  x-.  ties 
valeurs  entieres;  il  en  resulte,  pour  le  nombre  des  points  (u,  c)  qui 
correspondent  ii  iin  point  (U,  V),  la  consequence  suivante  : 

Considerons  dans  les  equations  (i6)  les  X,  commc  donnes  et  les  a;, 
comme  des  inconnues ;  a  deux  systemes  de  valeurs  des  X,  correspondent 
deux  systemes  de  valeurs  des  a;,,  qui  seront  dits  non  distincts  s'ils  dif- 
ferent de  nombres  entiers,  et  distincts  dans  le  cas  contraire  :  le  nombre 
des  points  (//,  r)  correspondant  a  un  point  (U,  N)  est  egal  au  nombre 
des  solutions  distinctes  des  equations  (i6),  lorsque  les  X,  prennent 
toutes  les  valeurs  entieres  possibles. 

Or  on  peut,  conime  on  sait,  par  des  substitutions  a  coefficients 
entiers  et  de  determinant  i,  ramener  le  systeme  d'equations  (i6)  au 
type 

('7)  jf'^J^J" 

ou  les  \i  sont  des  entiers  dependant  uniquement  des  6„  c„  d;,  les  H, 
les  inconnues  nouvelles  et  les  S,  des  entiers  pouvant  prendre,  comme 
les  X„  toutes  les  valeurs  entieres  possibles.  Le  nombre  des  points 
(«,  v)  correspondant  a  un  point  (U,  V)  sera  evidemment  encore  egal 
au  nombre  des  solutions  distinctes  des  equations  (17). 

Or  il  est  clair  qu'en  donnant  a  Ho  les  valeurs  o,  i ,  .  .  . ,  mod)^, ;  a  S, 
les  valeurs  o,  i,  .  .  . ,  modA,,  etc.,  on  obtient  pour  les  ^,  des  solutions 
distinctes,  c'est-a-dire  ne  differant  pas  de  nombres  entiers;  pour 
d'autres  valeurs  des  S,  on  obtient  des  solutions  non  distinctes  des  pre- 
cedentes  :  le  nombre  cherche  est  done  egal  a  modXoX, Xo^X^,  c'est- 
a-dire,  puisque  les  determinants  des  inconnues  dans  (16)  et  (17)  sont 
les  memos,  a  modo. 

Ainsi  : 

A  un  point  (U,  V)  une  transformation  singidierc  fait  correspondre  un 
nombre  de  points  {11,     egal  a.  son  degre  en  valeur  absoluc. 


144.  Signe  du  degre.  —  Soient  toujours  g,,  g^  et  G,,  H,,  G',  les 
parties  imaginaires  de  g,  h,  g'  et  G,  H,  G';  on  verifie,  en  partant  des 
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formules  (6)  ou  (7),  la  relation  suivante  : 

/iI-.^iA';=  3^(11?- G,G',), 

ou  Jll^  est  une  quantite  reelle  et  positive.  Nous  donnerons  d'ailleurs  de 
cette  formule  une  verification  directe  tres  simple,  quand  nous  parle- 
rons  de  la  reduction  des  transformations  singulieres  (n°  Hrl )  :  elle  est 
analogue  a  la  formule  classique  de  M.  Hermite  pour  les  transformations 
ordinaires;  0  remplace  le  carre  de  I'ordre. 

On  en  conclut  qu'une  transformation  singuliere  ne  fera  passer  d'un 
systemc  (G,  H,  G')  de  periodes  normales  (c'est-a-dire  d'un  systeme 
pour  lequel  H,  —  G,  G',  est  negatif)  a  un  systeme  A,  g')  de  periodes 
egalement  normales,  que  si  0  est  positif. 

C^est  Vhypothese  que  nous  ferons  toujours  dans  ce  Memoire  :  nous  etu- 
dierons  ailleurs  les  fonctions  de  u,  v  aux  periodes  (1,0);  (0,  i);  A); 
(/?,  g'),  pour  lesquelles  h]  —  S\g\  serait  positif;  mais  ici  nous  n'envi- 
sagerons  que  des  fonctions  abeliennes  a  periodes  normales,  ce  qui  nous 
oblige  a  admettre  que  les  transformations  singulieres  sont  d'ordre 
positif, 

(19)  3>o. 

II  sera  aise  de  reconnaitre,  dans  les  demonstrations  qui  vont  suivre, 
celles  qui  s'appliquent  aussi  au  cas  011  0  serait  negatif. 

Composition  de  deux  transformations. 
145.  Soit  une  premiere  transformation  T 

(T)  \]  =  lu  +  iJA>,        \  =  Vn  +  ^:'i-% 

faisant  passei' des  variables  U,  V  et  des  periodes  G,  H,  G'  aux  variables 
u,  V  et  aux  periodes  g,  h,  g' .  Efl'ectuons  maintenant  une  seconds  trans- 
formation T| 

(T,)  «  =:  pu'H- CTc',        (•  =  p';<'+ cr'c', 

faisant  passer  des  variables  u,  v  et  des  periodes  g,  li,  g  aux  variables 
(  '  et  aux  periodes  <^'. 

Les  deux  transformations  T  et  T,,  effectuees  successivement,  font 
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passer  de  U,  V  a  //,  c'est-a-dire  qu'a  un  point  n',  r'  correspond  un 
seul  point  U,  V  donne  par 


V  ~l  ipn'-h  av')  -+-  ij.  {p'u'-{-  o-'c'), 

V  =L=  I'ipu'-i-        -h  jjL'(p'M'  +  o-V). 


On  definit  ainsi  une  nouvelie  transformation,  J,,  produit  de  T  par 
T|,  Tj^TT,;  proposons-nous  de  trouver  ses  entiers  caracleristiques, 
son  degre  et  ses  indices. 

14(5.  Soient  ^„  6„  c,,  df  et  n],  b'-,  c'-,  d]  les  entiers  caracleristiques 
de  T  et  de  T, ;  ceux,  r/,',  6-,  c),  d'-,  de  T3  s'obtiennent  comme  ii  suit. 
On  a  par  (2)  : 

>,=: a^-l- a^G  +  a, H,  [i=b^->r  b.^G-\- h^W, 

'kg+y.li  =(^0+ r/.,G  +  rfjH,  X/i  +                  C3G  +  c,H, 

It.'  Ii  =  t/i  +  rfsH  +  cL_G\  Vh  +  ^'  g'—c^  +  OjH  +  CjG', 

p  z=  a'l,  H- a!, -I- a'2 /< ,  (T=6J,+ 63^-1- 62^, 

p'  =  a'|  +  a'Ji  +  u'—b\  +  63/1  -f-  62^', 


On  en  conclut,  exactement  comme  dans  le  cas  classique  des  transfor- 
mations ordinaires  : 

Xp  -f-  fJtp'==  Xa|,  -t-  [J.a\  H-        +  jjL/i)      -+-  (X/i  +  \J.g')a\^ 

—     {o„-h  a-. G  +  rt-j H )  aj,  +  ( +  63 G  +  62  H ) a', 
-+-  (d^-h  d,,G  -+-  d.,H)a'..  -+-         c^G  +  c,H)a2, 

et  par  suite,  en  se  reportant  a  (T2),  on  aura 

a",  =  a'u  +  6(, rt'i  +  H-  </q a'. , 
a".  =  +  -I-  <'3«'2  +  d-^a'.., 
a",  —  a.,a[,  +  /v., a',  -1--  r^a'.,  -+-  d.,a'... 

Des  calculs  analogues  fourniraient  les  autres  entiers;  on  trouve  ainsi 
les  formules 

a','  =  a,a'o  +  ^/fi',  +  cia'^  -+-  dia'.^, 

b"i  —  Uib'o  4-  bib\  +  ab'.^  -+-  d,b'^, 
(20)  {   „         ,      ,    •  <      J  < 

d",  —  a,d'^  +  r/f/J,  +  t/if/l . 
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147.  De  la  resulte  immediatement  que  le  determinant 

{n].  b",  (••,  d'i) 

est  le  produit  des  determinants  (oj,  bj,  Cj,  dj)  et  {d-,b'-,c-,d-);  en 
d'autres  termes,  si  Ton  designe  par  o,  5,,  S.^  les  degres  des  transfor- 
mations T,  T|,  To,  on  a 

(•ji)  02=00,. 

148.  Passons  maintenant  au  calcul  des  indices.  Soient  /,  k\  A,; 
4,  k..  les  indices  de  T,  T,,  To ;  soient  egalement 

(32)  A'G  +  B'II  +C'G'  +D'(H^  — GG')  +  E'=io, 

(23)  A,^-  +B/i  +Cg'  +D  (A'-  —  ,^-')+ E  =o, 

( ^4 )  A, ^  +  B, c»e  +  C,  g/+  D,  ( SC' -  gg.')  -+  K,  =  o, 

les  relations  singulieres  entre  les  periodes;  enfin,/^,  k\  designeront  les 
indices  de  la  transformation  adjointe  de  T,. 
On  a,  par  (5)  et  (lo) : 


(25) 


(26) 


(^7) 


(«C)o3  + 

(ac)i,  = 

A  A, 

{db\,+ 

(db),,=: 

C/(, 

(«*)03  + 

(«^)l2  = 

DA, 

(Ct/)o3  + 

(c«?),,= 

EA, 

(arf)o3  + 

(arf)i,= 

I, 

(6C),3  + 

(6c)i2  = 

/+BA; 

(«'C')03  - 

t-  («'<?')l2 

—     A, , 

(^'6')o:,- 

^(<^'^'),o 

=  CiAi, 

(«'^')o:,- 

h  {a'b'),. 

=  Dj  A , , 

(^■'^')o:,- 

h{c'd'),. 

=  E,A,, 

(a'rf')or,-+-  (a'<^')i2 

(«'V;')o3H 

^{b'c%. 

=  /,  +  H,  A, 

(«'«?'),.- 

h(6V)„ 

=  AA',, 

(a'rf').o- 

t-  ib'c%„ 

=  ca;, 

{a'd%,- 

\~{b'c'),. 

=  DA',, 

{a'd%,- 

=  EA',, 

ia'd%,- 

H  (fe'c')03 

H(^'c'),, 

^/;  +  ba;, 

SUR   LES  FONCTIONS   AB^LIENNES  SINGULIERES. 

Pour  calculer  k^,  observons  que,  par  definition  (5), 

Kk,=  {a"c"),,+  {a"c"\,; 

d'ou,  en  remplagant  les  a"  et  c"  par  leurs  valeurs  (20), 

k,  k,=     (a'c')„i[(a6)o3-f-  +  (a'c')„2[(ac)o:,+  (ac)i,] 

+  («'c')o:i[(«^^)o3+  («'c')i..[(6'?)o3+  {bc),^'] 

+  {a'c'),,[{bd),,  +  (M),,]  +  (a'c')2:,[(^-«?)o:;+ 

et,  en  vertu  de  (aS), 

(28)  A,  /u=  (a'c')oiDA-  +  (a'fOo.AA-  +  {a'c'),.J 

+  (a'c'),j(/H-  BA)  +  (a'6-');,iCA  +  (a'c').,:iEA- 
=  (/  +  B/t)[(a'c')o:,+  (a'e'),,] 
—  BA-(a'c')o:,+  DA'(a'c')(,i 
+  A/c(a'c')o2+  CA-(a'c');.,i+  E/f(a'c'),3. 

Par  (26),  (a'c')„3  H-(a'c'),2  =  A,  ;  si  maintenant,  dans  les  autres 
termes,  on  remplace  A,  B,  C,  D,  E  par  leurs  valeurs  tirees  de  (  27),  il 
vient,  apres  quelques  calculs  longs,  mais  faciles, 

—  BA(a'c')o:i+DA(a'c')oi  + A/v(a'c')o-.+  CA(a'6-'),i  +  EA'(aV),a 
=  ^[(«V)„3+  (a'c'),»J  [(«'«?')„:,+  {b'c'),,] 

—  —  A.I  k'l  1 1  ; 

d'oii 

AiA2=:  A)  Ai(/  +  BA)  +  ttAiA-,  , 

c'est-a-dire 

A,=:Aa/  +  BA)+ 

Or  on  a  (nM 42) 

2  /'^  -4-  B  Ar'i  =  2  /i  +  B,  A-, , 

A-;     =  s/a;, 

en  designant  par  A  et  A,  les  invariants  des  relations  singulieres  (23) 
et  (24),  et  par  £,  I'unite  positive  ou  negative  qui  repond  a  la  transfor- 
mation T, . 
De  \k  resulte  I'expression  finale  de  ^2  • 

(29)  2A„==  Ai(2/+  BA)  +  £,A-y/^(2/,+  BiA-,). 
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On  pourrait  calculer  par  une  methode  analogue,  en  partant  de 
=  (a"</")o3  H- (a"c^"),2;  il  sera  plus  simple  d'utiliser  la  relation  (21), 

02  =  00,,  qui  s'ecrit,  en  remplaQant  les  0  par  leurs  valeurs  en  fonction 

des  indices, 

4(2/,+ B,  A-,)'- -4  A,  A-^ 

=  [(2/  +  BA)^-AA'-][(2/,  +  B,/.,)-^-A,A-f]. 

Substituons  a  ^2  sa  valeur  (29),  nous  trouvons 

4  ( 2  /.  +  Bi  A.,  )2  =  ( 2  /  +  B  A- ) -  ( 2  /i  +  B,  /. .  )'- 

+  2  v/AA7e,  A  A-,  ( 2  /  +  B  A- )  ( 2  /,  +  B,  A-, )  +  AA,  A-  A-, ; 

d'oa   

52 (2/, 4-  B,  A,)  =±  [(2/+  BA)(2/,+  B,A-,)  +  e,AA,  v^AA,]. 

On  doit  prendre  le  signe  +;  car  si  lt  =  l\  —  o,  c'est-a-dire  si  les 
deux  transformations  sont  ordinaires,  /,  /, ,  4  sont  les  ordres  de 
T,  T,,  T2,  et  Ton  sait  que  4  =  //,.  La  methode  de  calcul  de  signalee 
plus  haut  donne  le  meme  resultat,  sans  introduire  d'ambiguite  de 
signe.  Ainsi, 

(3o)  2(2/2+  B,/f,)  =  (2/+  BA-)(2/,+  B,A-,)  +  £,A7fi  v/AAl. 

Les  formules  (29)  et  (3o)  donnent  la  solution  du  probleme  pose,  en 
fournissant  les  expressions  des  indices     et  l^. 

149.  Remarque  I.  —  Les  calculs  precedents  supposent  que  T,  est 
une  transformation  singuliere,  c'est-a-dire  que  k^  et  k\  ne  sont  pas 
nuls,  car  on  a  tire  de  (27)  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  admettant 
ainsi  /f  , <o. 

Si  T,  est  une  transformation  ordinaire,  I'equation  (28)  est  toujours 
vraie  et  donne 

A,Aj  =  A, /.-,(/+  BA-)  —  BA  (a'c'')o3 

+  DA  (a'c')oi+  AA  (a'c')(,,+  Ck{a'c').,,  +  Ek{a'c').^. 

Or  la  transformation  T,  conduit  des  periodes  g\  /?,  g'  qui  verifient  la 
relation  singuliere 

(28)  A^' +  BA +. .  .=  o, 

aux  periodes  ^,  St,  verifiant 

(24)  Aig.  +  B,£ie  +  ...=:o. 
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D'ailleurs,  les  relations  classiques  de  M.  Hermite  pour  les  transfor- 
mations ordinaires  donnent  sans  ambigu'ite  h,  g' ,  — gg'  en  fonc- 
lion  de  3Z,  ,  dC^ —  :  si  Ton  porte  ces  expressions  dans  (23)  et 
si  Ton  chasse  le  denominateur,  on  retombe  sur  (24)  a  un  facteur 
entier  pres,  0,  ainsi  qu'on  I'a  observe  au  n"  2  du  premier  Memoire  (ou 
ce  facteur  a  ete  designe  par  p).  On  a  trouve  alors 

(3 1)  9-^(B2-  4  AiC,  —  4Di =    (3-^-4  AC  -  4DE), 

en  designant  par  /,  I'ordre  de  T,. 

Si  Ton  compare  ensuite  les  coefficients  de  dans  (24)  et  dans  la 
relation  deduite  de  (23)  comme  on  vient  de  le  dire,  on  trouve 

A,0  =  A(a'f')„.,+  C(a'c'),,  —  B{a' c' D{a' c'}„,  +  E{a' r')^,; 

d'oii 

Ai        A,  /m  (  /  +  BA-)  +  /.  A,  9, 
c'est-a-dire,  puisque  k,  =  o, 

/.,=  /.  5. 

D'ailleurs,  par  (3i), 

£i  designant  ±1.  Nous  dirons  que  la  transformation  ordinaire  T,  est 
droite  ou  gauche,  par  rapport  a  la  relation  singuliere  (23),  selon  que 
sera  +1  ou  —1,  les  conventions  d'usage  etant  faites  sur  les  signes 
de  A,  D,  B  et  A,,  D,,  B,. 
II  vient  ainsi 

(32)  A»  =  eiA:y/|-/i, 

ce  qui  est  la  formule  (29),  ou  Ton  fait  ^1  =  o. 

La  formule  (3o)  subsiste  des  lors  egalement  et  donne 

(33)  2/,  =  B,A,+  (2/+BA)/,. 

150.  Remarque  II.  —  Si  la  seconde  transformation,  T,,  est  ordi- 
naire et  du  premier  ordre,  /^  est  egal  a  i  et  A  a  A,  (I,  n"  2);  on  a  alors 

=       et  2^2  +  B, ^3  =  2/+ B/?:.  De  meme,  si  la  premiere  transfor- 
mation, T,  est  ordinaire  et  du  premier  ordre,  c'est-k-dire  si 
k  =  0,  on  a     =  k^ ,     —  /, . 
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Reduction  d'une  transformation  singuliere. 

151.  On  peutreduire  une  transformation  singuliere  quelconque  a  un 
type  simple,  en  la  faisant  preceder  et  suivre  de  transformations  ordi- 
naires  du  premier  ordre,  convenablement  choisies. 

Tout  d'abord,  une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre  permet 
de  ramener  la  relation  singuliere  entre  les  periodes  g,  h,  g' ,  au  type 

(R)  «.  +  [3/,-4-)/^"'=o, 

P  etant  egal  a  o  ou  a  ±  i  et  a,  y  etant  entiers  (I,  n"  6).  De  plus,  on  a  le 
droit  de  supposer  a  >  o  et  meme  a  =  i  (1,  n"  10). 

Avant  d'aborder  la  theorie  generale  de  la  reduction,  nous  ferons 
connaitre  une  transformation  singuliere  simple,  dont  la  consideration 
nous  sera  tres  utile. 

152.  Cette  transformation  se  definit  ainsi  :  Soient  //  et  v  deux 
variables  abeliennes,  aux  periodes  {g,  h,  g')  liees  par  la  relation  singu- 
liere (R);  u'  et^' deux  autres  variables  aux  periodes  dt,  ^/)definies 
par  les  relations  suivantes,  ou  /  et  Z:  designent  deux  entiers  et  o  la 
quantite 

(34)  ^  —  t'+^kl  +  ayk\ 

(35)  }  3tb  —  lh  —  ykg'=akg+{l+i^k)h, 
(  g,'8  =  akh-\-{l  +  l^k)g'. 

Les  deux  valeurs  de  cJCo  sont  compatibles  en  vertu  de 

ag-h  p/i  H-  yg'=  o. 

On  conclut  de  (35) 

1  ^.■  =  (/+(3/.)^^.  +y/.X', 

(36)  !h  —  {l  +  ^k)3C  +  yk§'  =  —<xkg.-hl3C, 
\  g'=-cck3C-h/g-'; 

d'ou,  entre  ^,  la  relation 

+       -+-  y§'—o. 
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Cela  pose,  etablissons  entre  a  et     u'  et  v'  la  correspondance 

a  un  point  c'  correspondra  an  et  un  seul  point  u,  c;  car  si  u' ,  c 
augmentent  d'une  periode,  u  et  c  augnientent  aussi  d'une  periode, 
d'apres  (36). 

La  correspondance  (T,)  definit  done  une  transformation  T,,  faisant 
passer  de  u,  c  a  u' ,  c';  les  nombres  caracteristiques  de  cetle  transfor- 
mation s'obtiennent  sans  difficulte,  et  I'on  trouve 

rt'i  = —  a  A  ,  b\  =  /, 

a'2  =  a'j  =  o,  62  =  6!|  =  o, 

ll  =  rf'i  =  d'.,  =  o ,  (■•'„     c'l .  —  c'j  =  o , 

(i!,  =  I ,  C2  =  I . 

Les  indices  /,  et     de  T,  sont  donnes  par  (5)  : 

/,=  (a'rf')o:i+  {a'd'),.  =  /  +  ^k, 
o(.k^={a'c')^y.  -+-  (a'c')i,=:—  ak, 

c'est-a-dire 

Pour  I'indice  k\  de  la  transformation  adjointe,  on  a  par  (10)  : 

ak\  =  {a' d')y--\-  {b'c')^..  —  —  ak 

ou 

A',  =  /m, 

Comme  d'aiileurs  les  invariants  des  relations  singulieres  entre  g,  h,  g' 
et  ^,  sont  egaux  a  (3*^  —  4^7,  il  resulte  de  la,  par  (i4  bis),  que 

la  transformation  (T,)  esl  droite.  Enfin,  son  degre,  ^kJi-{- yk], 
est  egal  a  la  quantite  0  ci-dessus  (34)- 

153.  Cela  pose,  soit  T  une  transformation  singuliere  quelconque, 
d'indices  /  et  k  et  de  degre  0  = /- +  [3A/4- ay/i^,  faisant  passer  des 
variables  U',  V  aux  variables  u,  v  et  aux  periodes  gy  h,  g'  liees  par  (R). 

Faisons-la  suivre  de  la  transformation  T,  definie  ci-dessus,  oii  les 
entiers  I  et  k  sont  precisement  les  indices  deT  \  la  transformation  TT,  fait 
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passer  des  variables  U',  V  aux  variables  u',  v'  et  aux  periodes  ^,  dt,  : 
je  dis  que  TT,  esl  une  transformation  ordinaire. 
En  effet,  son  second  indice     est  donne  par  (29) 

car  B  =  B,  =  p  et  A  =  A, .  Or,  d'apres  le  numero  precedent, 

A'i  =  — /c,       /,  =  /-f-(3/f       et       e,  =  -f-i, 

puisque  T,  est  droite  ;  done 

ce  qui  etablit  la  proposition. 

La  transformation  (TT,)  est  done  ordinaire ;  faisons-la  preceder 
d'une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre  T„,  condiiisant  des 
variables  U,  V  et  des  periodes  G,  H,  G',  aux  variables  U',  V  :  la  trans- 
formation (T„TT|)  sera  ordinaire  et  fera  passer  des  variables  U,  V  et 
des  periodes  G,  H,  G',  aux  variables  11',  v'  et  aux  periodes  c^,  dt,  . 
Or,  d'apres  une  proposition  fondamentale  ('),  on  peut  choisir  T„  de 
telle  sorte  que  les  nombres  entiers  caracteristiques,  a,,  b,,  c,,  rf,  de 
ToTT,,  verifient  les  conditions  suivantes  : 

a,  =  «.,=  0:,=  b.,=  6..  =  c.j  =  o, 

^Ul        ^IH  ^'0^  (-'Xl 

(\,,      do,      0?:,  >0, 

^0,    mod«?,,    mod  0?.,  < '^s- 
On  aura  done,  pour  definir  T0T2,  d'apres  (i)  et  (2)  : 

(T„TT,)  l]=a,,/'+b,^>',        V  =  ^,./, 

{  Ou^fi      boX  =  da+ djG -\- d.,U,       n^Si -\- bf,(^'—(\-{- fA{. 
^^^^        \  b^3e  =  di+d,\l  +  d,G',  b,g'=r,  +  c,G'. 

\j  ordre  de  (ToTT,)  est  0,  car  son  degre  est  le  produit  0'  des  degres 
de  T  et  de  T, . 

Enfin,  cette  transformation  etant  ordinaire  et  d'ordre  0,  on  a 

I  — Co     +  e, — (■■,i5?2=o, 
(39)  <      b^d^^b^d.  =0, 

f      aod-^—b^c,  =5. 


(')  Voir,  par  exeniple,  Krausb,  Transformation  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen  (Teubner,  1886),  p.  78-79. 
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154.  RemplaQons  maintenant  dans  ces  formules  u'  et  v'  par  leurs 
valeurs  en  u  et  v  deduites  de  (T,);  il  vient,  pour  la  relation  entre  U,  V 
et  u,  V,  c'est-a-dire  pour  la  transformation  ToT  ( ' )  : 


(T„T) 


0  0 


155.  Telle  est  la  forme  necefisaire  de  ToT;  mais  il  reste  a  exprimer 
que  c'est  la  effectivement  nud  transformation  faisant  passer  de  U,  V 
a  II,  V,  c'est-a-dire  qu'a  un  point  {u,  v)  correspond  un  seul  point  U,  V. 
Or,  si  Ton  augmente  u  et  v  de  g  et  A,  U  et  V  augmentent,  en  vertu 
de  (35),  de  flj^  H-  h(^3Z  et  6,  3t,  c'est-a-dire  d'une  periode  d'apres  (38); 
meme  resultat  si  Ton  augmente  m  et  p  de  A  et^^'.  II  reste  done  a  ecrire 
que  If  et  V  augmentent  d'une  periode  quand  I'une  des  variables  u  eiv 
augmente  de  i,  I'autre  restanl  inalteree.  Ainsi,  en  designant  par  x,y, 
z,  z'  des  entiers,  il  faut  que 

Les  entiers  cc  el  y  doivent  etre  nuls,  sinon,  en  designant  par  G,, 
H| ,  G,  les  parties  imaginaires  de  G,  H,  G'  la  quantite  H,  —  G,  G,  serait 
nulle,  cas  a  rejeter. 

On  a  un  resultat  analogue  en  augmentant  v  de  j,  de  sorte  que,  fina- 
lement,  les  seules  conditions  auxquelles  aient  a  satisfaire  les  a,,  6,,  c,,  di 
sont,  avec  (87)  et  (Sg),  que  les  quantites 

{(i)   ^        ,        -g-,   g  ,   ^  

soient  entieres. 

Pour  simplifier  la  discussion,  nous  supposerons,  comme  nous  en 
avons  le  droit,  que  I'entier  a  est  egal  a  -+- 1  (n"  151). 


(')  D'apres  le  n"  ISO,  la  transformation  ToT  a  les  memes  indices,  /  et  A",  que  T, 
puisque  Tj  est  ordinaire  et  d'ordre  i . 
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Les  relations  (39) 
montrent  que     et  Co  sont  des  diviseurs  de  0;  alors 

(^o)  ,  ^1=-. 

La  relation  (39) 

donne  alors 

(40  6,,=-— rf„ 

ce  qui  montre  que  od^  doit  etre  divisible  par  Ca^a-  Portant  ces  valeurs 
de  flo»      ^0  t^sns  les  quantites  (Q),  on  met  celles-ci  sous  la  forme 

/       kd.  A-         yA-      (l  +  ^k)d,_         l  +  ^k 


h^d^  —  —  by  d.. 


Pour  qu'elles  soient  entieres,  il  faut  d'abord  que  c.^  divise  A:  et  /+  ^k, 
c'est-a-dire  que 

(42)  A  =  0,51,,        / -t- (3 A  —  f, nr, ; 

alors,  par  la  meme,     divisera  0,  car  0  =  /(/+  ^h)  +  y^'. 

RemplaQons  /  et  ^  par  ces  valeurs  dans  les  quantiles  (Q');  il  faut  que 

(43)  el  Ii±^^ 

"3  "a 

soient  entiers.  Si  c'est  realise,  la  quantite  j  (/gjo  +  y/cct,),  c'est-a-dire, 
d'apres  (42),  sera  egalement  entiere ;  S  est  done  divisible  parcarfj, 

et  des  lors  60,  donne  par  (4i)»  est  entier,  quel  que  soit  d.,. 

Ainsi,  en  laissant  provisoirement  de  cote  la  premiere  des  rela- 
tions (39),  C2  est  un  diviseur  de  k  et  de  /+  ^k  et,  par  suite,  de  S; 
d^  est  un  diviseur  de  0,  tel  que  c^^d^  en  soit  un  autre,  et  il  s'agit  de 
reconnaitre  si  les  expressions  (43)  sont  entieres,  c'est-a-dire  s'il  exists 
des  entiers  rfa.  x  et  j  verifiant  les  relations 

(44)  I  —  TSyd^ — </.ja;  =  o,       y A -i- nr.  rf.  —  of;,  r  =  o, 


tu,  et      etant  les  quotients  par     de    et  /+  ^k. 

Pour  que  les  equations  (44)  aient  des  solutions  entieres  en  d^,  x 
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et  y,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deter- 
minants de  la  matrice 

—  5Ti      —  d,.  O 

nr.,         o  — 

divise  les  determinants  obtenus  en  associant  une  quelconque  des 
colonnes  de  cette  matrice  a  la  colonne  • 

Soit  0  le  plus  grand  commun  diviseur  (positif)  de  gj,  ,  m.,,  : 

TS^  —  Bq^,        Tx5.,—  Bq.,,        (i.,—  Bp\ 

gt,  q2  et  p  etant  premiers  entre  eux.  Le  plus  grand  commun  diviseur 
des  determinants  de  la  matrice,  c'est-a-dire  de  d^xn^,  dtXTs^,  d'l  sera  rfjO, 
ou  0"^  p ;  il  faut  qu'il  divise  les  nombres 

Done  6,  qui  divise  k,  puisqu'il  divise  tn,,  devra  diviser  /;  ensuite, 
comme  on  a,  en  vertu  de  (42), 

il  faut  que  ^36  divise  — ;  c'est-a-dire  que  B'^p  divise  — • 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  les  equations  (44)  auront,  en  d^,  x 
et  y  des  solutions  entieres,  parmi  lesquelles  figureront  evidemment, 
pour  d^_,  et  en  nombre  limite,  des  valeurs  de  module  inferieur  a  d^. 

Enfin  la  premiere  des  relations  (39) 

(45)  — Cof/a+Cjrfi — Cifl?2=0 

donnera  pour  c„,  rf,  etc,  des  solutions  entieres,  parmi  lesquelles,  evi- 
demment, des  solutions  en  nombre  limite,  telles  que  Cy  et  c,  soient 
positifs  et  <^  C2,  et  que     soit,  en  valeur  absolue,  <^  d^^. 

156.  En  resume,  0  est  un  diviseur  commun  positif  de  /  et  de  ^;  Co, 
en  vertu  de  (42),  un  diviseur  commun  positif  de  |  et  ^  3,  c'est- 
a-dire  /(/+ +  est  alors  divisible  par  C26-;  p  est  un  diviseur 
positif  de  -^,1  tei  que  p  et  les  nombres  ^1  soient  premiers  entre 

eux.  On  prendra  d^  =  9p,  et  Ton  pourra  trouver  un  nombre  entier  d^, 
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de  module  inferieur  a  Gp,  verifiant  (44)>  c'est-a-dire,  tel  que 

/  —  —  d.,=  o^       Y  A •+  ^— =  "  (modSp). 

Les  autres  entiers  a,,  6,,  c,,  di  se  determinent  ensuite  comme  on  I'a 
explique  plus  haut. 

157.  Voici  done  le  resultat  final  : 

Soil  un  sy Sterne  de  fonctions  abUiennes  singulieres  d  deux  variables, 
u,  V,  dont  les  periodes  verijient  la  relation 

(3/i  +  Yi'-'=:o; 

pour  trouver  tous  les  systemes  des  fonctions  singulieres  d  deux  variables 
U,  V,  tcls  quon  puisse  passer  de  Vun  d'eux  au  systeme  primitif,  par  une 
transformation  singuliere  d'  indices  I  et  k  et  de  degi'e  o(B  =  P  -+■  ^kl-{-yk^), 
on  procedera  comme  il  suit  (  ' )  : 

Soient 

6  un  diviseur  comniun  positif  de  /  et  de  /.• ; 

■  ■        k  I 
c,  un  diviseur  commun  positif  de  ^  et 

p  un  diviseur  positif  de  tel  que  les  nombres  p,  ^>  7^  soient  pre- 
miers entre  eux. 

On  pourra  toujours  trouver  un  ou  plusieurs  entiers,  d.,,  en  nombre 
limite,  de  module  inferieur  a  0p,  tels  que  Ton  ait 

Les  variables  U,  V  sont  alors  liees  a  //,  ^  par  la  transformation 


(it') 


V  =  a  —  -hi'  —  • 


(')  Les  deu\  indices  /  el  A  sonl  des  enliers  quelconques,  tels  seulemenl  que  3, 
c'est-a-dire     +  (3 A/  +  y A-,  soit  positif. 
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Quant  aux  periodes  G,  H,  G'  des  fonctions  abeliennes  en  U  et  V, 
elies  sont  liees  a  g,  h,  g'  par  les  formules  suivantes,  deduites  de  (33)  et 
de(35): 


G'=-     +  ^,ikh  +  (/+  (3/0^"'], 
... 


H 


(4-)       /  G 


c_ 

e,  c 


•ft  d.,  —  r,  do 


'g' 


c,p' 


ykd. 


Dans  ces  formules,  C(,,  c,,  sont  des  entiers  non  negatifs  quel- 
conques,  verifiant  les  inegalites 

Co,    Ci<c,,  dn<pO; 

de  plus  la  quantite 

c, 

doit  etre  entiere,  et,  en  valeur  absolue,  inferieure  a  pO. 


158.  On  peut  completer  ce  resultat,  en  determinant  les  valeurs  des 
seize  entiers  caracteristiques  de  la  transformation  ci-dessus  :  nous  desi- 
gnerons  ces  entiers  par  /w,,  n„  p,,  q„  les  lettres  a,,  6,,  c,,  rf,  ayant  ete 
employees  tout  a  I'heure  pour  une  autre  transformation. 

On  trouve  sans  difficulte  : 

/        A     ,  A 

in^=  fl— «2, 

_-yA      /  +  f3A 


pe 


p9( 


7n  =  <^fn^ 


m 

—  — ' 

C.J. 

/;?,=  (), 

ni,, 

=  o; 

d.,, 

'h 

/+PA 
—        ■  ) 

Co 

n.,  —  o, 

'h 

=  o; 

Pi 

=  c,. 

Ih 

7i 

=  d^. 

f/j  =  d.,, 

=  p9. 

On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  la  relation  (45)  : 

—  Cop9  +  r„     —  r,  d.,  =  o, 
qui  determine  d^ ;  de  plus  mod  rf,  pO. 
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159.  Verification.  —  Les  entiers  m„  n,,  p,,  </,,  doivent  satisfaire  aux 
relations  fonclamentales  (5)  de  la  transformation  singuliere  d'indices  / 
et     ou  D  =  E  =  o,  A  =  I,  B  =  [3,  C  =  Y,  c'est-a-dire 

(mn)o3+  (mn),,  =  o, 

ipq)i>i  +  {pq)u.  —o- 

{mq)i,,-^  {mq)^.,=  l. 

La  verification  est  immediate. 

160.  Remarque.  —  Tons  les  systemes  de  periodes  G,  H,  G'  obtenus 
par  les  formules  (4?),  pour  des  valeurs  donnees  de  g,  h,  g',  sont 
distincts  a  une  transformation  ordinaire  pres  du  premier  ordre;  c'est- 
a-dire  que  Ton  ne  pent  passer  de  I'un  d'eux  a  un  autre  par  une  transfor- 
mation ordinaire  d'ordre  un.  Cela  resulte  immediatement  de  ce  que  la 
transformation  ordinaire  ToTT,  du  n°  153  est  reduite,  de  telle  sorte  que 
deux  transformations  reduites  ne  peuvent  etre  equivalentes  (a  une 
transformation  pres  du  premier  ordre)  que  si  elles  sont  identiques  (' ). 

161.  Des  formules  (47)  on  deduirait  sans  difficulte  la  valeur  de 
H"^  —  G,G'|,  en  designant  toujours  par  G,,  ...  les  parties  imaginaires 
de  G,  .  .  . ;  il  sera  plus  rapide  d'operer  autrement. 

La  transformation  T„TT|  est  ordinaire  et  d'ordre  0;  elle  fait  passer 
de  G,  H,  G'  a  ^,  dC,  (§-';  on  a  done,  d'apres  M.  Hermite, 

3e-f-^,^;  =  J^(H^-g,g;), 

JTl^  etant  une  quantite  positive. 

D'ailleurs  les  formules  (35)  donnent 

=:ocks'\  +  i/  +  ^k)/h, 


(')   Voir  par  exemple  Krausk,  loc.  cit.,  p.  79. 
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d'oii  en  prenant  pour  S^c^C^  le  produit  des  deux  valeurs  ci-dessus 
de  o0e,, 

a^(c/e?-g,c7',)  =  af/i?-i',^'',) 

et  finalement 

(/i^-^,^;)  =  ^(n^-G,G;), 

9V  etant  positif. 

C'est  la  formule  que  nous  avions  annoncee  au  n"  144. 

Transformations  singulieres  des  fonctions  intermediaires. 

162.  Reprenons  la  transformation  generale  singuliere  (i),  d'entiers 
caracteristiques  a,,  6,,  c,,      d'indices  /  et  ^  etde  degre  o, 

(l)  U  +  |JLC,  V  =>,'/<  +  p'c, 

et  considerons  une  fonction  theta  0(U,  V),  des  variables  U  et  V,  aux 
periodes  (G,  H,  G').  Si  m  est  I'ordre  de  0(U,  V),  on  a 

/  0(U  +  i,  V)  =  0(U,  V  +  i)=0(U,  V), 
(48)  j  0(U  +  G,  V  +  H)  =0(U,  V)e-2'^'''""+<^""^'-, 

(0(U  +  iI,  V  +  G')  =  0(U,  V)e-2'^™"+™"'.<.. 

Pour  qu'il  existe  une  telle  fonction  ontiere,  il  est  necessaire  et  suffi- 
sant  que  H,  —  G,  G,  soit  negatif  (G, ,  .  .  .  parlies  imaginaires  de  G,  . . .) 
et  que  I'entier  m  ait  le  signe  de  G,  (ou  celui  de  G',,  qui  est  le  meme). 

Par  I'intermediaire  de  la  transformation  (i),  0(U,  V)  devient  une 
fonction        c)  de  u,  v  et  Ton  a,  en  vertu  de  (i)  et  de  (2), 

<^(m  +  i,  i')=0(U  +  >.,  V-h/jl) 

=  0(U  +  a„+  a.G  +  a,  M,     +        a.^H  +  a. G'), 

et  par  suite,  d'apres  (48), 

f)=0(U,  V)  g-2iif«(fl3U+njVH-const. 

et  en  revenant  aux  variables  u  et  c, 
De  meme 

^|;(^^_|_  —ti^l^u^  ^,^g—^^l^m[u[\d^+l:di]+v^\}.d^-^-^^di\]+eani\.^ 

-I-  /i,   V  +    <;')  =  ^{if.  ())e-2'^''"l"('-'-3+'-'<'jl-+-''ilJ-'-s+fJ-''-2!l+CODSl._ 
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Posons 

P{u,  (')  designant  un  polynome  du  second  ordre  en  u,  v  :  il  est  aise  de 
voir  que  I'on  peut  determiner  les  coefficients  de  P(t/,  v)  de  maniere 
que  c^(u  +  I,  v)  =  (d(u,  i^),  et  que  cp(M,  v  ■+- 1)  reproduise  (^{u,  v)  a  un 
facteur  exponentiel  pres  de  la  forme  e^";  on  trouve  ainsi 

ou,  en  vertu  des  expressions  (2)  de  A,  [j.,  a',  [jl', 

On  trouve  de  m6me  -i-  g,  -h  h),  ;p(i/  h^v  -\-  g'),  ce  qui  donne 
finalement,  en  designant  par  v  et  v'  des  constantes  : 

cp(a  +  1,  (0  =  cp(M,  P), 

Cp(  «,      +  l)  =  (p(M,  (;)e-27Iimi/I(ai)o3+(ai),i)^ 
cp(j/-|-  o-^  — (p(M,  ^^g—27lim{H[(n(/|„3-t-(a</)n]+i'[(M)„,-H./Wli5+A'((ail„j+iail, «)]}-<-''. 

+  /i,      +   o-')   =(p(«,  ,;)e-2ll''nj'4l''''lM-^<«''>'»]"^''[f'''''M+('''''"+''(i'''''''>+'''''''»)]j'^''', 

163.  Supposons  d'abord  que  g,  h,  g',  soient  lies  par  la  relation  sin- 
guliere  la  plus  generale 

Ag--h  Bh  +  Cg'+  D{h^—^g')  +  E  =  o; 
les  relations  auxquelles  satisfait  cf(u,  p)  sont,  en  tenant  compte  de  (5) 


(49) 


cp ( a  -h  A,    +     )  =  cp  ( w,  r ) e-2it"«lA*«+(/+Bi+D*/,),.]+v' 


Si  ^,  h,  g',  sont  lies  par  la  relation  singuliere  ramenee  a  la  forme 
ces  relations  deviennent 

1  9(i<  +  I,       =  cp(M,  l)z=cp(M,  P), 

(5o)  Jcp(M  +  ^,  t'  +  /i)=Cp(a,(^)  e-27iim(/«-ATf..)H-con.t.^ 
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Sous  cette  derniere  forme,  on  reconnait  que  (f{u,  est  una  de  ces 
fonctiom  intermediaires  singulieres ^  definies  et  etudiees  dans  la  pre- 
miere partie  de  ce  Memoire  :  c'est  une  fonction  d'indices  ml  et  mJ( 


Nous  dirons  aussi  que  la  fonction  cp(//,  c),  qui  verifie  les  rela- 
tions (49)>  est  une  fonction  intermediaire  singuliere,  d'indices  ml  et  mk. 
Ainsi  : 

164,  Une  transformation  singuliere  d'indices  I  et  k,  faisant passer  des 
variables  U,  V  aux  variables  u,  v,  trans  forme  une  fonction  t/i^ta, 
d'ordre  m,  de  U,  V,  en  une  fonction  intermediaire  singuliere  de  u,  c, 
d^ indices  ml  et  mk. 

165.  Si  Ton  suppose  m=i  et  si  Ton  fait  subir  aux  variables  u,  r 
une  nouvelle  transformation  singuliere,  d'indices  et  ^i,  la  fonction 
theta  initiale  se  transforme  en  une  fonction  intermediaire  singuliere, 
dont  les  indices  4  et  k^  sont  evidemment  ceux  de  la  transformation  qui 
est  le  produit  des  deux  premieres,  et  sont  donnes  par  les  formules  (29) 
et  (3o).  On  en  conclut,  sous  une  autre  forme,  que  : 

Une  transformation  singuliere ^  d'indices  I,  et  k,  faisant  passer  des 
variables  u,  v  aux  variables  u\  v',  transforme  une  fonction  intermediaire 
singuliere,  d'indices  I  et  k,  de  u,  en  une  fonction  intermediaire  singu- 
liere de  u',  v',  dont  les  indices  1^  et  ko  s^obtiennent  par  les  relations 


A  -  +  B  /i  +  C  ^ '  +  D  ( A  -  -     ' )  +  E  =  o , 
et  celle  entre  les  periodes  de  //',  < 

A.g  +B,ae  +  C,^'+D,(.*(C-^-^-§,')  +  E,=:o; 

A  et  A|  designent  respectivement  les  invariants      —  4AC  —  4DE  et 
—  4A|  C|  —  4D|E, ;  cnfin  s,  designe  +  i  ou  —  1  selon  que  la  trans- 
formation d'indices  /, ,  /(  ,,  est  droite  ou  gauche  (n*"  142  et  149)  ('). 


(I,  n''28). 


2k.i  —  ki{2l  4-  B/c)  -I-  Ei^  y/  ^(2/, +  B,Ai), 
2(2/,+  B,A-,.)  =  (2/  +  BAj  (2/,+  B,/»,)  +  £,/fAiV  AA^- 
On  suppose  que  la  relation  singuliere  entre  les  periodes  de  u,  r  est 


(')  Remarque.  —  Reprenons  les  fonctions  intermediaires  singulieres,  cp(f/,  c), 
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DEUXIEME  PARTIE. 

TRANSFORMATIONS  SINGULIERES  DU  PREMIER  ORDRE. 


J  06.  Parmi  les  transformations  singulieres,  les  plus  simples  et  celles 
qui  conduisent  aux  consequences  analytiques  les  plus  interessantes, 
sont  celles  du  premier  degre,  c'est-a-dire  celles  qui  repondent  a  o  =  i. 

On  les  obtient  toutes,  a  une  transformation  ordinaire  pres  du  pre- 
mier ordre,  par  la  proposition  generale  du  n°  157. 

En  efTet,  soient  /  et  ^  les  indices  d  une  transformation  T  de  degre  un ; 

du  n"  163,  qui  repondent  a  la  relation  singuliere  generale 
(r)  A,,-+  B/t  +  Cs-'+  D{h'--gg')  +  E  =  o; 

si  /  et  /»■  sont  les  indices  de  cp(u,  t>),  on  a  (/ig), 


cp(a  +  i,  (^)  =  cp(M, 

Cp(M,      +  l)  =  cp(M, 


La  theorie  de  ces  fonctions  se  deduit  sans  difficulte  de  celle  des  fonctions  ana- 
logues etudiees  dans  notre  premier  Memoire. 

EfFectuons  en  eflfet  une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre,  ramenant 
la  relation  (r)  au  type  (de  meme  invariant), 

(r')  P3eH-y§'z=o; 

cp(m,  p)  devient  une  fonction  intermediaire,  4'("'?  ^'))  I'epondant  a  la  relation  (/'), 
et  donl  les  indices,  /.,  et  A,,  sent  donnes  par  les  formules  du  n°  165,  ou  k^  —  o, 
/,  =  i,A,=3A, 

{S)  /c,  =  £iA-,  2/.,+  j3/»,=  2/  +  B/f. 

La  fonction  '\i{u',  r')  n'existe  (I,  n°  28),  que  si  ^k^L-h  ay kl  est  posilif, 
et  si  24+  (3A->  est  du  signe  de  la  partie  imaginaire  de  Or  ce  signe  est  celui  de 
la  partie  imaginaire  de  g,  d'apres  M.  Hermite  (  Theorie  des  transformations 
ordinaires);  d'ailleurs,  en  vertu  des  valeurs  (s)  de  />.,  L,  et  de  I'egalite  des  inva- 
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on  a 

(i)  /^  +  |3/i/  + y/''='; 

/  et  Ic  n'ont  pas  de  diviseur  comrnun,  de  sorte  que  6  —  c,  =:  i ;  p,  divi- 

seur  positif  de  — >  est  aussi  I'linite,  etf/a,  entier  de  module  inferieur 

a  0p,  est  nul.  Enfin,  Co,  c, ,  d^,  entiers  posilifs  inferieurs  aca  ou  a  Op,  sont 
nuls. 

La  transformation  T,  d'indices  I  et  li,  estalors  (4^3)  : 

{li^tu  -yhv, 

\  V=/.«H-(/  +  p /.)('. 

Lfts  periodes  de  a,  v  sont  toujours  supposees  liees  par  la  relation 


rianls  B-  —  4  AC  —  4DE  el  (3-  —  'l  ay,  on  a 

/;j  4-  (3  A,  /,  +  y.y  hi  =  /'^  +  B  Id  +  ( AC  +  DE )  k\ 

Done  : 

1"  Les  fonctions  intermediaires  generates  repondant  d  la  relation  singu- 
liere  (r),  et  d'indices  I,  k,  n'existent  que  si  le  nombre  l^  -\-Bkl  +  (  AC  +  DE)/>- 
est  positif,  et  si  il     BA"  a  le  signe  de  la  partie  imaginaire  de  la  pcriode  g. 

Les  fonctions  ']t{'u',  v')  verifient  les  relations  (49),  oil  Ton  remplace  ^,  /«,  g' , 
par  ^,  aC,  /  et  A'  par  et  A^,  A,  B,  C,  D  par  oc,  |3,  y,  o;  nous  savons  (I,  n"  28) 
que,  pour  v  et  v'  donnes,  elles  s'expriment  en  fonction  lineaire  el  homogene 
de  II  +  ^k.^l^  -+-  ayk\  d'entre  elles;  done  : 

2"  Les  fonctions  intermediaires  ge/ierales,  d'indices  I,  A,  qui  repondent  d 
des  paleurs  donnees  des  constantes  v  et  v'  dans  (49) »  sont  des  fonctions  lineaires 
et  homogenes  de  I-  +  BA'/+  (AC  +  DE)A2  d'entre  elles. 

De  meme,  deux  fonctions  ''')i  d'indices  I.,,  k.,  el  I'.,,  k'.,  ont  un  nombre  de 

zeros  communs  (I,  n"3^(.)  egal  a 

3  /,  4-  p  ( A,  +  A i,)  +  -^.y.y  a  „  a  ,  : 

en  reinplacanl  dans  cette  expression  /.,,  A.,,  /.,,  A'.,  par  leurs  valeurs  (s),  on  recon- 
nait  que 

3"  Deux  fonctions  intermediaires  generates  d' indices  /,  k  et  I'  k' ,  repondant 
d  la  relation  singuliere  (/•),  ont  un  nombre  de  zeros  communs  egal  d  : 

B(/A'-t-  Id')  H-  2 (AC  +  DE)AA'. 
II  s'agit,  bien  enlendu,  des  zeros  distincls  a  des  periodes  pres. 
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singuliere  g  -h  p/i  4-  "^g'  =  o ;  les  periodes  de  U,  V  sont 

(3)  II  -_^fh-ykg'=./,g-^(/+^A)h, 

f  G'r=AA  +  (/-i-(3/c)^"'; 
elles  sont  liees  aussi  par 

G  +  ,61I  +  yG'=o. 

Quant  aux  enticrs  caracUristiques  de  la  transformation  a,,  6,,  c,,  </,, 
ils  ont  pour  valeurs  (n°  158) 


0, 

=  0 

— 0 

C'l  =  0, 

<?:,  =  0 

=  0, 

C?:,  =  1 . 

167.  Ainsi,  les  transformations  singulieres  du  premier  degre  sont 
liees  aux  solutions  entieres  de  I'equation  (i),  qui  peut  s'ecrire,  en 
designant  par  A  I'invariant,  (3^  —  /|y,  de  la  relation  singuliere  entre 
g,  h,  g', 

(2/  +  (3/f)-^— AA-2  =  4. 
C'est  une  equation  de  Pell,  du  type  classique 

4A  etant  ou  divisible  par  4^*  ou  congru  a  suivant  le  module  4 : 
car  ici  a'^  —  4.  et  I'invariant  A  est  de  I'une  des  formes  4N  ou  4N  -h  i. 
Le  fait  que  x  —  2.l-\-  '^k  ne  diminue  pas  la  generalite,  car  si  (3  est 
pair,  A  est  de  la  forme  4N  et  x  est  pair;  si  ^  est  impair,  A  est  de  la 
forme  4N  +  i  et  a;  est  pair  ou  impair  en  meme  temps  que  k. 
Ainsi,  a  toute  solution  entiere  de  I'equation  de  Pell 

(4)  a:*-AA^=4 

repond  une  transformation  singuliere  et  reciproquement,  /  etant 
donne  par 

2  /  -h  (3  A  =  X. 
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Cette  equation  (4)  admet  les  solutions  evidentes  lc=^o,  x  —  ±  2, 
donnant  /=  d=i.  II  leur  correspond  les  transformations  evidentes  et 
sans  interet 

(5)  U=     //,       V=  G=     g,       H=     a,       G'^  g', 

(6)  U=-.^       \=-v,       G  =  -A',      11=-/*,  G'=-g', 

qui,  d'ailleurs,  sont  ordinaires,  puisque  Ic  =  o. 

168.  L'equation  (4)  n'admet  de  solutions  entieres,  autres  que  les 
precedentes,  que  si  A  n'est  pas  carre  parfail,  c'est-a-dire  dans  les  cas 
non  elliptiques  (1,  n°  15).  Done  : 

Les  fonctions  abeliennes  du  cas  elliptique  ri  ndmettent  pas  de  transfor- 
mations singidieres  du  premier  degi'e. 

169.  An  contraire,  si  A  n'est  pas  carre,  on  sait  que  l'equation  (4) 
admet  une  infinite  de  solutions  entieres,  qui  peuvent  etre  considerees 
comme  des  puissances  d'une  meme  solution  ;  elles  sont  comprises  dans 
la  formule  (') 


n  designant  un  entier  positif  ou  negatif,  et  (a;,,  /c,)  la  plus  petite  solu- 
tion positive  de  l'equation  de  Pell. 

On  en  deduit  que  toutes  les  transformations  singulieres  du  premier 
degre  sont  des  puissances  de  celle  qui  repond  aux  nombres  x^,  /r,, 
c'est-a-dire  a  w  =  I.  Soient,  en  effet,  T„  la  transformation  qui  repond 
au  nombre  n  \  x„  et  k,,  les  valeurs  correspondantes  de  a;  et  k;  il  suffit 
d'etablir  que  T,,^,  =  T^T,  et  que  T_,  est  I'inverse  de  T, . 

En  premier  lieu,  si  Ton  se  reporte  aux  formules  du  n"  166  qui 
donnent  les  valeurs  de  6,,  c,,  a?,  et  aux  formules  du  n°  30  qui 
donnent  celles  de  aj,  ...  pour  le  produit  de  deux  transformations,  il 


(')  Voir,  par  exemple,  Dirichlet,  Vorlesungen  iiber  Zahlentheorie,  3*  edition 
de  M.  Dedekind,  page  120. 


(E) 
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s'agit  de  verifier  les  relations 

-  (x„+i—  |3/.„^.,)=     ^("'•«—        (.^-i  —  (3/>i)  —  y/wiA'i, 
,  =     i  A„  ( ^1  —  [3  A- , )  +  ^  ( .r„  +  |3  A-„ )  /.•, , 
—  y/.„+,  =  —  ^  (^v,— !3/,„)y/M—  iy/,„(>r,  +  [3/m), 
'  (x„+,  H-  ,6 )  =  -  7  /.„  /.-,  +  7  (^v,  +  [3 /.„ )  ( +  (3  A) ) ; 

2  4 

les  huit  autrcs  etant  satisfaitos  d'elles-memes. 
Or  I'equation  (E)  donne 

/i„+i       _  a-,  +  /fi  y/A 

d'ou 

2  ^n4- 1  =^  ^1  -^n  H~      ^  H  A , 

2  f(n-t-i       •^i       ~l~     1  -^'n) 

et,  a  I'aide  de  ces  valeurs  de  x,,^^,  k,,^^,  la  verification  est  immediate. 
En  second  lieu,  pour  n  =  —  i ,  on  a 

ju  =  Xo,       /( =  —  A] , 

et  Ton  reconnait  sans  difficulte  que  le  produit  de  la  transformation 
(a?,,  par  la  transformation  (a?,,  —  A,)  se  reduit  identiquement  a  la 
transformation  unite.  Ainsi : 

Toutes  les  transformations  singidieres  du  premier  degre  sont  les  puis- 
sances, positives  on  negatives,  dhine  mdme  transformation  de  ce  degre,  . 

170.  Bien  entendu  on  ne  regarde  pas  comme  distinctes  deux  trans- 
formations singulieres  qu'on  peut  ramener  I'une  a  I'autre  par  une 
transformation  ordinaire  du  premier  flfe^re  :  c'est  ainsi  que  la  transfor- 
mation (2)  et  celle  011  Ton  change  simultanement  les  signes  de  /  et 
de  k  ne  sont  pas  distinctes,  car  la  seconde  s'obtient  en  faisant  suivre 
la  premiere  de  la  transformation  (6). 

171.  lei  se  pose  un  probleme  tres  interessant,  qu'il  sera  plus  simple 
d'enoncer  en  empruntant  le  langage  geometrique  : 

Considerons  deux  surfaces  hyperelliptiques,  y  et  S,  pour  lesquellcs 
les  coordonnees  d'un  point  s'expriment  respectivement  par  dcs  fonc- 


sua  LEs  ForrcTiONS  abi5;liennes  singulieres. 

tions  abeliennes  aux  periodes  g,  h,  g'  et  G,  H,  G'  :  si  Ton  peut  passer 
de  G,  H,  G'  a  g,  h,  g'  par  une  transformation  singuliere  du  premier 
degre,  a  un  point  de  s  correspond  un  et  un  seul  point  de  S,  et  recipro- 
quement,  d'apres  la  signification  du  degre.  C'est  precisement  la  trans- 
formation (2)  qui  etablit  cette  correspondance  univoque  entre  les  points 
des  deux  surfaces. 

La  question  qui  intervient  naturellement  est  la  suivante  : 
Les  deux  surfaces  s  et  S,  qui  se  correspondent  point  par  point,  ont-elles 
les  memes  modules ,  en  appelant  modules  d'une  surface  hyperelliptique 
ceux  de  la  courbe  de  genre  deux  qui  donne  naissance  aux  fonctions 
abeliennes  correspondant  a  la  surface? 

172.  Precisons  cette  notion  de  modules.  Supposons  que  les  coor- 
donnees  homogenes  d'un  point  de  S  soient  proportionnelles  a  quatre 
fonctions  theta,  des  variables  U,  V,  formees  avec  les  periodes  G,  H,  G', 
et  n'ayant  aucun  facteur,  fonction  de  L,  V,  commun;  admettonsde  plus 
qu'a  un  point  de  S  reponde,  aux  periodes  pres,  un  et  un  seul  systeme 
U,  V.  Une  pareille  representation  parametrique  n'est  possible  que 
d'une  maniere,  a  une  transformation  ordinaire  pres  d'ordre  un  :  car  si 
les  quatre  coordonnees  sont  aussi  proportionnelles  a  quatre  fonctions 
theta,  sans  facteur  commun,  de  V,  V,  la  transformation  qui  fait  passer 
de  U,  V  a  U',  V  est  ordinaire,  puisqu'elle  change  une  fonction  theta  en 
une  fonction  theta;  elle  est  du  premier  ordre,  puisque  a  un  systeme 
U,  V  (ou  U',  V  )  repond  un  seul  point  de  la  surface,  et  par  suite  un  seul 
systeme  U',  V  (ou  U,  Y).  Nous  dirons  que  les  modules  de  S  sont  ceux 
des  fonctions  abeliennes  de  la  representation  ainsi  definie,  ou  ceux  de 
la  courbe  de  genre  deux  generatrice  de  ces  fonctions. 

173.  Sur  la  surface  S,  si  Ton  designe  par  S(U,  V)  une  fonction  theta 
du  premier  ordre,  aux  periodes  G,  H,  G',  les  courbes  representees  par 
I'equation 

2r(U  +  a,  V  +  (3)  =0. 

oil  a  et  ^  sont  deux  constantes  qiielconques,  sont  de  genre  deux  et  de 
memes  modules  (');  ces  modules  sont  ceux  de  la  surface  S  (-). 


(')  Voir  noire  Memoire  Sur  les  surfaces  hyperelliptiques,  serie,  I.  IX  de  ce 
Journal,  p.  422. 

(■-)  En  elTel  sur  une  surface  de  Kummer,  pour  laquelle  les  coordonnees  homo- 
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Efl'ectuons  maintenant  la  transformation  singuliere  du  premier  degre, 
d'indices  /  et  ^,  qui  fait  passer  de  S  a  ^:  la  fonction  theta  du  premier 
ordreS(U  +  a,  V  +  p)  se  transforme  en  una  fonction  intermediaire 
singuliere  (n°  161),  d'indices  let  k,  qui  est  evidemment  de  la  forme 

cp  («  -I-      V  +  p.), 

\  et  \).  dependant  lineairement  de  a  et  (3. 

Cela  pose,  si  les  deux  surfaces  s  et  S  ont  les  memes  modules,  c'est 
qu'on  pent  passer  de  I'une  a  I'autre  par  une  transformation  ordinaire 
du  premier  ordre;  une  telle  transformation,  comme  on  le  sait  depuis 
M.  Hermite,  et  comme  cela  resulte  aussi  du  theoreme  plus  general  du 
n°  164,  change  une  fonction  theta  d'ordre  un  de  U  et  V,  en  une 
fonction  theta  d'ordre  un  de  ii,  v.  Des  lors,  soient  U,  V  un  point  quel- 
conque  de  S;  u,  v  et  u' ,  v'  les  points  de  s  qui  lui  correspondent  respec- 
tivement  par  la  transformation  singuliere  et  par  la  transformation  or- 
dinaire qu'on  vient  de  definir  :  la  transformation  qui  fait  passer,  sur^, 
du  point  u\  (^'au  point;/,  c  est  univoque  et  birationnelle,  puisque  les 
deux  precedentes  le  sont,  et  elle  transtorme  une  fonclion  theta  d'ordre 
un,  0(m'  +  a',  v'  H-  [3'),  en  une  fonction  intermediaire  singuliere  d'in- 
dices /  et  ^,  9(«  +  A,  r  H-  [x),  A  et  [a  dependant  lineairement  de  a'  et  ^' . 

Reciproquement,  si  la  surface  ^  admet  une  transformation  biration- 
nelle en  elle-meme,  transformant6(//  +  a',  <•'+  P')  en  o(«  +  A,  v-\-  p.), 
les  deux  surfaces  ^  et  S  ont  les  memes  modules.  En  effet,  la  transfor- 
mation singuliere  du  premier  degre,  qui  mene  de  S  a  5-,  fait  correspondre 
point  par  point  les  courbes 

S?(U  —  a,  V  +  (3)  =  o       et       cp ( ,  + >,,  c  +  jji)  =  o, 

de  sorte  que  les  courbes 

2r(U  +  a,  Y  +  (3)  =  o       et       9( a',  (''  + [3') 

se  correspondent  egalement  point  par  point  et  ont  des  lors  les  memes 


genes  d'un  point  sont  proportionnelles  a  quatre  fonctions  theta  normales  paires, 
du  second  ordre  et  a  caracteristique  nulle,  des  variables  U  et  V,  les  courbes 
5(U-f-a,  V-l-[3)  =  o  ont  pour  modules  les  rapports  anharmoniques  quatre  a 
quatre  des  six  points  doubles  silues  sur  une  meme  conique  {Ibid.,  p.  ii4),  c'esl- 
a-dire  les  modules  des  fonctions  abeliennes  de  la  representation. 
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modules  :  ces  modules  6tant  respectivement  ceux  des  surfaces  S  et  s, 
la  proposition  est  etablie. 

Done,  en  resume,  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  S  et  s 
aient  les  memes  modules  est  que  s  admette  une  transformation  bira- 
tionnelle  en  elle-meme  faisant  correspondre  a  la  courbe 

ou  6  est  une  fonction  theta  d'ordre  un,  une  courbe 

cp(j<  +  >.,  p  -4-  fx)  —  o, 

ou  9  est  une  fonction  intermediaire  singuliere,  ayant  pour  indices 
ceux  de  la  transformation  singuliere  du  premier  degre  qui  fait  passer 
de  S  a  J. 

174.  Nous  verrons  plus  loin,  dans  le  Chapitre  de  la  Multiplication 
singuliere,  que  les  transformations  birationnelles  d'une  surface  hyper- 
elliptique  simplemeni  singuliere  en  elle-meme  sont  comprises  dans  les 
formules  (n°  193) 

(  u.'—  nil  —  rac, 
(8)  • 
^  '  i  v'  —  au  +  (p  +  (3cr)t', 

en  supposant  toujours  que  les  periodes  g,  h,  g'  soient  liees  par  la  seule 
relation  g  -f-  +  -^g'  =  o,  et  en  designant  par  p  et  a  deux  entiers,  tels 
que 

0-  -+-  (3po-  +  ra-=z±  I . 

Soit  maintenant  pose 

il  s'agit  d'exprimer  que  4'("»  ^)  ^st  une  fonction  intermediaire  singu- 
liere d'indices  let  k.  On  a  evidemment 

+  I,  (')  =  tj'C",     +  i)  w,  t^). 

car  augmenter  u  ou  v  de  I'unite  revient  k  augmenter  u'  et  v'  de  iiombres 
entiers,  ce  qui  ne  change  pas  la  fonction  8(z/'-|-a',  p'H-(3').  On  a 
ensuite 

-t-        +  /i)  =  a'-h  pff—'((jh,         j3'-f-  ag  -h  {p-h^a)/i] 

=  9{u'-h  a'+  p^-  —  yo-Zi,  f^' -h  (3'+  p/<  +  y<7^'). 
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en  tenant  compte  de  g  -h  (ih  -h  ^g'  =  o,  et,  par  suite,  en  vertu  des 
proprietes  fondamentales  des  fonctions  theta, 

'l{ti  +      P  +  9 ( u'-\-  a',     +  p' )  e-2't'[p«'-T'^'''l+">'isi. 

=  i|(  //,  (')  e-2"'l'r''-T'^')"-T'^(2p-i-P<'')'']+<:onsi. 

On  trouverait  de  meme 

et  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  pour  que  '\'(u,  {>)  soil  une 
fonction  intermediaire  singuliere  d'indices  /,  k  sont 

(  A  =(7(2p  +  (3(7). 

Cela  revient  a  dire  que  la  substitution  lineaire  a  coefficients  entiers 

I  V  =  lu  —yhr. 

doit  etre  le  carre  d'une  substitution,  egalement  a  coefficients  entiers, 

\\  =<7ii  \  (p  +  |3cr)(', 

oli  I'on  a 

(12)  p'-H- Ppo- +  y!7-=±  I.. 

175.  Deux  cas  sont  maintenant  a  distinguer,  selon  que  la  forme 
+  3pa  +  ya^  ne  peut  ou  peut  representer  le  nombre  —  i . 

176.  Dans  le  premier  cas,  on  a  necessairement  dans  (12) 

p- +  (3po- +  yo"- =  I ; 

et  il  resulte  du  n°  169  que  toutes  les  substitutions  des  fornnes  (10) 
et  (11)  sont  des  puissances  d'une  substitution  du  meme  type,  T,, 
ou  /  et  k  seraient  remplaces  par  la  plus  petite  solution  /, ,  /r,,  de 
I'equation  t-  -\-  [6kl-\--^k'-  =  i,  Si  done  la  substitution  (10)  est  une 
puissance  de  T,  pah^e,  T'f',  les  entiers  p  et  a  seront  les  coefficients  de  la 
substitution  T*,  et  les  equations  (9)  seront  satisfaites  pour  ces  valeurs 
de  p  et  a,  c'est-a-dire  que  les  deux  surfaces  S  et  ^  auront  les  memes 
modules. 
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Si,  an  contrairo,  la  substitution  (lo)  est  une  puissance  j/wpai'/r,  T,*", 
elle  ne  peut  6tre  le  carre  d'une  substitution  de  meme  forme,  puisqiie 
ceile-ci  serait  egalement  une  puissance  de  T,  :  on  ne  peut  done  trouver 
des  entiers  p  et  c;  verifiant  les  equations  (9),  c'est-a-dire  que  les  deux 
surfaces  S  et  s  n'ont  pas  les  memes  modules. 

Soit  alors  i\  la  surface  transformee  de  S  par  la  transformation  T^ ;  il 
est  clair  que  la  transformee  de  S  par  la  transformation  T^*^'  a  les  memes 
modules  que^,,  car  on  I'obtienten  effectuant  suri",  la  transformation  T,'', 
laquelle  est  le  carre  de  Tf.  Ainsi,  les  surfaces  obtenues  en  effectuant 
sur  S  les  transformations  Tf'^'  n'ont  pas  les  memes  modules  que  S, 
mais  ont  entre  elles  les  memes  modules. 

177.  PlaQons-nous  maintenant  dans  le  second  cas,  oil  la  forme 
+  [3pa  -+-  ya-  peut  representer  —  i .  Soit  po,  o„  une  solution  de  I'equa- 

tion  p^  H-  Ppo^o     T'^u  =  —  I,  et  designons  par      'a  substitution  (i  i), 

ou  p  et  cj  sont  remplaces  par  p„  et  o^. 

II  est  clair  que  la  substitution  2"'  est  du  type  (10);  on  a  en  effet  pour 

cette  substitution 

et  Ton  verifie  que 

/^+  (3A/+  yA2  =  +  I. 

Par  suite 

V  2    'T'« 

■^11  —  n 

n  designant  un  entier  et  T,  ayant  la  meme  signification  que  ci-dessus. 
Je  dis  que  cet  entier  est  necessairement  impair.  Si,  en  effet,  il  etait 
pair,  n  =  2q,  on  aurait 

c'est-a-dire  que  les  carres  des  deux  substitutions  So  et  T  seraient  les 
memes.  OrT^  est  de  la  forme  (10),  soient  /'  et  k'  les  valeurs  correspon- 
dantes  de  ses  coefficients;  en  ecrivant  que  I^l  est  la  meme  substitution 
que  (T^)%  on  a 

^     '  Uo(2p„+Pa„)  =  //(:i/'+[3r). 

En  eliminant  po,  on  obtient  I'equation  bicarree  en  a„  : 

<  ( -  4  T )  -  2  <7„-  ( 2  /' -  2  Y  A'-^  +  2  [3  /'  A'  +    A'-^ )  +  A'-^ ( 2  /'  +  (3  A')'  =  o, 
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dont  les  racines  sont 

■•—  aY/.'^+  2^///'+  j3U-'-^±  2(/''-h  ^k'l'+  yk"-) 

(I'OU 

c'est-a-dire 

en  designant  toujours  par  A  Tinvariant,  [3^  —  4^,  de  la  relation  entre 
les  periodes.  Or,  le  cas  elliptique  etant  exclu.  puisqu'il  n'y  a  pas  alors 
de  transformations  singulieres  du  premier  ordre,  A  n'est  pas  un  carre 
parfait,  de  sorte  que  les  valeurs  ci-dessus  de  c7o  ne  sont  pas  entieres,  et 
sont  des  lors  inadmissibles. 
2'>  as  =  A"-; 

c'est-a-dire 

(T„  =  A'e; 

£  designant  ±  i .  On  en  conclut  par  ( 1 3) 
de  sorte  que 

Pi  +  (3po    +      =    +  P  /'■'  /'  +  T  f^"=  I , 

ce  qui  est  inadmissible,  puisque  p„  Ppo<^o  +  Y'^i'i  a  ete  suppose  egal 
a  —  I . 

Done  enfin  n  ne  pent  etre  pair,  c'est-a-dire  que 
d  ou 

Or  So  et  T~|*  sont  des  substitutions  de  la  forme  (i  i),  et  Ton  verifie  sans 
difficulte  que  si  A  et  B  sont  deux  substitutions  de  cette  nature,  on  a 
AB=:BA,  c'est-a-dire 

done 

.     T,  =  (2„T7'/r-, 

c'est-a-dire  que  T,,  et  toutes  ses  puissances,  sont  des  puissances  paires 
d'une  meme  substitution;  done,  d'apr^>s  ce  qui  precede,  les  surfaces  S 
et  s  ont  les  memes  modules. 
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J  78.  Voici  le  resume  de  cette  theorie  : 

Soit  une  surface  hyperelliptique  pour  laquelle  les  periodes  des  fonctions 
abeliennes  correspondantes  ( n°  1 72)  sont  liees  par  la  relation 

Si  la  forme  x'  +  '^xy  -\~  "yj-  peut  representer  le  nombre  —  i  toutes  les 
surfaces  que  Von  deduit  de  la  premiere  par  une  titans  formation  singuliere 
du  premier  degre  out  les  memes  modules  qu  'elle. 

Si  la  forme  x-  +  ^xy  H-  yj-  ne  peut  representer  —  les  transforma- 
tions singulieres  du  premier  degre  etant,  comme  toujours,  des  puissances 
d\ine  meme  transformation  T,,  les  surfaces  deduites  de  la  surface 
primitive  par  les  transformations  T^['  ont  les  memes  modules  qu''elle ;  les 
surfaces  deduites  par  les  transformations  T,'^^'  ont  entre  elles  les  memes 
modules,  mais  n'ont  pas  les  modules  de  la  surface  primitive. 

Les  periodes  G,  H,  G',  qui  repondent  a  une  des  surfaces  transformees 
de  la  premiere  et  de  modules  differents,  sont  donnees  par  les  for- 
mules (n°  166)  : 

(-4)  lI=/,A~yA,^"', 

(  G'= +     + (3 

/, ,  /.-,  designent  toujours  la  plus  petite  solution  en  nombres  entiers 
(autre  que  i,o)  de  I'equation 

/■f+(3/.-,/,H-YA-^>=z,  ('). 

179.  Remarque  I.  —  La  propriete,  pour  la  forme  x- -\- ^^xy ^y- , 
de  representer  —  i,  ne  depend  (comme  cela  doit  etre)  que  du  discrimi- 
minant  (3-  —  4y»  c'est-a-dire  de  I'invariant  A.  En  effet,  la  relation 

x'^  -h  pxy  +  Yj^  —  —  I  peut  s'ecrire 


(')  Soit  une  surface  de  Kunmier,  5,  pour  laquelle  les  coordonnees  homogenes 
d'un  point  sont  proportionnelles  a  quatre  fonctions  theta  normales,  paires,  du 
second  ordre  et  a  caracteristique  nulle,  des  variables  u  et  i>,  formees  avec  les 
periodes  g,  /i,g';  soil  de  nieme  S  une  surface  analogue  repondant  aux  variables  U 
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ce  qui  revient  exactement  a  dire  que  la  forme  X-  —  AY-  peut  repre- 
senter  —  f\  (n°  167). 

180.  Remarque  11.  —  Dans  le  cas  ou  la  forme  x--^-  C3a?jH- yj-  peut 
representer  —  i,  toutes  les  substitutions  (i  i)  : 

U  =  p«  —  ^i'^^i 

\  —  an  H-  (p  +  |3cr)(', 

oil 

p-  +  jSpu  +  yo--  =  ±  I 

sont  des  puissances  d'une  seule  d'etitre  elles  (ainsi  que  cela  a  ete 
demontre  pour  le  cas  ou  la  forme  ne  peut  representer  —  i ).  Pour  sim- 
plifier,  disons  que  la  substitution  est  droits  ou  gauche  selon  qu'elle 
correspond  a  +  i  ou  a  —  i.  On  a  vu  que  les  substitutions  droites  sont 
des  puissances  de  T,,  et  Ton  a  trouve  (n"  177) 

S,  etant  gauche  (car  c'est  le  produit  d'une  substitution  gauche,  2o>  par 
une  droite  Soit  alors  H  une  substitution  gauche  quelconque; 

22,  est  droite,  done 

d'ou 

Les  substitutions  droites  sont  done  des  puissances  paires,  les  substitutions 
gauches  des  puissances  impaires  d^une  meme  substitution  . 

De  plus  :  toute  substitution  droite  est  le  carre  d\ine  autre  substitution, 
droite  ou  gauche. 

181.  Nous  sommes  arrives  au  n"  178  a  la  notion  de  surfaces  (hyper- 
elliptiques)  se  correspondant  point  par  point  sans  avoir  les  memes 
modules ;  ce  resultat,  assez  inattendu  si  Ton  s'en  tient  a  I'analogie  avec 
le  cas  des  courbes,  peut  recevoir  une  autre  forme  geometrique. 


et  V'  el  aux  periodes  G,  !I,  G';  il  estclair  que  la  transformation  Vi  —  l^ii  —  y  A', 
\  =  h\u  +  (/i -r  p/ii)  ('  est  birationnelle  entre  les  points  des  deux  surfaces  :  on 
voit  ainsi  que  deux  surfaces  de  Kummer  peuvent  se  correspondre  point  par  point 
sans  que  les  rapports  anharmoniques,  quatre  a  quatre,  des  six  points  doubles 
situes  sur  une  naeme  conique  soient  les  memes  pour  les  deux  surfaces. 
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Une  surface  hyperelliptique  generale  S  est  une  surface  qui  correspond 
point  par  couple  a  une  courbe  C,  de  genre  deux  ('),  c'est-a-dire  qu'a  un 
couple  de  points  pris  sur  C  repond  un  et  un  seul  point  de  S,  et  recipro- 
quement  :  des  lors  le  fait  que  deux  surfaces  hypcrclliptiques  peuvent 
se  correspondre  point  par  point  sans  avoir  les  niemes  modules  montre 
que  deux  courbes  de  genre  deux  peuvent  se  correspondre  couple  par 
couple  sans  avoir  les  memes  modules.  Ces  courbes  de  genre  deux  don- 
nent  naissance,  d'apres  tout  ce  qui  precede,  a  des  fonctions  abeliennes 
singulieres;  il  serait  interessantde  poursuivre  des  recherches  analogues 
sur  deux  courbes  de  genre  quelconque. 

182.  Le  theoreme  general  du  n°  178  resout,  au  point  de  vue  des 
pei-iodes,  le  probleme  de  la  determination  des  couples  de  surfaces  hyper- 
elliptiques  se  correspondant  point  par  point, sans  avoir  les  memes 
modules  :  les  formules  (i4)  donnent,  en  efTet,  les  valeurs  des  periodes 
G,  H,  G',  repondant  a  I'une  des  surfaces,  en  fonction  des  periodes  g,  h, 
qui  repondent  a  I'autre. 

II  resterait  a  completer  ce  resultat  au  point  de  vue  des  modules  ^  c'est-a- 
dire  a  determiner  tous  les  systemes  de  modules  differents  tels  que  les 
surfaces  hyperelliptiques  correspondantes  soient  representables  point 
par  point  I'une  sur  I'autre  (-). 


TROISIEME  PARTIE. 

aiULTIPLICATION  COMPLEXE. 


183.  Le  probleme  de  la  multiplication  complexe,  extension  directe 
du  probleme  analogue  pour  les  fonctions  elliptiques,  pent  se  poser 
ainsi  : 


(')  Voir,  par  exemple,  noire  iMemoire  Sur  une  surface  du  sixieine  ordre  liee 
aux  fonctions  abeliennes  de  genre  trois  (ce  Journal,  5"  serie,  t.  II,  p.  i63). 

(^)  Voir  a  ce  sujet  une  Note  que  nous  avons  publiee  aux  Comples  rendu s 
(2®  semestre  1899). 


446  OEUVBES  DE  GEORGES  HUMBERT. 

Soil  un  systeme  de  fonctions  abeliennes  a  deux  variables  U,  V  aux 
periodes  G,  H,  G',  on  opera  sur  ces  periodes  una  transformation  quel- 
conqiia,  ordinaire  ou  singuliere  :  il  s'agit  de  reconnaitre  dans  quel  cas 
las  periodes  transformees  {g,  h,  g')  seront  identiques  aux  periodes  pri- 
mitives (G,  H,  G'). 

Au  point  de  vue  geometrique,  etant  donnee  une  surface  hyperellip- 
tique,  liee  aux  parametres  u  ct  v,  si  Ton  pose 

(l)  U  +  /JLt^,  V  =         + fJl'p, 

peut-on  determiner  les  constantes  X  et  p.  de  maniere  qu'a  un  point 
de  la  surface  reponde  un  et  un  seul point  (U,  V)  de  la  meme 
surface? 

Ca  problema  comprend  celui-de  la  recherche  des  transformations 
birationnelles  d'une  surface  hyperelliptique  en  elle-meme. 

184.  Remarque.  —  La  multiplication  complaxe  n'a  pas  ete  jusqu'ici, 
a  notre  connaissance  du  moins,  traitee  avec  la  generalite  qu'elle  com- 
porte  par  las  divers  autaurs  qui  s'en  sont  occupes.  Cast  ainsi  qua 
MM.  Frobenius,  Weber,  Wiltheiss  (')  se  sont  bornes  au  cas  ou  la 
transformation  qui  fait  passer  des  variables  U,  V  aux  variables  u,  v,  est 
una  transformation  ordinaire  d'Hermite,  sans  prendre  garde  aux  trans- 
formations singulieras  qui  conduisent  precisement  aux  multiplications 
les  plus  interessantes, 

II  y  aura,  d'apres  cela,  deux  especes  de  multiplications  complexes  : 
1°  las  multiplications  ordinaires,  qui  derivent  d'une  transformation 
d'Hermite;  2°  les  multiplications  singulieres,  qui  derivent  d'une  de  nos 
transformations  singulieres. 

185.  Les  relations  antra  les  periodes  g,  h,  g'  de  multiplication  com- 
plaxe s'obtiennent  immediatement  an  faisant,  dans  les  relations  (2)  de 
la  premiere  Partie,  G  =     H  =  h,  G'  =  g' ;  ce  qui  donna 

6,+  b^h  +  b,g', 
<•, -I-  c-h  -+-  (\_g'. 


(2) 


\  =  a„  -t-  a-,  g  +  a.,h, 
V=  tti-h  a^j  h  -\-  Uog', 
"A  g- -h  iJ.  h  r=  do-h  d:^g-  -\-  d-^h, 
I'g  +  ix'h      r/,  +  f/.,  /)  +  d,g\ 


IJ.Z 

IX'-. 

Ih-hiJ.  g'z 

+  lJ.'g': 


(')  Frobenius,  Journal  de  Crel/e,  t.  XCV,  p.  264.  —  Wkbkr,  Annali  di Matema- 
tica,  %^  serie,  t.  IX.  —  Wiltheiss,  Math.  Annalen,  t.  XXI.  p.  SSB-SgS. 
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L'elimination  de  A,  p.,  A',  \jJ  conduit  aux  quatre  equations  fonda- 
mentales 

( A )  g-a-i-\-  gh  {cir,-h  0..)  -h  h- h.^  -\-  g{a„  —  d.^ )  -\-  h{    —  d.,)  ~  d„  ~  o, 

( B )  gha-,,  H-  gg'a.,  +  k- b-.  +  hg'b.^     ga^-\-  h{b ^  —  dj^  —  g'd^  —  c^,  =  o, 

( C )  gha.,  +  gg'b.,  +  h'^a.  +  hg'b^  —  gc,  -i- h{a„—  c, )  +  g' b„  —    =  o , 

(D)  h'-a.,-^  hg'{a„_  +  b.,)  -i-  g'^b^-h  h{a,  — c-,)     g'(b^  —  c,)  —  c-,=  o. 

Lescii,  bj,  Cj,  di  sont  toujours  des  entiers,  caracteristiques  de  la  trans- 
formation employee  (i). 

18G.  Les  relations  (A),  (B),  (C),  (D)  ne  sont  des  identites  que  si 

rti  =  a.^  =  =  b.^  —  bj  =  =  Co  =  c,  =  C:,  =  do  =  a?,  =^2=0,  et 
do  =  b,  =:  di  =  c^;  la  transformation  (i)  est  alors 

U  V  =  rt|,(', 

et  se  reduit  a  la  multiplication  ordinaire  par  un  nombre  entier. 

187.  Designons  par  A,  B,  C,  Dies  premiers  membres  des  quatre  rela- 
tions ci-dessus;  on  a  identiquement 

( 3 )  A  ( /t  -I-  a, +  a , )  —  B  ( a, 4-  a,  li  +  «„ ) 

+  C{b,h  +  b.,g'^  b,)  —  D{b,g+b,/i  +  b„)  =  F,, 

(4)  A(a:,/t  +  b,g'- c,)  H-  B{a,h  +  b,_g'—  r,) 

—  C{axg-h  b.h  —  d-j)  —  D{a.,g-\-  b.,h  —  d.,)  =  F., 

etant  pose 

(5)  F,=  {h^-gg')[{ad),,+  (br),,] 

+  giiad),,-^  {br),,]  +  g'[(ad),,+  (be),,] 

-h  A [ ( ad),,  +  {be),,—  {ad),.,—  {bc),,]  +  [{ad),,+  { be )„, ], 

(6)  F,=  {/r--  gg')[iba),,-^  (ba),,] 

+  i'[(f'«)o:.+  (f'«)l-i]  +  /[(^</)03+ 

-hh[{cb),,+  {cb),,~  (da),,—  (da),,]  -h  [(dc),.,-^  (dc),,]. 

On  observera  que  les  relations  F,  =0  et  F2=o  sont  les  relations 
singulieres  (3  bis)  et(3)de  lapremiere  Partie  entre  les  periodes  initiales 
et  finales  de  la  transformation;  elles  ne  sont  identiquement  nulles  que 
si  la  transformation  consideree  est  ordinaire,  et,  d'ailleurs,  si  I'une 
d'elles  est  une  identite,  I'autre  Test  egalement  (n°  157). 
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Nous  dirons  que  la  multiplication  complexe  consideree  conduit  de 
la  relation  F,  =  o  a  la  relation     =  o. 

188.  Le  probleme  est  maintenant  de  trouver  a  priori\Qs  periodes  g, 
h,  g'  telles  que  les  relations  A=:o,  6  =  0,  C  =  o,  D  =  o  puisscnt  avoir 
lieu,  par  un  choix  convenable  des  entiers  a,,  b,,  c,,  f/,. 

189.  Remarque.  —  Les  termes  du  second  degre  en  g,  h,  g',  dans  les 
premiers  membres  des  equations  (A),  (B),  (C),  (D),  peuvent  se  mettre 
respectivement  sous  la  forme  remarquable  suivante  : 

~  a,{h-'~  gg')  +  h  \a.,g  +  b,)h  +  b._g'\ 

-  b,Xh-^~gg')  +  h[a.,g^  {a,+  b,)h  -H  b,g'l 
a, ( /i'  —  gg' )     g'[a,g     {a,-+  b,)  h  +  b,_g'], 

On  en  conclut  que,  si  Ton  regarde  g,  h,  g'  comme  des  coordonnees 
courantes,  les  quatre  quadriques  representees  par  les  equations  A  =  o, 
B  =  o,  C  =  o,  D  =  o  ont  en  commun,  dans  le  plan  de  Tinfini,  les  deux 
points 

( 8 )  h-  —  gg'=^  o ,  g  -i-  {a.,-\-  b..)h  ^  b.,g'—  o. 

On  reconnait  sans  difficulte  qu'elles  n'ont  pas,  dans  ce  plan,  d'autre 
point  commun,  a  moins  qu'on  n'ait  simultanement 

o.,  =  «3 H-  b.^z=  b.r=  o. 

Dans  ce  cas,  les  quatre  equations  (A),  (B),  (C),  (D)  sont  singulieres  : 
les  periodes  g,  h,  g'  ne  sont  alors  liees  que  par  des  relations  singulieres. 

190.  Theoreme.  —  Jl  y  a,  entre  les  periodes  de  multiplication  com- 
plexe, an  moins  une  relation  singuliere  (a  coefficients  entiers^. 

Car  les  relations  F,  =  0,  Fa  =  o,  B  —  C  ==  0  sont  singulieres ;  le  seul 
cas  d'exception  possible  serait  done  celui  ou  ces  trois  relations  seraient 
des  identites. 

Or  I'idenlite  B  —  C  =  o  donne,  en  particulier,  =  63,  a,  =  —  Cj ;  et, 
en  faisant  B  =  C  dans  (4),  il  vient 

(9)  \{aJi  +  a,^'-r^ 

+         a.g+  b.,g'-\'  <-/;,—  (■„)  —  D{a.g-\-  b«h  —  <■/„)  =  o. 
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Considerons  toujours  g,  h,  g'  comme  les  coordonnees  d'un  point  dans 
I'espace;  les  trois  plans 

^      a.f  h  -\-  a,g'  —  Co  =  o , 
(lo)  '  —a;g  +  b,g'+d.,—  c„—o, 

(      a.^g-\-bth  — cL  —  o, 

secoupent  suivant  une  mfime  droite,  car  les  determinants  du  troisieme 
ordre  compris  dans  la  matrice 

o      a-f    a,      —  Cj 
—  a.f     o  d-j  —  c„ 

a«      b„    o      —  f/„ 

sont  nuls,  comme  on  le  reconnait  aisement,  en  tenant  compte  de  a.^  =63, 
et(arf)...3  -f- (60)23  =  o;  cette  derniere  relation  tiree  deF,=o.  Deslors, 
I'identite  (9)  montre  que  le  plan 

a^g     b.^h  —     =  o 

coupe  la  quadrique  A  =  o  suivant  une  conique  situee  sur  la  quadrique 
B  =  o  :  les  quadriques  A  =  o  et  6  =  0  se  coupent  alors  suivant  une 
deuxieme  conique  situee  sur  D  =  o. 

Le  plan  a^g-hb^h  —  d^  =  o,  de  la  premiere  conique  commune  a 
A  =  o  et  B  =  o,  ayant  ses  coefficients  rationnels  en  fonction  des  coeffi- 
cients des  quadriques  A  et  B,  il  en  sera  de  meme  du  plan  de  la  seconde ; 
c'est-a-dire  qu'il  existera  entre  g,  h  et  g'  une  relation 

-I- (3  A  +  y —  w  =  o, 

oil  les  coefficients  sont  rationnels  par  rapport  aux  a,,  6,,  c,,  di,  c'est-a- 
dire  sont  des  fractions  :  c'estla  une  relation  singuliere  entre  les  periodes, 
et  le  theoreme  est  etabli. 

191.  Remarque.  —  On  a  suppose  dans  ce  raisonnement  que  les  trois 
plans  (lo)  existent,  c'est-a-dire  que  I'equation  d'aucun  d'eux  n'est  une 
identite.  S'il  en  est  autrement,  du  second  par  exemple,  on  aura  a.^  =  o, 
62  =  o ;  et  comme  a.i  =  bi,  si  etait  nul,  on  serait  dans  le  cas  signale 
au  n"  189  et  ou  les  periodes  ne  sont  liees  que  par  des  relations  singu- 
lieres.  Supposons  alors  ^2  < o ;  I'identite  (9)  devient  : 

A  ( «,  g'  —  c,  )  —  'D{a.,g  —  d.,)  =  o, 
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m  et  n  etant  entiers,  et  m^o  . 

On  nesaurait  avoir  a.,g  —  (i.,  =  o,  sinon  g  serait  reel  et  —  g^g']  ne 
serait  pas  negatif ;  on  a  done 


relation  singuliere.  Un  raisonnement  analogue  s'applique  au  cas  oil 
I'equation  d'un  des  autres  plans  (lo)  serait  une  identite. 

Memesconclusions,  si  deux  ou  trois  de  ces equations  sontdes  identites. 

192.  Avant  de  discuter  plus  completement  les  relations  fondamen- 
tales  (A),  (B),  (C),  (D)  entre  les  periodes  de  multiplication  complexe, 
nous  etudierons  les  multiplications  dans  quelques  casparticuliers. 

Multiplication  dans  le  cas  d'une  relation  singuliere. 

193.  Gette  relation  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


et  etant  supposee  la  seule  relation  entre^,  //,  g',  il  faut  que  les  equa- 
tions (A),  (B),  (C),  (D)  en  soient  des  consequences,  c'est-a-dire, 
comme  on  le  reconnait  de  suite,  qu'elles  soient  du  premier  degre  en  g, 
h,  g'  et  de  laforme  g  ■+-  j3/t  -f-  yg',  a  un  facteur  entier  pres. 


mh  4-  n  =  o, 


Done 


'., z=za.,—  b..=:  b.,  = 


puis  : 


d^—C^^  <?,=.-  n, 


On  en  conclut 
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et  en  comparant  avec  y  {oo  —d^^)  =  o,  on  voit  que  necessairement 
a„  —     =  o,  car  ^  et  y  ne  peuvent  etre  nuls  en  m6me  temps. 
On  a  ainsipour  les  a,,  b,,  Ci,  d/  les  valeurs 

a,  =  b^— a„-\- ^c.,,       r,=  o,  (^  —  o, 

a.,—  o,         b.,  =  o,  r.,=  a„-\- ^c,..        c/.,=  — yC;,, 

a-j—o,        h;.=  o,  r.,—  c-.,  (/■.  =  a^, 

et  la  transformation  de  multiplication  complexe  est,  en  remplaijant  par 
p  et  a  les  entiers,  restes  arbitraires,     et  c-^  : 

i  U==p//-ya(^ 

^'^^  (  Y  =  (7W  H-  (p  +  p(T)('. 

II  est  aise  de  trouver  les  indices  L  et  K  de  cette  transformation. 
On  a,  par  les  formules  (5)  de  la  premiere  Partie, 

AK  =  («r')„.,+  (ar)^,  =  (j{2p  -+-  (Sct) 

d'ou,  puisque  A,  coefficient  de  g  dans  la  relation  singuliere  {R),  est 
egal  a  i, 

K  =  cr(2p  +  {3(7). 

Ensuite 

L  =  (ac?)o;,  +  p- — yo--. 

A  un  point  u,  v  correspond,  par(i'2),  un  seul  point  U,  V,  et  a  un 
point  U,  V  correspondent  o'  points  u,     etant  pose,  comme  au  n"  141, 

En  faisant  le  calcul,  on  trouve  pour  le  degir  de  la  multiplication 
consideree 

3'  =  (p'^+(3po-  +  j/cr'-)2. 

194.  Remarque.  —  La  transformation  (12)  n'est  ordinaire  que  si 
K  =  o,  c'est-a-dire  si  a  =  o,  ce  qui  correspond  a  la  multiplication  ordi- 
naire par  un  nombre  entier;  ou  si      -f-  [3(7=  o,  ce  qui  donne 

L'  =  —    a-[j3 -I-  aye],        \  —-(j[^-2ii  +  [i c] ; 

a  designant  un  entier  tel  que  (3a  soil  pair.  C'est  la  la  seule  multiplication 
complexe  ordinaire  dans  le  cas  d'une  relation  singuliere. 
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Multiplication  dans  le  cas  de  deux  relations  singulidres. 

195.  Si  les  periodes^-,  h,  g'  sont  liees  seulement  par  deux  relations 
singulieres,  on  pent,  en  combinant  celles-ci  lineairement,  en  d^duire 
une  relation,  egalement  singuliere,  oil  le  terme  en  h  ait  disparu  : 

A^"  +  Cs'+  D(/i'—  ^«"')  +  E  =  o. 

L'invariant  de  cette  relation  A  (=  — 4AC  — 4DE)  est  divisible  par4 ; 
on  peuldonc(I,  n°  13),  par  une  transformation  ordinaire  du  premier 
ordre,  la  ramener  au  type  de  meme  invariant 

(A)  /i^_o...'=^. 

La  transformation  employee  change  une  quelconque  des  relations  sin- 
gulieres primitives  en  une  relation  singuliere,  ou  Ton  pent,  en  tenant 
compte  de  (A),  faire  disparaitre  le  terme  en  h- — gg'.  Finalement,  on 
a  le  droit  de  supposer  que  les  periodes  g,  h,  g'  sont  liees  par  deux  rela- 
tions de  la  forme 

d,  a,  [3,  w  etant  entiers ;  de  plus  a,  y  et  co  peuvent  etre  supposes 
premiers  entre  eux. 


196.  Remarque.  —  Cherchons  a  quelles  conditions  doivent  satisfaire 
d,  a,  [3,  to,  pour  que  I'inegalite 

puisse  etre  verifiee;  g^,  h,,  g\  designant  toujours  les  parties  imagi- 
naires  de  g,  h,  g'  : 

(  1 4  )  ^  =  ,4'o  +  '>1 ,         /i  =  ha-h  ill , ,         A''  =  ^' 0  +  '  ft ',  • 

En  premier  lieu,  les  invariants  l\d  et  (3-  —  des  deux  relations  (i3) 
doivent  etre  positifs  (I,  n"  14).  Remplagons  g,  h,  g'  par  leurs 
valeurs  (i4)  dans  les  relations  (i3)  et  separons  le  reel  de  I'imaginaire, 
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ii  vient  : 

7ji„hi  —  g,g\  -  ^;  ^1=0, 

-  A'l ^1  —  ( —  ^'o^o )  +  «f  =  f>- 

Tirons  des  deux  relations  intermediaires  les  valeurs  proportionnelles 
de  ^1,  A,,  g\  et  ecrivons  que  A,  —  gtg\  est  negatif  : 

co^-(|3»-4aY)(/i?,-^„^;)<o. 
La  quatrieme  relation  donne 

d'ou,  puisque  [3^  —  43^7  est  >■  o, 
on  a  en  outre 

Pour  qu'on  puisse  trouver  ^ojg'n  verifiant  cette  egalite  et  les  deux 
inegalites  qui  precedent,  il  faut  que        '^rzT^^'^  ^'^^^      P'"^  suffi- 

sant,  car  si  Ton  regarde  g^,  A„,  g\^  comme  les  coordonnees  d'un  point 
dans  I'espace,  le  plan  a^o  +  p/?o+  yg'„  —  oj  =  o  coupe  toujours  en  des 
points  reels  la  quadrique  hi  —  gogn=  qui  est  un  hyperboloide  d  une 
nappe. 

Finalement,  pour  que  h\  —  g\g\  puisse  etre  negatif,  il  est  n^cessaire 
qu'on  ait 

(i6)  d>o,        (3-— 4aY>o,        w^— (/(jS^— 4ay)  <  o. 

Sous  une  autre  forme,  cela  revient  a  dire  que  la  relation  singuliere 

ou  p  et  a  sont  des  entiers  quelconques,  a  son  invariant  positif,  quels 
que  soient  p  et  a;  cet  invariant  est,  en  effet, 

et  cette  condition  etait  evidente  a  priori. 
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197.  D'line  maniere  generale,  soient 

F,  =  A  +  B  /i  +  Ci''  +  D  ( /i-^  -  gg' )  +  E  =  o . 
F,=  A'i'-h  B7i  +  CV+  ^'{i^''-gg')  +  E'=  o. 

deux  relations  singulieres  entre  g,  h,  g';  pour  qu'il  existe  des  periodes 
verifiant  ces  relations  et  I'inegalite  A,  —  g^g\<^o,  il  est  necessaire  que 
Tinvariant  de  la  relation 

p  F|  +  (T  F„  =  o 

soit  positif.  Geometriquement,  si  Ton  regarde  g\  h,  g'  comme  des  coor- 
donnees  courantes,  cela  revient  a  dire  que  le  discriminant  de  la  qua- 
drique  p  F,  -i-  aF^  =  o  n'est  jamais  nul  pour  des  valeurs  reelles  de  p  et  a ; 
cette  quadrique  ne  peut  done  appartenir  a  la  variete  cone,  a  moins 
qu'elle  ne  se  reduise  a  un  plan,  c'est-a-dire  a  moins  que  les  termes  en 
/?"  —  gg'  ne  disparaissent. 

Si  le  terme  en  h-  —  gg'  manque  dans  F,  et  existe  dans  Fa,  on  voit  de 
meme  que  le  plan  F,  =  o  ne  peut  toucher  la  quadrique  F^^  o, 

198.  Cela  pose,  reprenons  les  relations  (A),  (B),  (C),  (D)  de  la 
multiplication  complexe;  elles  doivent  etre  des  consequences  des  deux 
relations 

( 1 3 )  h-  —  gg'  =d,       a g  -I-  |3  /i  +  y  g'=  w . 

En  regardant  toujours  g,  h,  g'  comme  des  coordonnees  courantes, 
cela  revient  a  ecrire  que  les  quadriques  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o,  D  —  o, 
passent  par  la  conique  representee  par  les  equations  (i3);  par  suite,  eri 
designant  par  0',  a',  [j',  y',  w',  des  constantes,  on  a  d'abord,  pour  la 
quadrique  A  =  o  : 

h,{h'  -  gg')  +  gla.,g  +  (a,-f-  b.,)h  +  b.,g'-\ 

+  g{a^—d^)  +  h{b,-d,)  -  d„=B'(k-- gg'—  d) 

ce  qui  donne  de  suite,  en  supposant  y  <  o, 

y'=o,        P'=o.        9'=  w'=o, 

et  il  reste 

( « 7 )         .5  [    H  +{a.,+  h, )  h  +  /v,  i'']  +  g(  a,  —  d,:)  ^  h{  h,  -  d.)  -  d, 
=  —  b.d  +  (a.A'  +  (3/i  +  tg'— 
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d'oii,  en  identifiant, 

a  .=  cf.!x',       a.H- 6,,  =  (3a',       h^_  =  ^((x', 
a„ — df  =  — (j>x',       Of, —  d,  —  o,  d„—b,d. 

Les  quatre  premieres  de  ces  relations  montrent  que  a'  est  un  entier, 
car  si  c'etaitune  fraction  ^>  reduitea  sa  plus  simple  expression,  ^devrait 
diviser  a,  (3,  y,  et  w,  qui  sont  supposes  sans  autre  diviseur  commun  que 
I'unite.  On  peut  done  ecrire,  en  remplaQant  a'  par  a, 

/         rt;,=  a<T, 

(18)  )a,-i-b,=  P>a, 

'         /.,=  Ya, 

;        —  d:,  +  CTW  =  O, 

(19)  I  b„—d^  =0, 

I      —  db,        —  o. 

Maintenant,  en  tenant  compte  de  (i3)  et  de  (18),  I'equation  (B) 
s'ecrit 

—  a^d  -\-  li (TOi  +  ga^  -h  h{bi  —  d:^)  —  g' d.^,  —  di  =  o, 

ce  qui  doit  evidemment  etre  une  consequence  de 

ocg -\- p/i -h  yg' —  0)  —  0. 

Done,  en  designant  par  p  un  entier 


(20) 


En  operant  de  meme  pour  les  equations  (C)  et(D),  et  en  designant 
par  V  un  entier,  il  vient  : 


a, 

=  ap, 

bi  —  d.+ 

o-co  =  (3p, 

—  d^ 

d a.,d 

-----  (Op. 

(21) 


(22) 


—  01.V 

—  C,  + 

aw  =  (3v 

K 

=  yv, 

+-  b,,d 

=  MV, 

a, 

— 

=  0, 

b. 

—  c, 

(TCO  =  0, 

(-\ 

 O;,  d 

=  0. 
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La  relation  a,  =  donne  v  =  —  p ;  remplagant  v  par  cette  valeur  et 
resolvant  les  equations  (i8),  (19),  (20),  (21)  et  (^22)  par  rapport  aux 
a,,  bi,  Ci,  di,  on  trouve  que  ces  seize  entiers  s'exprimentcomme  il  suit  en 
fonction  des  entiers  p,  a  et  de  et  63,  que  nous  designerons  par  0 
et  T  : 


(23) 


ai  =  c(p,  /;,=:&  +  (3p,      (  ^  =  ad(j,  =  w p  —  j3  rfc  4- rfr 


199.  Remarque.  —  On  a  suppose,  pour  obtenir  ces  relations,  y<o  ; 
dans  le  cas  contraire,  on  verrait  sans  difficulte  qu'elles  subsistent 
encore,  a  condition  que  les  inegalites  necessaires  du  n"  196  soient 
verifiees. 

•200.  Les  formules  (23)  ou  p,  a,  0  et  t  designant  des  entiers  qiiel- 
conques  resolvent  le  probleme  en  donnant  les  nombres  caracteristiques 
des  multiplications  complexes  cherchees;  les  transformations  corres- 
pondantes  sont  donnees  par  les  formules  (i)  et  (2)  : 

\\i  =  {a^-+-a.,g+aji)u  +  {b^+b.,g+bji)v, 
\  \  =  {ai+  aji  +  a.,g')u  +  {b,  +  b.Ji  +  b.g')v. 

201.  La  multiplication  n'est  qu'une  transformation  qui  conduit  des 
periodes  g,  h,  g'  aux  memes  periodes  g,  h,  g';  d'apres  la  theorie  gene- 
rale  de  la  transformation  et  le  n"  187,  g,  h  et  considerees  comme 
periodes  finales,  verifient  la  relation  (6),  Fj^ode  ce  numero,  laquelle 
est  de  la  forme 

(25)  Ai'  +  BA  +  C^'+D(A-2-i-i'')  +  E  =  o. 

De  meme  g,  h,  etg',  considerees  comme  periodes  initiales,  verifient  la 
relation  analogue  (5),  F,  =  o  : 

(26)  K'g+B'h  +  C'^-'-t-  {y'{h'-gg')  +  E'=  o. 

Calculous  A,  B,  C,  D,  E  pour  la  multiplication  (23).  On  a,  en  desi- 
gnant par  K  I'indice  de  cette  multiplication, 

AK=  (a6')o;,+  (ac),2  =  a(29p  +  2  dtjx 2wp(T+  [3p'—  Pda^), 
DK  =  {ab),,+  {ab)t,=  29t  +  (2ccy  —  (3"-)pc7  +  (3pT  —  (3(79. 
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II  est  inutile  de  calculer  BK,  CK,  EK,  car  la  relation  (26)  est  neces- 
sairement  de  la  forme 

m{h'^  —  gg'  —  d)  +  n{y.g-h  (3/t  +  '( g' —  w)  =  o 

oil  m,  et  n  designent  des  entiers;  on  voit  ainsi  que  la  relation  finale, 
Fj  =  o,  entre  g,  h,  g'  est 

( 2- )   {h  '--  gg' _  rf)  [ 2 6t  +  ( 2 ay  -  (3-^ ) pa  +  (3pT  -  |3cr5 ] 

4-  {oi.g+  (3/i  -I-  Yi'-'—  oj)  [25(5  +  2  daz  +  2c.jpo-  +  (3p'-—  ,3  c/t-]  =  o. 

On  trouverait  de  meme  pour  la  relation  initiale,  F,  =  o, 

(  28  )         (  k-  —  gg'  —  d){-}/Jz  —  2  xyoij  -+-  2  r,)7T  —  ^tO  —  (SwiT'-  +  (3pT) 

-\-  {cx g  +  ^ h  -h  y g' ~  fji)  {29p  —  2  dux  +  (3p-  +  d<^u'- )  =  o. 

202.  Degre,  —  Le  <f^^re  de  la  transformation,  c'est-a-dire  le  nombre 
des  points  //,  <^  qui  repondent  a  un  point  U,  V  est  egal  (n"  141) au  deter- 
minant des  nombres  a,,  6,,  c,,     ;  on  trouve,  pour  sa  valeur, 

[9-  -{-  9([3p  +  wo-)  -I-  ayp-H-  ((3or  —  r)  (cop  +  «fT)  —  dxya'-]'. 

203.  Remarque.  —  La  multiplication  consideree  ne  sera  ordinaire 
(n"  184)  que  si  la  relation  (27)  est  une  identite;  en  ce  cas  la  rela- 
tion (28)  en  sera  une  egalement. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que 

\  207  + (2aY  —  ^•^)(Tp  +  |3pT—  !^gB—o. 
\  iBo  ->r  1.  d<jz  +  2  wpu  +  {3p-  —  d'^a-—  o. 

Tirons  t  de  la  premiere  de  ces  relations  et  portons  dans  la  seconde; 
il  vient,  en  supposant  2O  Pp<o, 

p  {  ( 2  9  +  (3p  +  w(7 )2  +  (7=  [ j3-^  —  4 ay )  -  co'^ ]  i  =  o. 

D'apres  les  inegalites  du  n°  106,  la  quantite  entre  crochets  est  une 
somme  de  carres;  elle  ne  peut  des  lors  etre  nulle  que  si  a  =  o, 
20  +  (3p  =  o,  cas  ecarte  :  on  a  done  p  — o,  ce  qui  donne  ensuite, 
par  (29), 

9(2T  —  [3u)  =  O,  ^/(7(2T  —  (3(7)  =0; 

d'ou 

2T  —  |3o-=0  OU  Q—(J  —  0. 
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Enfin,  si  2O  +  ,3p  —  o  les  relations  (29)  donnent 

P<t(^-—         —  o,       (t(2  i/r  +  2  wp  —  (3  da)  =  o ; 

d'ou  les  solutions 

(7  =  0,       ou       p=2T  —  [3cr  =  o. 

Finnlement,  pour  que  la  multiplication  definie  par  les  entiers  (23) 
soit  ordinaire,  il  faut  et  il  suffit  que  soit  verifiee  une  des  hypotheses 
suivantes  : 

1"  p  —  2T  —  |So'=  n, 

2"  cr=25  +  |3p  =  o, 

La  multiplication  ordinaire  par  un  nombre  entier,  0,  correspond  a 
p  =  a  =  T==o(n°  186). 

204.  Conformement  au  langage  que  nous  avons  adopte  (n°  187), 
nous  disons  que  la  multiplication  complexe  definie  par  les  entiers  (23) 
a,,  bi,  Ci,  (Ji  conduit  de  la  relation  singuliere  (28)  a  la  relation  singu- 
liere  (27).  Proposons-nous  de  rechercher  les  multiplications  qui  con- 
duisent  d'une  relation  a  la  meme. 

Soit 

(3o)  ni{li-  —  ^g'  —  d)  +  n{c/.g-\-  |3/t  +  y^''—  w)  =  0 

celte  relation,  m  et  n  designant  des  entiers  quelconques;  pour  que  les 
relations  initiale  et  finale  (28)  et  (27)  soient  identiques  a  (3o),  il  faut  et 
il  suffit  que 

m        26T+ ( 2ay  —  (3-)p(T  +  (3pT  —  j3a& 

n       2  9p  +  2  dar     2  copo"  +  (3p'^  —  j3  da- 

 2  9t  —  2  aypcr  +  2  ojot  —  (3(t9  —  S>o)a-  -+-  [3pT 

2  9p  —  2  d(7Z  -+-  |3p-  +  (3  da- 

On  met  aisement  ces  equations  sous  la  forme  : 

( 2^  +  |3p  +wit)  [/«(2T  —  j3o-)  —  2/np]  =  o, 
(7  !  ( 2 T  —  (Sff )  ( 2 nid  4-  /ICO )  +  p [ n  ( S-  —  4 «y )  +  2 co /» ]  |  =  o . 
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On  y  satisfait  de  quatre  manieres  : 

1°  (7  =  0,        29  4-  |3p  =o; 

2°  (7=0,        nz  —  nip  =  o ; 

3"  ( 2T  —  ^<7 )  {2  m  d  -\-  iihi )  +  p[/4(  j3-  —  'i  ixy)  A-  i  o)  /n]  —  o, 

/i  (  2  T  —  j3(7  )  —  2  /??  p  =  o  ; 

4"  (27  —  (3(7)  (2/?i  <:/  +         +  p[«(S-—  4^7)  +  20jm]  —  o, 

2^  +  |3p  +  (00-  =  o. 

205.  Examinons  successivement  ces  quatre  hypotheses  : 

\°  G  =  o  et  aO-Hi^G^o  donne  (n"  203)  une  transformation  ordi- 
naire qu'on  devait  evidemment  rencontrer,  puisqu'en  ce  cas  les  pre- 
miers membres  des  relations  initiate  et  finale,  etant  identiquement 
nuls,  sont  identiques  entre  eux. 

2°  a=  o  et  /IT  —  =  o  donnc  une  transformation  singuliere  :  on 
reconnait  aisement  qu'on  trouve  ainsi  les  multiplications  singulieres 
repondant  au  cas  ou  g,  h  %i  g'  seraient  liees  iiniquement  par  la  relation 
/n(A'  —  gg'  —  d)-{-  n(ag-^  |3A  +  -^g'  —  w)  =  o. 

3°  Des  deux  equations 

(2T  —  (Sff)  (2 m    +  /t to)  -h  p[«([3-  —         -h  2(i}m]  =  o, 

(2T —  ,3(7) /i  — p. 2  m  =o, 

on  deduit 

2Z —  j3o-  =  0,  P  =  0, 

transformation  ordinaire  (n"  203).  Cela  suppose  toutefois  que  le  deter- 
minant 

—  2  ni  ( 2  fu  d  -\-  nw)  —  n- { S-  —  4     )  —  ^ 

n'est  pas  nul.  Cette  quantite  s'ecrit,  en  changeant  le  signe, 

ri-  ( P"  —  4  ay )  -1-  4  'jJ  inn  +  4      d ; 

elle  ne  peut  s'annuler  pour  aucun  systeme  de  valeursde  m  et  n  (autre 
que  o,o),  car  to*  —  d([3-  —  l^y.-^)  est  negatif  (n"  196). 

4°  G'est  ce  cas  qui  donne  des  multiplications  singulieres  n'ouvelles, 
conduisant  d'une  relation  singuliere  a  la  meme  relation;  il  est  carac- 
terise  par  la  condition 

29  +  (3p  +  wo-z=  o, 
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a  etant  <o,  et  aussi  p  et  27 —  [3c;  n'etant  pas  mils  simuUanement.  Si 
p,  a,  9  et  T  sont  des  entiers  quelconques  satisfaisanta  ces  conditions,  la 
multiplication  dont  les  entiers  caracteristiques  sont  donnes  par  les  for- 
mules  (23)  conduira  de  la  relation 

m(/t-  —  ,A':a'' —  d)  -+-  n{<x^'  4-  (3A  +  7^''—  w)  =  o 

a  la  ineme  relation ;  m  el  n  etant  definis  par  Tequation 

( 2 T  —  (3ff)  ( 2  /«     +  /i  w )  +  p [  /i  ( (3-  —  \  xj)      2  (li  m]  =  n, 

qui  s'ecrit 

ni  II 
(|3-—  4ay)p  +  co(2T  —  [3(7)      —  awp  —  2  <5?(2t  —  (Scr) 

206.  CojvUaire.  —  Etant  donnee  une  relation  initiale  (3o),  on  peut 
toujours  trouver  une  multiplication  conduisant  de  cette  relation  a  une 
relation  differente;  car  il  suffit  que  p,  a,  6,  t  soient  choisis  de  maniere  a 
verifier 

m  2  9t  —  2  aypo-  -4-  2  wot  —  (3(t9  —  [3w(t-  +  (3pT 

n  2  9p  —  2  c?o-T  4-  (3p-  +  (3^/(t'  ' 

et  de  telle  sorte  que  ni  a,  ni  p,  ni  20  +  |3p  +  wa  ne  soient  nuls  :  ce 
choix  est  evidemment  possible. 

207.  Composition  de  deux  multiplications.  —  Si  nous  effectuons  suc- 
cessivement  deux  multiplications,  dcfinies  respectivement  par  les 
valeurs  p,  a,  6,  t  et  p',  a',  0',  t'  des  entiers  qui  figurent  dans  les  for- 
mules  (23),  nous  obtenons  une  multiplication  du  meme  type  (23), 
pour  laquelle  les  entiers  correspondants  seront  p",  a",  6",  t".  On  obtient 
leurs  valeurs  sans  difficulte  en  partant  des  formulesdun"  146 relatives 
a  la  composition  de  deux  transformations;  on  trouve  ainsi 

p"=  p9'+  9p'+  (3pp'—  d{<jT'—<j'z)  +  copa', 
a"—  0-9' +  9tT'4-  rp'—  pr'-h  (3p(T'+  coaa', 
$"=99'  —  aypp'+ayrfo-cr'—  ((^t  +  wp)  (|3(7'- t'), 
t"=  9t'+  t9'+  aY(p(7'  —  orp')  +  |3rp'+  coo-t'. 

« 

208.  On  deduit  de  ces  formules  une  consequence  arithmetique  inte- 
ressante. 
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Posons,  pour  simplifier, 

^=29  +  |3p  4-  wcr, 
y]  —  2z  —  (3<t; 

les  entiers  ^  et  v]  remplaQant  0  et  i.  On  trouve,  en  appelant  ^"  et  r,"  les 
quantites  26"+  ^c"+  wa"  et  2t"—  [Ba", 

2 5"=:        d-nn'+  App'+  (co2—  ^/A)(7ct'+  w(p-o'H-  p'-/j), 
2-/j"=^rj'+  ^'r)-  w(<7'r)  -  an')  +  A(crp'-  cr'p), 
2p"=  p^'+  p'^  +  w(p<t'—  ap')  +  f/(ar'ry  —  crry'), 
2a"  =  iT^'+ 0-'^  +  p'y)  —  p-o', 

en  ecrivant     —  4ay  =  A. 

Maintenant  observons  que  le  degre  de  la  transformation  composee 
est  le  produit  des  degres  des  transformations  composantes;  ce  degre, 
pour  la  transformation  ^,  v),  p,a,  s'ecrit,  en  vertu  de  la  formule  du 
n"  202, 

jQ[i''—clr}'-—2  wpy)  —  Ap2  +  (f/A  —  '^'-)<T'-f. 

On  aura  done 

(32)  11''  —  d-n'-  —  2Mp-n   —  Ap^  +  (</A  —  w^)o-2  ] 

X  [^'^  —  dn"-  -  2  wp'n'  —  Ap'^  +  (i/A  —  w^)  ct"^] 

=  4  ^/y)"2_  2Wp"Y)"-  Ap"-2+  (i/A  —  Oj2)<t"2], 

en  designant  par  ^,  rj,  p,  a;  g',  p'  a',  des  entiers  quelconques,  et  E", 
rj",  p",  a"  etant  definis  par  les  formules  (3i).  On  aurait  du  ecrire  =t 
devant  le  second  membre  de  (32),  mais  on  reconnait  de  suite  que 
I'identite  des  deux  membres  exige  le  signe  +.  On  a  ainsi  une  propriete 
curieuse  de  la  forme  quaternaire 

d-n"-—  2&)py2  —  Ap^H-  (c?A  —  a)-)o--. 

209.  Carre  d'une  multiplication.  —  Si  Ton  fait  dans  les  formules 
preeedentes  p'=  p,  a'=  a,  0'=  0,    =  1,  il  vient 

p"=p(2e  +  |3p  +  wcr), 

(t"=  <j{2B  +  (3p  +  0)0-), 

t"  =  t(20  -4-  [3p  -i-  0)0-), 

61"=  9-—  o:yp-+  xyda-  —  {dT  H-  cop)  ([So-  —  t). 
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Comme  consequence,  on  voitque  si  la  multiplication  consideree  est 
line  de  celles  du  type  4°  du  n°  205,  conduisant  d'une  relation  singu- 
liere  a  la  meme  relation,  c",  a"  et  1"  sont  nuls,  puisque 

2  5  -I-  pp  4-  (.)a=  o. 

Le  carre  d'une  telle  multiplication  est  done  une  multiplication  ordi- 
naire par  un  nombre  entier  (n°  203);  cet  entier  est  0". 

Si  Ton  designe  par  le  degre  de  la  multiplication  consider6e 
(n°  202) 

D  =  5--+-  6'(,Sp  4-  wo-)  +  a";p-H-  (pa  —  t)  (wp     ch)  —  ay  ch-. 

on  a 

D  +  ^"={20     (5p  -H  w(t)9  =  o. 

Ainsi 

6'     -  D. 

Multiplication  dans  le  cas  elliptique. 

210.  Supposons  les  periodes  g,  h,  g'  liees  par  une  relation  singuliere 
d'invariant  carre  parfait  n%  et  par  une  ou  deux  autres  relations.  Si  la 
relation  singuliere  etait  la  seule  liant  les  periodes,  on  rentrerait  dans 
un  cas  examine  (n°  193). 

On  peut  ramener  la  relation  singuliere  a  la  forme  nh — 1=0 

(I,  n"  15);  remplagons  h  par  ^  dans  les  quatre  equations  fondamentales 
de  la  multiplication  complexe,  celles-ci  deviennent  : 

(A)  n-a;,,i'-+  «[«.,+         «(«o—  '''^;i)]A'"+  ^2+  '^'■Uh—  d-i)  —  n- (1^=  o, 

(B)  n-a.,gg'  +  +  n\b., —  nd.,'\g-'  +  6:,  +         —  cl.)  —  n-d^  —  o, 

(C)  n-b..i,'-ff'~]-  n[a,  —  nr,.]  <^-  -+-  n[b^  +  nbf,]g'-h  a,  +  nl «„  —  n-r^  =  n, 

(D)  n-b^g'-  -t-  b.  -f-  ii{b^  —  (••.,)],v'h-         n{a^  —  c.)  —  n-c^  =  n, 

En  tenant  compte  de  //-=  ^>  les  equations  (B)  et  (C)  sont  singu- 

lieres,  car  gg'=  {gg'  —  ;  si  done  (A)  et  (D)  sont  des  identites, 

on  retombe  dans  le  cas  oil  g,  h,  g'  ne  sont  liees  que  par  des  relations 
singulieres. 

Si  (A),  par  exemple,  n'est  pas  une  identite,  et  si  (B)  ou  (C)  n'en  est 
pas  une,  les  periodes  sont  encore  liees  par  trois  relations  singulieres; 
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car  (B)  donne 

 P^'+'^ 


les  p  et  (T  etant  entiers,  et  si  nous  portons  cette  valeur  dans  (A),  nous 
trouvons 

relation  de  la  forme 

M,^-^-'+N,^-+P,„^'+Q,n:zO, 

c*est-a-dire  sinsuliere,  en  raison  de  /*-=  ^,  • 

Done,  pour  echapper  au  cas  de  relations  uniquement  singulieres,  il 
faut  que  (B)  et  (C)  soient  des  identites,  et  que  (A)  ou  (D)  n'en  soit 
pas  une.  Or  (A),  par  exemple,  est  de  la  forme 

M,  N,  P  6tant  entiers  :  si  Ton  se  reporte  au  tableau  des  periodes 

on  voit  que  le  couple  (^g,      est  un  couple  de  periodes  elliptiques  de 

multiplication  complexe,  c'est-a-dire  que  I'un  des  deux  systemes  de 
fonctions  elliptiques  auxquelles  se  reduisent  les  fonctions  abeliennes 
considerees  possede  une  multiplication  complexe. 

Meme  conclusion  si  (D)  n'est  pas  une  identite. 

II  est  aise  de  trouver  les  multiplications  relatives  a  ces  cas. 

211.  Supposons  d'abord  que  (A)  n'est  pas  une  identite  et  que(D) 
en  est  une;  en  ecrivant  que  (D)  =  (B)  =  (C)  =  o,  ona 

l)„=o,  a^-\- b..-h  n{b^  —  c.,)  =  o,       a..+ n{a^ —  c.)  —  n-r,  =  o, 

ci.,  =  o^       a, +  na,  =  o,  — nd,,  =  o^       b..+  n{b^  —  cL.)  —  n-d^  =  o. 

6:1=0,        a. —  nc-.=  o,        b.,'hnb^  —  o,        cu-\- n{a„ —  r.,)  —  /<-r-„  =  o. 

ce  qui  donne 


464  OEUVRES  DE  GEORGES  HUMBERT. 

La  periode  ^verifie  (A),  c'est-a-dire  une  relation  quadratique  de  la 
forme 

(34)  n^mg^-h  npg  -h  q  —  o, 

m,  p,  q  etant  entiers  sans  diviseur  commun. 

Ecrivons  que  (A)  est  identique  a  (34),  a  un  facteur  pres,  il  vient,  en 
tenant  compte  de  (33), 

p  designant  un  entier;  et  finalement  les  entiers  caracteristiques  de  la 
multiplication  complexe  cherchee  sont  donnes  par  les  formules  : 


(35) 


C.+ /iCo,  ^0  =  0,  c-o  =  Co,  do=—pq, 

«i  =  — /ip/H,  bj  =  c,,  ('i  —  — p'«,  di  —  — c^-j- pp, 

a^  =  o,  b«  =  o,  r„— c,,  d.,  =  o, 

\  a,.  =  n-pm,  6.,  =  o,  (■■,  =  npm,  d„=:  c.,-'r  nc„ — npp; 


0,  Co,  Cj  sont  des  entiers  arbitraires. 

Le  degre  de  cette  multiplication  complexe,  egal  au  determinant 
des  a,,  6,,  c,,  di  (n"  141),  est 

c|[(c,+  nCi,)-—  npp{c,-+-  nc^^)  +  n-mqp-] 

quantite  toujours  positive,  car  p"^  —  ^mq  doit  etre  <C  o,  pour  que  g, 
donne  par  (34)  soit  imaginaire. 

Remarque.  —  En  vertu  de  ce  qui  precede,  si  les  equations  (A),  (B), 
(C),  (D)  etablissent  entre  les  periodes  une  relation  singuliere  d'inva- 
riant  carre  parfait  et  denx  autres  relations,  une  de  celles-ci  ne  pourra 
etre  singuliere  sans  que  I'autre  le  soit  egalement. 

212.  On  trouverait  de  meme  sans  difficulte  les  formules  qui  repondent 
au  cas  ou  (D)  seul  ne  serait  pas  une  identite,  et  a  celui  ou  (A)  et  (D)  ne 
seraient  pas  simultanement  des  identites. 

Multiplication  dans  le  cas  de  trois  relations  singulieres. 

213.  Les  trois  relations  peuvent  (n"  195)  etre  reduites  aux  formes 

les  deux  dernieres  ont  leur  invariant  carre  parfait. 
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On  pent  alors  ramener  I'une  d'elles  au  type  nh  —  i  =  o;  les  deux 
autres  seront  des  formes 

A,A'A''-l-B,,^+C,A''+Dzzzo. 

En  tirant^'  de  la  derniere  pour  porter  dans  la  precedente,  on  voit 
que  g  verific  une  relation  qnadratique  M^-  -f-  N^-  -i-  P  =  o  a  coefficients 
entiers,  et  il  en  est  de  meme  de  g' . 

On  retombe  done  sur  le  cas  elliptique  ou  les  deux  systemes  de  fonc- 
tions  elliptiques  correspondantes  ont  une  multiplication  complexe; 
mais,  outre  les  relations  quadratiques  que  verifient  g  et  ^,  il  y  a  de 
plus  une  relation  A^'/,''  + +  C^'+ D  =  o,  qui  n'existe  pas  en 
general  dans  le  cas  precedent. 

Nous  n'indiquerons  pas  les  formulcs  de  multiplication  complexe 
relatives  au  cas  de  trois  relations  singulieres;  on  les  obtiendrait  sans 
difficulte  en  imitant  la  marche  deja  suivie. 

Multiplication  complexe,  en  general. 

214.  Rcvenons  au  cas  general  de  la  multiplication  complexe,  c'est-a- 
dire  a  la  discussion  des  equations  fondamentales  (A),  (B),  (C),  (D) 
du  n°  185  : 

(A)  g^a.,  +  gJi{n,+  b,,)  +  li- bo  +  g{a^~  cL,)  H-  h{b^—  d.)  —  cl^  =  o, 

(B)  g-ha..-\-  gg-'a.,-h  h-b.-h  kg' b.,-[-  gay  +  h{b^  —  cl.)  —  g' cl.,^  rfi  =  o, 

(C)  gha..-h  gg'b..-\-  h-a.,-\-  hg'b^_~  gc^  +  h{a„—  c^J  +  g'b^  —  c„=o, 

( D )  /(,- a, -t-  hg'(a,  +  b, )  +  g'^b,  +  h{a,-  r, )  +  g'{b, -<:,)  — c,=  o. 

Nous  avons  etabli  (n"  190)  que  ces  relations  entrainent  au  moins  une 
relation  singuliere  entre     h  cV  g' . 
Distinguons  maintenant  plusieurs  cas. 

■•215.  I.  Les  quatre  relations  (A),  (B),  (G),  (D)  se  reduisent  a  une 
seule,  laquelle,  par  ce  qui  vient  d'etre  dit,  est  necessairemeiit  une  rela- 
tion singulicre;  nous  avons  appris  a  former  (n°"  193-194)  les  multipli- 
cations complexes  correspondantes. 


216.  II.  Les  quatre  relations  (A),  (B),  (C),  (D)  se  reduisent  a  deux  : 
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g^ometriquement,  c'est  dire  que,  en  regardant  g,  //,  g'  comme  des 
coordonnees  courantes,  les  quatre  quadriques  A  =  o,  B— o,  C  =  o, 
D  =  o  ont  une  ligne  commune.  On  pent  supposor  que  cette  ligne  est 
une  droitc  ou  une  conique  (veritable  ou  decomposee)  :  les  relations  (A), 
(B),(C),  (D)  entrainent  en  effet  enire  g,  h,  g'  au  moins  une  relation 
singuliere  qui,  par  une  transformation  du  premier  ordre,  peut  etre 
ramenee  a  la  forme  lineaire  en  g,  h,  g' . 

Si  la  ligne  commune  aux  quatre  quadriques  est  une  droite,  celle-ci  a 
deux  equations  du  type 

les  a,  [il,  y,  co  etant  rationnels  par  rapport  aux  coefficients  des  surfaces, 
c'est-a-dire  etant  des  en  tiers  :  les  periodes  g,  A,  g'  sont  alors  unique- 
ment  liees  par  deux  relations  singulieres. 

Si  la  ligne  commune  aux  quatre  quadriques  est  une  conique,  elle  ne 
peut  avoir  comme  points  a  I'infini  que  les  deux  points 

ll-  —  gg'=  O,  a.g  +  {O'.-^  -t-  t>.,g'=  O. 

En  effet,  en  dehors  du  cas  signale  au  n"  189  et  ou  toutes  les  relations 
entre  les  periodes  sont  encore  singulieres,  ces  points  sont  les  seuls 
communs  a  I'infini  aux  quatre  quadriques  (n°  189). 

Deux  cas  sont  alors  a  distinguer  selon  que  la  conique  passe  par  ces 
deux  points,  ou  qu'elle  passe  par  un  seul  en  y  touchant  alors  le  plan  de 
I'infini.  Dans  le  premier  cas,  le  plan  de  la  conique  a  une  equation  de  la 
forme 

a.g     (a^_  +  b-.)li  +     g'=  o) , 

(jL)  etant  une  fraction,  et  en  tenant  compte  de  cette  relation  entre  les 
periodes,  les  quatre  relations  (A),  (B),  (C),  (D)  deviennent  singulieres, 
comme  le  montrent  les  formes  (7)  des  termes  du  plus  haut  degre  dans 
ces  equations. 

Par  suite,  dans  ce  premier  cas,  g,  h  et  g' ,  qui  sont,  par  hypothese, 
simplement  indetermines,  sont  lies  uniquement  par  deux  relations  sin- 
gulieres. 

Dans  le  second  cas,  soit 

cf.g  +  (3/)  +  YA"'—  '-•>  =  o, 
le  plan  de  la  conique;  a,     y,  w  6tant  des  fractions  ou,  si  Ton  veut,  des 
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entiers.  II  faut,  en  vertu  de  I'hypothese,  que,  dans  le  plan  de  rinfini, 
les  droiles  (3^+  -^g'  —  o,  a-^g  +  (a^  h-  b.,)}i  +  b.g'  =r  o  se  coupent 
suria  conique  A*  —  gg'  —  o;  Wm  des  points  ou  la  premiere  droite  coupe 
la  conique  ayant  ainsi  ses  coordonnees  fractionnaires,  il  en  est  de 
ineme  du  second,  ce  qui  exige  que  la  quantite  ,3^  —  soit  un  carr6. 
En  d'autrcs  termes,  il  existe  cntre  les  periodes  une  relation  singuliere 
d'invariant  carre  parfait,  qu'on  pent  ramener  au  type  nh  —  i  =  o,  et 
Ton  retombe  (n"  210)  soit  sur  le  cas  d'une  seconde  relation  singuliere, 
examine  aiix  n"'  195-209,  soit  sur  le  cas  ou  g  (ou  g')  verifie  une  relation 
du  deuxieme  ordre  a  coefficients  entiers;  c'est  le  cas  de  multiplication 
elliptique  complexe  etudie  au  n°  211. 

217.  HI.  Les  quatre  quadriques  A  =  o,  B  =  o,  C==o,  D  =  o  ont  un 
nombre  fini  de  points  communs,  c'est-k-dire  que  g,  h,  g'  sont  lies  par 
trois  relations. 

Je  dis  que,  dans  ce  cas,  il  existe  entre  les  periodes  unc  ou  trois  rela- 
tions singulieres;  ou  encore,  puisqu'il  y  a  une  relation  singuliere  au 
moins,  je  dis  que  les  equations  (A),  (B),  (C),  (D)  ne  peuvent  entrainer 
deux  relations  singulieres  sans  en  entrainer  une  troisieme,  distincte 
des  deux  premieres. 

Le  theoreme  estvrai  si  I'une  des  relations  singulieres  de  I'hypothese 
a  un  invariant  carre  parfait  (n"  2H,  Remarque);  nous  aureus  done, 
dans  ce  qui  suit,  le  droit  de  supposer  qu'on  est  en  dehors  du  cas  ellip- 
tique. . 

Distinguons  maintenant  trois  cas  : 

218.  1°  La  transformation  de  multiplication  complexe  consideree 
est  singuliere  et  conduit  d'une  relation  singuliere  entre  g,  h,  g'  a  une 
relation  singuliere  differente  :  cela  revient  a  dire  que  les  expressions  F, 
et  Fa  du  n"  187  ne  sont  pas  identiquement  nulles  et  sont  lineairement 
distinctes. 

Efl'ectuons  une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre,  de 
maniere  a  faire  disparaitre  le  terme  en  //^ — gg'  dans  la  relation  Fa— o; 
je  dis  que  le  terme  analogue  ne  disparaitra  pas  dans  F,  =  o.  Sinon,  en 
eliniinant  g'  entre  F,  =  o  et  F,  =  o,  on  trouverait  une  relation  singu- 
liere du  type  M/,' +  NA  H- P  =  0,  d'invariant  carre  parfait  N'-,  ce  qui 
est  contraire  a  I'hypothese  (n"  217). 
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Considerons  maintenant  les  identiles  (3)  et  (/|)  du  n"  187  : 

(3 )  .\.{a.li  +  ci.,g' -\-  rt,)  —  B(a:j,^'  +  a,/t  -\-  rt„) 

+  C{bJi  +  b,g'+  6,)  -  D(Z»;;i'  +  bJi  +  b^)  =  F,, 

(  I )  \(a,li  rv.)  +  B  {aji  4-  ^^^i''—  c'^) 

lintre  ces  deux  identites,  eliminons  D;  il  vient  une  relation  de  la 
forme 

(36)  AP,  + Bl\+(;i', 

^  V^{a.,g-^  b,li  —  r/.,)  —  V,{b..g^-  bji  H- 

avec 

P,  —     (r/;,/t  +  r/,)         +  bji  —  d,) 

—  {a.h  +  b..g'  —  (•,)  {b..g-^  b,h  +  /^„), 

P.,  =  —  {a.. g  -\-  a.,b  -h  a„)  {a.2g  -h  b.,b  —  d.,) 

—  {a,h  +  b.,g'  —  r,)  {b..g-\-  b,k  +  b^), 

P,,=z  +  b,g'+  6,)  /•'■i/i  —  <^i) 

+  («;,i,> ■+        —  d..)  {b.jg-\-  b^Ji  -+-  bo). 

En  developpant  les  calculs,  on  trouve 

l\  —  Cb,—  Brt,+  /4(^a)o:,  +  {lfa)i.  H-  (af/);,,+  (6r-  ).,,J 

P„=  Aa,+  CZ;.,  + i'[(a<:if)2:i  +  +  (acOao-t-  )2o, 

-  P,  =  A  b,  +  B Z/,  +  ^o-[ (6a  )o,  ^(ba),,]^(db),,+  {db )o,„ 

de  sorte  que  Tidentite  (36)  prend  la  forme 

=  F ,  ( rt,    +  ^,  /i  —  rf, )  —  F,  ( g-^-b,h  +  b,). 

Cela  pose,  observons  que  B  —  C  =  o  est  une  relation  singuliere 
entre  s>-,  h,  g',  dont  le  premier  membre  est  une  combinaison  lineaire 
de  F,  et  de  F2 ;  sinon  les  periodes  seraient  liees  par  trois  relations  sin- 
gulieres  et  le  theoreme  a  demontrer  serait  etabli.  On  peut  alors,  en 
posant  pour  abreger 

•I>=F.,-F,, 
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ecrire  I'identite  (37) 

(38)  ^A4>;,- C<D^=F,R,-t-F,R,, 

H,  et  R2  etant  lineaires  en  g\  h,  g' . 

En  eliminant  A  au  lieu  de  D  entre  les  identites  (3)  et  (4),  on  trouve 
de  meme 

(39)  D$;.-  C4>^=  F,  RV+  F,R',. 

Comme  F,  contient  un  terme  en  Jr  —  gg'  et  que  Fa  n'en  contient  pas, 
$(=F2  —  F,)  n'est  pas  identiquernent  nul,  et  meme  ^>„,,  ne  sont 

pas  des  constantes. 

Les  surfaces  (quadrique  et  plan)  F,  =  o  et  Fj  =  o  se  coupent  suivant 
une  conique  qui  rencontre  en  deux^o'mi?,,  d  distance  fmie,  le  plan  (b)=o. 
En  effet  :  1°  le  plan  =  o  ne  pent  coincider  avec  le  plan  F.^  o  de  la 
conique,  car  ne  contient  que  h,  tandis  que  Fo  doit  contenir  des 
termes  en  g  et  g' ,  pour  que  I'invariant  de  la  relation  singuliere  Fa  =  o 
ne  soit  pas  carre  parfait;  2"  la  conique  ne  rencontre  pas  le  plan  (b)^  =  0 
a  I'infini,  c'est-a-dire  qu'aucun  des  points  a  I'infini  /r  —  gg'  =  0,  h=o, 
n'est  sur  le  plan  Fo^o,  car  il  faudrait  pour  cela  que  Fj  ne  contint  pas 
de  termes  en  g  (ou  en  g'),  et  I'invariant  correspondant  serait  encore 
carre  parfait. 

Je  dis  maintenant  que  les  deux  points  ou  la  conique  F,  =  0,  Fo  =  o 
coupe  le  plan  =  o  sont  situes  sur  la  quadrique  C  =  o.  Si  I'un  d'eux, 
en  effet,  n'etait  pas  sur  C,  il  serait,  en  vertu  des  identites  (38)  et  (39), 
sur  les  plans  <I>^=:  o  et  ^\r,  =  «•  En  d'autres  termes,  le  point 

Ot=     =     =  o, 

"an' 

qui  est  le  centre  de  4>  =  o,  serait  sur  la  conique  commune  a  F,  =  o  et 
F2  =  o,  done  sur  ^>  =  o.  Or  cela  est  impossible,  car  la  quadrique  $  —  0, 
contenant  des  termes  du  second  ordre  dans  son  equation,  ne  pent 
appartenir  a  la  variete  cone  (n°  197). 

Done  les  deux  points  oil  la  conique  F,  =0,  Fa  =  0  coupe  le  plan  <b)^  =  o 
sont  sur  la  quadrique  C  =  o;  done  les  deux  autres  points  ou  cette 
conique  coupe  C  =  o  sont,  d'apres  (38)  et  (39),  sur  A  =  o  et  sur  D  =  o. 
En  d'autres  termes  (puisque  B  —  C  =  a, F,  +  AaFo),  les  quadriques 
F|  =  o,  Fo  =  o,  A  =  o,  B  =  o,  C  —  o,  D  =  o  n'ont  a  distance  finie  que 
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deux  points  communs  ('),  c'est-a-dire  [en  vertu  de  (3)  et  (4)]  que  les 
qiiadriques  (A),  (B),  (C),  (D)  se  coupent,  a  distance  finie,  en  deux 
points,  situes  sur  la  quadrique  proprement  dite  F,=:o.  La  droite  qui 
joint  ces  deux  points  a  les  coefficients  de  ses  equations  rationnels  en 
fonction  de  ceux  des  equations  (A),  (B),  (C),  (D),  c'est-a-dire  entiers, 
et  il  y  a  entre  les  periodes,  outre  la  relation  singuliere  du  second  ordre 
F,  =  o,  deux  autres  relations  singuiieres  (puisque  lineaires). 

On  complete  ce  raisonnement  en  observant  que  la  droite  dont  on 
vient  de  parler  ne  saurait  etre  sur  la  quadrique  F,  =  o ;  elle  est  en  effet 
dans  le  plan  F.j=  o  qui  contient  les  deux  points  communs  a  (A),  (B), 
(C),  (D)  a  distance  finie,  et  I'on  a  vu  (n°  197)  que  le  plan  Fo^o  ne 
pent  toucher  la  quadrique  F,  =  o. 

219.  1°  La  transformation  de  multiplication  complexe  consideree 
est  singuliere  et  conduit  d'une  relation  singuliere  a  la  meme  relation 
F,  =  o. 

Soil 

(4o)  IJ  ~       +  V  =  >;'«  + 

cette  multiplication. 

Par  hypothese,  il  y  a  entre  les  periodes  deux  relations  singuiieres, 
qui  peuvent  etre  supposees  (n"  195)  de  la  forme 

—  A'* '  =  ag'+pU  +  y  g'  =  w . 

Parmi  les  multiplications  complexes  deduites  de  ces  deux  relations, 
considerons-en  une  qui  conduise  de  la  relation  singuliere  F,  =  o  k  une 
relation  singuliere  differente  F^^o  (n°  206) 

{!\o  bis)  II  =zA ill' -\- iJ-^c',        V —  }\.,it' 

II  est  clair  que  la  transformation  composee  de  (4o)  et  (4o  bis) 

(')  A  moins  que  la  coniqiie  Fi  =  o,  Fo^o  ne  soil  tout  enliere  siluee  sur  A  — o, 
B  — o,  C  — o,  D  =  o;  en  ce  cas,  contiairenienl  a  Thypothese,  les  quatre  dernieres 
(juadriques  auraient  une  couibe  conimune, 
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sera  encore  une  multiplication  complexe,  ef,  qu'elle  conduira  cle  la 
relation  F,  =  o  a  la  relation     =  o. 

En  vertu  de  ce  qui  precede,  si  I'existence  de  cette  nouvelle  multipli- 
cation determine  completement  g-,  h  et  g' ,  il  y  a  entre  ces  periodes  une 
troisieme  relation  singuliere  et  le  theoreme  est  etabli ;  si  h  et  g'  ne 
sont  pas  determines,  c'est  que  la  multiplication  nouvelle  est  une  de 
celles  formees  aux  n"**  195-209  et  qui  se  deduisent  de  I'existence  de 
deux  relations  singulicres  entre  les  periodes. 

On  a  ainsi,  pour  la  transformation  (^obis),  d'apres  les  formules  ordi- 
naires  de  la  transformation, 

A,  =3  a'„  4- rt!,,,^  -!- ajj /t,  }..,  =  a\  -\- a'.Ji  -t-a!,^'; 
f-i  =  0'„  H-  b'.^  g-  H-  b'.^  Il,        (j..,=zb\  -h  b'..  Ii  +  b\,  g' ; 

les  a]  et  b]  etant  donnes  par  les  formules  (23)  oCi  I'on  ecrit  p',  c',  0',  t'  a 
la  place  de  p,  a,  0,  t.  De  meme  pour  la  transformation  (4i) 

X).,  +  [J.}..,  =  a„  +  «..  g  -\-  a„h, 
llJ.,-\-  iJ.iJ..,=  bo-\-  b.,g--\-  bih, 
I'll  -i-  F-'h=  «\  +  ct  Ji  +  a,g\ 
I'lj.^  -f-  ij.'ij..,z=^bi  +  bJi  + 

les  a,  et  6,  etant  donnes  par  les  formules  (23).  En  portant  dans  ces 
equations  les  valeurs  ci-dessus  de  ,  A2,  [Ji-i ,  [a^,  on  en  deduit  les  valeurs 
de  A,  [i.,  a',  [iJ;  or,  a  I'aide  des  relations 

—  S'S'  =  a    +  (3  A  +  y  g'  —  gj  , 

et  des  expressions  des  6,,  b.  en  fonction  des  p,  a,  0,  -\  p',  t' 
on  trouve 

A  =r  ing  +  nh  +  /J, 

^.  =z:  )u' g  4-/(7/  -I-  p' . 

n,  p,  m' ,  n' ,  p'  etant  fractionnaires;  on  a  des  expressions  analogues 
pour  V  et  ]x' . 

Les  deux  premieres  relations       bis),  mises  alors  sous  la  forme 

a'.^{\g-\-  fJi-/' )  +  a'.,{}Ji  -+-  iJ.g')  =      g -i-     h  +  />,, 
b\{'kg-{-  (J-h)  -+-  b'.,{\h  +  iig')  =  m\  g      n\  h  h- 

donnent  aussi,  pour  Ai,' -f-  \j.h  en  XA-f-  \xg' ,  des  expressions  lineaires, 
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a  coeflicients  fractionnaires,  en  g  et  // ;  et  Ton  obtient  un  resultat  sem- 
blable  pour  )/^  -h  \>' h  et  V h-{-  [jJg-'. 

II  faut  maintenant  ecrire,  pour  que  (4o)  soil  une  multiplication  com- 
plexe,  que  a  et  a'  ;  |j.  et  [x' ;  Ag-  fjJi  et  "/J  g  -\-  ij.' A  ;}Ji  -h  [j.g'  et  A'h  [j.' g' 
sent  des  periodes  :  d'apres  ce  qui  precede,  on  n'est  conduit  ainsi  a 
ecrire  que  des  relations  lineaires  entre  g,  hel  g'.  Si  ce  sontdes  identites 
ou  des  consequences  de  a^- -i- 3/t  +  y^' =  w,  la  multiplication  com- 
plexe  considoree  (4o)  ne  suppose  entre  g,  h  et  g'  que  les  deux  rela- 
tions singulieres  de  I'hypothese;  si  I'une,  au  moins,  n'est  pas  une 
identite,  ou  une  consequence  de  y-g-\-  p/iH-  "^g'  —  w,  c'est  qu'il  y  a, 
entre  les  periodes,  trois  relations  singulieres.  c.  q.  v.  d. 

220.  3°  La  transformation  de  multiplication  complexe  consideree 
est  ordinaire  :  il  suffit  de  la  faire  suivre  d'une  multiplication  singuliere 
du  premier  degre,  deduite  de  I'existence  des  deux  relations  singulieres 
admises,  pour  rentrer  dans  un  des  cas  precedents. 

221.  Ainsi,  dans  le  cas  oil  les  periodes  g,  h,  g'  sont  determinees 
completement  par  les  equations  fondamentales  de  la  multiplication 
complexe,  il  y  a  entre  elles  une  ou  trois  relations  singulieres. 

S'il  n'y  en  a  qu'une  ct  si  son  invariant  est  carre  part'ait,  il  resulte 
du  n°  210  que  g  et  g'  verifient  chacun  une  relation  quadratique  a 
coefficients  entiers,  c'est-a-dire  que  les  deux  systemes  de  fonctions 
elliptiques  par  lesqiielles  s'expriment  les  fonctions  abeliennes  consi- 
derees  possedent  chacun  une  multiplication  complexe. 

Si  I'invariant  n'est  pas  carre  parfait,  on  a  un  cas  nouveau  qui  sera 
examine  plus  loin. 

222.  Conclusion.  —-  Kn  resume,  cette  discussion  prouve  qu'il  ne 
peut  y  avoir  de  multiplication  complexe  que  dans  les  cinq  cas  suivants  : 

I"  Les  periodes  g,  h,  g'  sont  liccs  uniquenjent  par  une  relation  sin- 
guliere ; 

2°  et  3"  Elles  sont  liees  uniquement  par  deux  ou  trois  relations 
singulieres; 

4°  Elles  sont  liees  par  une  relation  singuliere  d'invariant  carre 
parfait,  et  les  deux  systemes  de  fonctions  elliptiques  auxquelles  se 
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ramenent  alors  les  fonctions  abeliennes  possedent  I'un  ou  I'autre,  ou 
tous  deux,  une  multiplication  elliptique  complexe; 

5"  Elles  sont  liees  par  une  relation  singuliere  d'invariant  non  carre 
parfait  et  par  deux  autres  relations  non  singulieres. 

Les  quatre  premiers  cas  ont  ete  etudies  precedemment;  il  ne  nous 
reste  a  examiner  que  le  cinquieme. 

Dernier  cas  de  multiplication  abelienne  complexe. 

223.  Nous  ferons  deux  hypotheses,  selon  que  ['invariant  de  la  rela- 
tion singuliere  qui  lie  les  periodes  est  pair  ou  impair. 

Premiere  hypothese  :  fmariant pair. 

224.  La  relation  singuliere  entre  les  periodes  peut  se  ramener  a  la 
forme 

c  etant  un  entier  positif,  puisque  Tinvariant  4c  doit  etre  >  o.  Repre- 
nons  maintenant  les  equations  fondamentales  (A),  (B),  (C),  (D)  de  la 
multiplication  complexe,  et  faisons-y  g  —  cg'.  Les  resultats  obtenus 
dans  B  et  C  doivent  etre  identiques,  car  B  —  C  =  o  etant  une  relation 
singuliere  est,  soit  une  identite,  soit  une  consequence  de  g  —  eg'  ~  o. 

Voici  ce  que  deviennent  les  quatre  equations,  quand  on  y  fait  la 
substitution  indiquee  : 

(A)  a.,c- g'- +  {a.,   -\- b..)c^-' Il -\- b.,h- ->r  c{  a„—  d.^) g' -\-  {b^—  d.,) Ii  —  d^—o, 

(B)  a.,c  g'--h  {a^.r  ^  b,)  ff'h -h  bJi--h  {ra^—  t/^) ^,''-4- (i,  —  —  <•/,  =  o, 
(G)  b,.a  g''+  {a..c  ^  b.,)  g'h  ~h  a.Ji'+  (  b„— rr.,) g' -\- (a,,— r,)  h  —  r„  =  o, 
(D)  b,g''+{a,    +b,,)  g'li  +  a.,h''-+    {  b,—   r, )-'+(«,  — c, )/<  — =  o. 

Ecrivons  que  les  deux  expressions  intermediaires  sont  identiques; 
il  vient 

I  f^l  —  d>  —  ^0  ~~  CCi  ; 

(  (0 ,  —  d,  =  f/,  —  r,,,  r„  =  rf, . 

Observons  encore  que  (A)  et  (D)  doivent  etre  identiques  a  un  facteur 
pres;  en  multipliant  en  eflet(D)par  —  c  et  ajoutant  a  (A),  on  obtient 
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la  relation 

o  =         —         +  cg-"^{a.^c  —  b,)  +  g'c\a^-'  d;^  —  6,+  c^] 
+  h [ —  f/.,  —  rati  +  cc^ ]  —  rf^  4-  (?r, . 

Comme  cg-"  =  gg',  on  voit  que  c'est  une  relation  singidiere,  et  puisque 
g  =  eg'  est  la  seule  relation  possible  de  cette  nature,  il  faut  que  Ton  ait 

bn  —  a,^  c\  a„  —     —  b^  —  c, , 


\  b^— d.  =  c{a,  — c,)^  d„  —  cc^. 

Ces  Equations  combinees  avec  les  equations  (42),  donnent  Tensemble 
des  relations  entre  les  a,,  6,,  c,,  : 


(44) 


a. ,=  bj  ,       Uu  —  bi,  b^=.ca^, 

b.  ,=  a.c\        d-,  =  c, ,        r/.,  =  cc  •:. ,        d„  —  cc , . 


225.  Cela  pose,  il  ne  subsiste,  entre  h  et  g',  que  les  equations  (D) 
et  (C),  qui,  en  tenant  compte  des  relations  (44)>  s'ecrivent 

(45)  ca,g'"+  ib-sg'/i-haji^^   {b^  — c.,)g'-^  {a,  — c.,)k  —  c^=o, 

(46)  (■b-.g'^+  ica.g'h  +  b,,]e-+  (-{ay—  <■.,) g' -\-  {b^~c,)Ii  —  ("(,=  0. 

On  pent  done  dire  que  g'  et  h  sont  definis  par  deux  equations  a  coeffi- 
cients entiers  de  la  forme 

( 47 )  ''PS''  +  2  +  P^^'  +        '  +  +.9=0, 

(48)  cng'--\--  icpg'li  +  n/t"^+  crg'-h  qh  -\-  s'=  o, 

«  et /)  ne  peuvent  6tre  nuls  a  la  fois,  sinon  ces  equations  seraient  sin- 
gulieres. 

Pour  trouver  toutes  les  multiplications  complexes  correspondantes, 
il  faut  ecrire  que  les  equations  (45)  et  sont  des  consequences 
de  (4?)  et  (4^)»  ce  «{ui  donne,  en  designant  par  A,,  [j.,,  A.^,  Uo  des 
constantes  : 

a  .  =       4-  jji,  /i,  b .  =  \.,p  4-  [i..,n, 

b.  —  l^n  +  [i-^cp,  ca^  —  'k«n  -\-  [/.,cp, 

,  —  (-.j  =  >. ,  9  +  jjt,  rr,        r  ( (•/ ,     r,. )  =  >.„  q  -t-  jj...  cr. 


On  en  tire 


«,  —  <:•.,=:>.,/■  -\-jJ.it/,  61  — c„  =  >..,/-  +  fjl.,^, 

/i(X,  —  ^._)=zp{l„~  C'f^i). 
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D'ailleurs,  le  determinant  cp  '  —  n-  ne  pent  s'annuler;  p  et  n,  en  eH'et, 
ne  sont  pas  nuls  et  c  n'est  pas  un  carre  parfait,  car  on  retomberait 
(n"  210)  sur  le  cas  elliptique  de  multiplication  elliptique  complexe; 
done  A|  =  [j.^,  A2=c;j.|,  et  Ton  en  conclut,  pour  les  6,,  c,,  les 
valeurs  suivantes  : 


(49) 


«0  = 

(-\_  + 

>.i(7  +  p., 

1  '-r, 

/y„=:r-f.,+ 

''■.-^ 

>.,r  +  p., 

</• 

6 ,     -4- ; 

a.^  = 

7. ,  n 

+  f^■.^7^ 

b.,  =  l,(p 

a  .= 

hp 

-t-  p.,//,, 

0.  =  lin  4 

l,s'- 

-4- 

—  C?p  =  >. ,  - 

XjA-  - 

-  f;i=>,,.«'-f 

c^  = 

Co, 

CC.,, 

(■■?.= 

Dans  ces  formuleSjC^  et  C;,  designenf  des  entiers  arbitraires ;  a,  et  [j.,, 
egalement  arbitraires,  sont  des  mombres  entiers  ou  meme  fraction- 
naires,  mais  tels  alors  que  les  a,,  hi,  c,-,  d,^  soient  entiers  :  on  voit 
immediatement,  dans  ce  dernier  cas,  que  les  facteurs  qui  peuvent 
figurer  au  denominateur  de  A,  et  u.,  sont  connus  a  priori  et  sont  en 
nombre  limite. 

226.  11  faut  maintenant  rechercher  dans  quels  cas  les  equations  (47) 
et  (48),  jointes  a  g  =  eg' ,  donnent  pour  g,  h,  g'  des  valeurs  telles 
que  li\  —  gig\  soit  negatif. 

A  cet  effet,  observons  que  les  equations  (4?)  et  (48),  si  Ton  y 
regarde  h  et  g'  comme  des  coordonnees  courantes,  representent  deux 
coniques  concentriques :  pour  simplifier  les  calculs,  transportons  I'ori- 
gine  au  cenire  commun  dans  le  plan  des  hg';  cela  ne  changera  pas 
les  parties  imaginaires  de  g,  A,  g  ,  et  les  deux  equations  deviennent 

i  cpg'''  +  2  ng' li  ~h  ph"  -h  us  =  o, 
I  cng"^  +  2 cpg'h  4-  nh-  +  o, 

ttj  et  ra'  designant  des  constantes  qu'il  est  inutile  d'expliciter. 

On  en  deduit,  en  appelant  g^,  A,,  et  g,^,  h^,  g'„  les  parties  ima- 
ginaires et  reelles  de  g,  //,  g' 
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L'eliminalion  de  g'  entre  les  deux  equations  (5o)  donne  I'equation 
en  h  : 

(52)  MA2+fN^  =  o; 

etant  pose 


zn  cp  —  nrn 


cp^ —  n- 
^_  TP'n  —  ujp 
2{cp^  —  n') 

En  remplagant  h  par  /?oH-  ifh  et  separant  le  reel  de  i'imaginaire,  on 
trouve  : 

/<2  +  //  i'  -  6//^ //'f  +  M(/i^  —     )  +  cN'  =  o, 
■i/iuhi{2hl  —  a/if  +  M)  =  o. 

Si  Ao/<,  est  ^o,  on  aura  — 2(/«i;  —  A';)  =  M;  substituons  a  M  cetle 
valeur  dans  la  premiere  des  deux  equations  precedentes,  nous  trou- 
vons 

(53)  (A2^_/j2)2_pN'-=0. 

Or  la  condition  A,  —  g\  g'\<^o  s'ecrit,  en  y  remplacant  g\  par  sa 
valeur  ( 5 1)  et     par  cg\ , 

(54)  (^S  +  ^•f)•^-^■l^■^<o, 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  (53).  II  faut  done  que  //„/?,  =  o,  et 
comme  A,  ne  pent  etre  nul,  puisque  g\  et  g\  le  seraient  aussi  (5i), 
on  a 

/i„=o, 

et  I'equation  (Sa),  donne 

(55)  //•;  — M/t2  +  rN-2=o. 

Cette  equation  doit  avoir  au  moins  une  racine  reelle,  telle  que 
/?*  —  cN^  soit  negatif  (54);  il  en  resulte  que  Vequation  (55)  en  h] 
doit  avoir  ses  deux  racines  reelles  et  positives  (car  leur  produit  est 
positif);  cela  implique 

(56)  M>(),       M-^— 4cN2>o. 

S'il  en  est  ainsi,  la  plus  petite  racine  de  I'equation  en  //',  est  positive 
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et  inferieure  a  y^cN-,  puisque  le  produit  ties  deux  racines  estcN*;  done, 
si  h]  est  cette  plus  petite  racine,  A,  -  cN-  sera  <^  o. 

Inversement,  on  reconnait  que  les  conditions  (^6),  qui  sont  neces- 
saires,  sont  suffisantes,  et  void  le  resultat  final,  tmduit  geometriqtie- 
mcnt : 

^•11 .  Les  periodes  de  multiplication  complexe,  dans  le  cas  ou  elles 
verifient  une  relation  singuliere  d'invariant  pair,  non  carre  parfait,  et 
deux  autres  relations  non  singulieres,  sont  determinees  par  dcs  equa- 
tions reductibles  aux  formes 

cpg'^-'r  ing' li  -i- ph--\- f/g'  -\- r/i  -\- s  = 
cng'-  -+-  3  cpg' li  +  nil''-  +  erg' ^-  rjh  +  s'—  o ; 

les  n,  p,  q,  r,  s,  s'  sont  des  entiers;  c  est  un  entier  positif.  Les  deiix 
dernieres  equations  representent,  en  h  et  deux  coniques  concen- 
triques;  il  faut  que  ces  coniques  se  coupent  en  quatre  points  imagi- 
naires  et  que  les  deux  cordes  communes  qui  passent  par  le  centre 
soient  reelles. 

S'il  en  est  ainsi,  I'elimination  de  g'  entre  les  deux  dernieres  equa- 
tions donne  pour  h  une  equation  du  quatrieme  ordre;  les  deux  racines 
imaginaires  conjuguees  pour  Icsquelles  la  partie  imaginaire  est  la  plus 
petite,  en  valeur  absolue,  conviennent  et  conviennent  seules  au  pro- 
bleme;  g'  et  g  se  determinent  ensuite  sans  ambiguite  en  fonction 
de  h. 

Quant  aux  multiplications  complexes  qui  correspondent  a  ces 
periodes,  leurs  entiers  caracteristiques  sont  definis  par  les  formules  (49)- 

Deuxieme  hypothese  :  Inmriant  impair. 

228.  La  relation  singuliere  entre  g,  h  et  g'  pent  etre  supposee  de  la 
forme 

g=h-^cg'  (r>(.), 

c  etant  >o  pour  que  I'invariant  i  +  4c  soit  superieur  a  i. 

RemplaQons  ^- par  cette  valeur  dans  les  quatre  equations  fondamen- 
tales  (A),  (B),  (C),  (D)  de  la  multiplication  complexe;  celles-ci 
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deviennent 

(A)  c'-a:^g"-+  [-xa-.r     ra,+  '•l>:i\lig' b..-\-  a„~^  b.)h' 

-+-  r{a^—  d:.)g' -V-  d.,-h  rto—  -~  d,i=o, 

( B )  ca.g'-  +  [  ra.,  +  «,  +  b.  ]  kg'  +  ( a,  +  b., )  /i^ 

-1-  (r-rt,  —  d„)g'  -><~  (b^—  d.->r  a,)h  —  (-/,i=o, 

( C )  cb,g"-+[ra,+  b,+  b^] hg' -t-  ( rt, -f-  o , ) /( - 

(D)  b.,g''-¥\b^-^a^'\hg'-\-a^h-' 

+  {b\  —  r^)g'  +  {a,  —  r,.)h  —  r,~o. 

Comme  dans  le  cas  precedent,  les  premiers  membres  de  (B)  et 
de  (C)  doivent  etre  identiques,  ce  qui  donne 

(  «i=63,  b^+  d^zz=c{a^+  r,,). 

( 07 )  < 

'  b^-\- (\_-\- c^  — — ai-l-rf,,  c^=di. 

Maintenant,  en  nuiltipliant  les  premiers  membres  de  (A),  (C),  (D) 
par  des  constantes  indeterminees  et  ajoutant  a  (A),  on  peut  toujoiirs 
faire  en  sorte  que  les  termes  du  second  ordre  dans  le  resultat  soient  de 
la  forme  h"^  —  hg'  —  cg'^,  a  un  facteur  pres;  comme 

U^^kg'-rg'^^k''--gg'- 

la  relation  qu'on  obtient  ainsi  entre  h  et  g'  est  singuliere,  et  elle  doit 
etre,  d6s  lors,  une  identite;  cela  revient  a  dire  que  les  premiers 
membres  de  (A),  (C),  (D)  ne  sont  pas  lineairement  distincts,  ce  qui 
exige  I'evanouissement  des  determinants  du  troisieme  ordre  compris 
dans  la  matrice 

62  fl;,  b^  —  <\  a, —  r..  c,, 

c'^a,^  ■ir{a..-\- b,^)  a.-\~  2b.^-h  b^  ^'('^o—'^s)  b^— d^-h  ng— d,^  </o, 
rb-i    ca-j^-h  b^^  b..        a^-\- b^  ca^  —  f/,  />, —         a,  . 

Or,  le  premier  de  ces  determinants  developpe  donne 

—  b«  —  b.)  [(b,  -1-  en,.)"-  +  i  b,  ~\-  ra., )  {a,,  +  -2  6., )  —  -f-  9.  b„y]  =  o. 

Laquantite  entre  crocbets  ne  peut  etre  nulle,  a  moins  que  b^  +  ca^ 
et  ^3  +  ibi  ne  soient  nuls  a  la  fois  :  le  discriminant  i  -+-  4c  n'est  pas  en 
effet  un  carre  parfait,  puisqu'on  a  exclu  le  cas  elliptique. 
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Mais  si  62  + 0^3=  -f- 263  =  o,  on  reconnait  de  suite  que  dans 
les  relations  (A),  (B)  et  (D)  les  termes  du  plus  haut  degre  sont 

^cb,{h^-hg'-cg"-),    -b,{h-'--hg'-cg'^)    el  -'>.b,(h'--hg'-cg'-^), 

c'est-a-dire  que  ces  relations  seraient  singulieres,  ce  qui  est  contraire 
I'hypothese.  11  faut  done  que 

(58)  ra3=^j+^':,. 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  la  matrice  devient 

ca-^  —  b^  63  6,  —  C2  —  c?, 

c^'a.,  c{a^-\-b,,)  c{a^ — d-^)  b„ — d<^-h  —  d^  d^, 
rb-;  ca^  ca,  —  d.         6,  —  d^-ha^  d^, 

ce  qui  donne  d'abord 

{bi  —  c.)c^[cal~  a,b.,  —  bl]-h  c^a^—  d,)[  —  ral-ir  a,b,^  b?,] 

-+■  (c«i  —  d2)f[ca?^  —  a,,6.|  —  bl]  —  o. 

Le  facteur  cal  —  asbs  —  bl  ne  peut  s'annuler,  puisque  1 -h  4c  n'est 
pas  carre  parfait  et  que  d'ailleurs  si  a^,  a^,  b^,  63  etaient  nuls  a  la  fois, 
les  equations  (A),  (B),  (C),  (D)  seraient  singulieres;  il  reste  done 

c{b^  —  r.,  —  flo 4-  ^3 )  +  ca,  —  d,  —  o. 

On  trouve  de  meme 

f  (a,  —  C3)  —  6„+  d^  -  f7o+         rt'i  =  o, 
cc,| —  do-\-  di  =  o. 

En  utilisant  (57)  et  (58),  on  obtient  toutes  les  relations  entre  les 
Ci,  bi,  Cj,  di  sous  la  forme  : 


(59) 


bn+b..—  ca^,       bo=ra,,  di  =  cc^, 

a,  =  63,        b,  =  ag — a,,       c^3  =  c, + 

di=^c^, 
da=Co-\-  cCi. 


229.  II  ne  subsiste  maintenant,  entre  h  etg',  que  les  equations  (C) 
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et(D),  qui  s'ecrivent  en  tenant  compte  de  (Bg), 

( 60 )  C63 g'-  4-  2  ra-.  kg'  -I-  ( a,,  +  b.. )  h- 

+  c  ( a ,  —    )g'-\-{a^  —  c,  —    )  A  —  To  =  o, 

(61)  ( ra.,  —  b.,) g'- -t-  2 A.. kg'  +  a, li- 

+  ( ao  —  a  1  —  (■•., )     +  ( a  I  —  rv, )  /t  —  r,  =  o. 

On  peut  dire  que  h  et  g'  sont  definis  par  deux  Q(\[\2i\\or\%  d  coefficients 
entiej's  de  la  forme 

( 62 )  cng'-  -f-  2  r/;/t,i,'' -4-  ( n  +  /> )  /t^  +  rrg'     ( 7  -H  /' )  A  +  .?  =  (>, 

(63)  {<i>  —  ii)g'-+  7.nlig'+  ph-  -I-  7,A''+  /-/i  +  .?'=(); 

n  et  JO  ne  peuvent  etre  nuls  a  la  fois,  sinon  ces  equations  seraient  sin- 
gulieres. 

Pour  trouver  toutes  les  multiplications  complexes  correspondantes, 
il  faut  ecrire  que  les  equations  (60)  et  (61)  sont  des  consequences  de 
(62)  et  (63);  on  obtient  ainsi  les  valeurs  de  a,,  h,,  c,,  di  sous  la  forme 

au=r.+         \{q  +  /■  +  rr)  +  \i.„{q  +  /•), 
a,  =  r;j+  Xs(7  +  /-)  +  fi,'', 
a^='k,cp  +  /Ji.,rt, 

a. ,=  \.,{n  -\- p)  -\-  iXyf, 
b^=ac,-\-  >i5C'(7  +  /•)  +  i^of/", 

ft,=:  C,+  }v,tr  +  jJL,7, 

h^  —  Lycn  +     ((7?  —  «), 

b,  .  =  \„cp  +  fx,n, 

—  c-o=  >i.,(s  +  ("5')  -!-  fJ^2*i 

—  df,=  \{s  +  '".v  -f-  r.v')  -H  /J.,(5  +  cs'), 

—  c?j=:)i,(5  +  r-,y')  +  [j.,s, 
do  =  cc.., 

Dans  ces  formules  et  c,  sont  deux  entiers  arbitraires ;  et  \x.„  ega- 
lement  arbitraires,  sont  des  entiers,  ou  des  fractions  choisies  de  telle 
sorte  que  les      6„  c„  </,  soient  entiers. 

Enfin,  on  etablit,  comme  dans  le  cas  precedent,  les  conditions  neces- 
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saires  et  suffisantes  pour  que  h\  —  g\S\  soil  iiegatif,  et  le  rdsultat  est 
celui-ci : 

230.  Les  periodes  de  multiplication  complexe,  dans  le  cas  ou  elles 
verifient  une  relation  singuliere  d'invariant  impair  non  carre  parfait,  et 
deux  autres  relations  non  singulieres,  sont  determinees  par  des  equa- 
tions reductibles  aux  formes 

g-—h  +  cg', 

rnff'--h  '2cplig'-\-  (n  +  p)h'-+-  crg'-h  {q  +  r)h  +  5=0, 
{cp  —  n)  g'-  -+-  2  nhg'  -\-  ph*-\-  qg'  -\-  rh  -h  s'=::o; 

les  n,p,q,  .  .  .,s'  sont  des  entiers ;  c  est  un  entier  positif.  Les  deux  der- 
nieres  equations  representent,  en  h  et  g\  deux  coniques  concentriques; 
il  faut  que  ces  coniques  se  coupent  en  quatre  points  imaginaires  et  que 
les  deux  cordes  communes  qui  passent  par  le  centre  soient  reelles. 

S'il  en  est  ainsi,  I'elimination  de  g'  entre  les  deux  dernieres  equa- 
tions donne  pour  h  une  equation  du  quatrieme  ordre;  les  deux  racines 
imaginaires  conjuguees  pour  lesquelles  la  partie  imaginaire  est  la  plus 
petite  en  valeur  absolue  conviennent  et  conviennent  seules  au  probleme; 
g  et  g'  se  determinent  ensuite  sans  ambiguite  en  fonction  de  h. 

Quant  aux  multiplications  complexes  qui  correspondent  a  ces 
periodes,  leurs  entiers  caracteristiques  sont  definis  par  les  for- 
mules  (64). 


QUATRIEME  PARTIE. 

TRANSFORMATIONS  BIRATIONNELLES 
DES  SURFACES  HYPERELLIPTIQUES  EN  ELLES-MfiMES. 


231.  Le  probleme  de  determiner,  parmi  toutes  les  surfaces  hyper- 
elliptiques  dont  chaque  point  repond  a  un  seul  couple  d'arguments  aux 
periodes  pres,  celles  qui  possedent  des  transformations  birationnelles 
en  elles-memes,  et  de  former  toutes  ces  transformations,  revient 
a  chercher  les  multiplications  complexes  de  degre  un. 
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Designons,  en  effet,  par  U,  V  le  point  qui  repond,  dans  une  telle 
transformation  au  point  u,  v;  comme  du,  dv,  d\},  d\  sont  des  difteren- 
tielles  de  premiere  espece  et  qu'il  n'existe  que  deux  differentielles  de 
cette  nature,  d\}  et  dS  sont  lineaires  en  du  et  dv,  c'est-a-dire  que 

U  =  >i  «  +  fjL  F  -h  const., 
V  =  X'?/  +  /jlV  +  const. 

Negligeons  les  constantes,  que  nous  reintroduirons  ensuite;  on  voit 
bien  que  Ton  est  ramene  a  chercher  toutes  les  multiplications  com- 
plexes qui  font  correspondre  a  un  point  U,  V  un  seal  point  u,  v. 

Distinguons  maintenant  deux  cas,  selon  que  la  transformation  en 
question  est  ordinaire  ou  non. 

232.  Transformations  ordinaires.  —  Si  (^u,  v)  et  (U,  V)  designent 
les  deux  points  de  la  surface  transformes  I'un  de  I'autre  et  si  v) 
est  une  fonction  theta  paire  du  premier  ordre,  lorsque  le  point  u,  v 
decrira  une  courbe  &(M  +  a,  v-\-^)  =  o,  le  point  U,  V  decrira  une 
courbe  analogue  S(U  +  a',  V  h-  (3')  =  o ;  une  transformation  ordinaire 
du  premier  ordre  change,  en  effet,  une  fonction  theta  d'ordre  un  en  une 
fonction  semblabie.  En  augmentant  U  et  V  de  constantes  convenables 
on  pent  faire  en  sorte  que  les  deux  courbes  coincident,  et  par  suite  la 
courbe  h-  a,  v  -f-  (3)  =  o  admettra  une  transformation  birationnelle 
en  elle-meme. 

Or,  cette  courbe  est  une  courbe  de  genre  deux,  done  hyperelliptique; 
elle  a  les  modules  de  la  surface  et  n'admet,  en  general,  que  deux  trans- 
formations birationnelies,  a  savoir  la  transformation  unite  et  celle  qui 
fait  correspondre  a  un  point  son  conjugue  hyperelliptique;  sur  la 
surface  ces  transformations  sont(^)  : 

et 

U  =  —  2  a  —  // ,        \  =  —  2  (3  —  (' . 

Elles  sont  comprises  dans  les  formules 

(i)  IJ  =  £« -H  const.,        V  =  ep  + const.  (t=±i) 


(')  Voir  par  exemple  a  ce  sujet  noire  Memoire  :  Sur  les  surfaces  hyperellip- 
tiques^  t.  IX,  de  ce  Journal,  4*  serie,  p. 
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qui  donnent  les  transformations  birationnelles  evidentes  de  la  surface 
en  elle-meme. 

Mais  il  peut  se  faire  que  la  courbe  de  genre  deux  possede  d'autres 
transformations  univoques  que  les  precedentes;  pour  les  trouver,  pre- 
nons  cette  courbe  sous  la  forme 

y''-={x  —  a^){x  -~  a.,).  .  .{x  —  a,,). 

Soil  X,  Y  le  point  transforme  de  a?,  /  :  les  integrales  abeliennes  de 
premiere  espece  appartenant  a  la  courbe  se  transformeront  evidemment 
les  unes  dans  les  autres,  de  sorte  que  Ton  aura 

/  dX  gj?  +  (3  

(2)  \  v''(X— aj.  .  .(X  —  aj      s/{x  —  a^)...{x  —  a^] 

)  XdX  x'x-^e>' 

I   =  — ^-   clx, 

[  v/(X  —  ai).  .  .(X  —  \,/ix  —  a^).  .  .{x  —  aj 

a,  ^,  a',  [3'  etant  des  constantes.  On  en  tire 

x=?^:^,  ./x=A-^^, 

XX -hp  (a.r  +  p)- 

et  en  portant  ces  valeurs  de  X  et  dX  dans  (2),  il  vient 

 k  1  

\^^\a'x  +  l^'  —  a^{(y.x  +  (3)].  .  .      \/ix  —  a^) .  .  .{x  —  a,,) 

En  d'autres  termes,  la  forme  sextique  (X  —  «,Z)  .  .  .  (X  —  a^Z)  se 
reduit,  a  un  facteur  constant  pres,  a  la  forme  (x  —  a^z)  .  .  .  (cc  —  a^z) 
par  la  substitution 

X  =  !X'X  -+-  ^'Z,  Z  =  0'.X-h^Z. 

Le  probleme  revient  done  a  chercher  toutes  les  formes  binaires 
sextiques  admettant  une  transformation  lineaire  en  elles-memes  autre 
que  X  =  ±x,  Z  =  dz2;la  solution  en  est  connue  ( ' ),  les  formes  cor- 
respondantes  sont  au  nombre  de  six  : 

1°  kx'-+Bx'z--hCx-.z''+Dz''. 


(')  Voir,  par  example,  un  Memoire  de  M.  O.  Bolza  dans  V American  Journal 
of  Mathematics,  t.  X,  p.  5o. 
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La  surface  de  Kummer  correspondant  a  cette  forme  est  le  tdtrae- 
droide  de  Cayley. 

La  surface  de  Kummer  correspondante  est  deux  fois  Utraedroide. 
La  surface  de  Kummer  correspondante  est /ro«V  fois  tetraedroide. 

La  surface  de  Kummer  correspondante  est  quatre  fois  tetraedroide. 

5°  xz{x'' z''). 

La  surface  de  Kummer  correspondante  est  six  fois  tetraedroide  ('). 

e-       ■  z{x''+z'). 

L'expression  des  periodes  correspondant  aux  cinq  premiers  cas  est 
bien  connue;  on  a  :  dans  le  premier  cas, 


dans  le  deuxieme  cas, 

dans  le  troisieme  cas, 
dans  le  quatrieme  cas, 


6  —  8^ 


g=g'=2h; 

ft  —  ft  —       —  r^i 


dans  le  cinquieme  cas, 

Dans  les  trois  premiers  cas,  il  n'y  a  entre  les  periodes  que  des  rela- 
tions singulieres;  dans  les  deux  autres,  on  pent  definir  les  periodes 
respectivement  par  les  equations 


■=g'  =  2li,  h^-gg'=,^ 
qui  sont  encore  des  relations  singulieres 


ft 

6  —  ft  » 


<>  =  2h  =  i,  —  gg' -+-  g—  i=zo, 


( ')  Voir,  a  ce  sujel,  un  travail  de  M.  Hutchinson. 
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On  en  deduira  toutes  les  transformations  univoques  cherchees  par 
les  formules  qui  vont  etre  donnees  (n'"  235,  237,  240). 

Le  sixieme  cas  est  plus  interessant  et  complique;  nous  le  traiterons 
compietement  a  la  fin  de  ce  travail. 

233.  Ainsi,  les  surfaces  hyperelliptiques possedant  des transformations 
birationnelles  ordinaires  en  elles-mimes  (autres  que  les  transformations 
evidentes)  sont  celles  qui  derit^ent  des  radicaux  portant  sur  les  polynomes 

kx''-\-  Bx''-\-  Cc^-2+  D,       a;(Ax'*+  Bx-h-  C), 
kx^'+^x'^-^C,       x''+i,       x{x''+i),  x^+i. 

234.  Transformations  singulieres .  —  II  reste  a  faire  la  meme  etude 
pour  les  transformations  singulieres,  ce  qui  revient  a  la  recherche  des 
multiplications  complexes  singulieres  de  degre  un;  nous  examinerons 
successivement  les  cinq  cas  de  multiplication. 

235.  Surfaces  simplement  singulieres.  —  Les  periodes  etant  liees 
uniquement  par  une  relation  singuliere, 

les  multiplications  complexes,  singulieres  ou  non,  sont,  a  une  conslante 
additive  pres,  donnees  par  les  formules  (n°  193) 

(3)  U=zpu  —  yat>,       V  ==  ctm  +  ( p  +  [3(t) 

Le  degre  o'  etant 

la  transformation  (3)  sera  birationnelle  si  les  entiers  p  et  a  sont  tels 
que 

p''^  +  (3p(7  +  ya-  =  ±:  I . 

Dans  le  cas  non  elliptique,  c'est-a-dire  si  (3*  —  4y  n'est  pas  carre, 
cette  equation,  avec  le  second  membre  +i,  a  toujours  des  solutions 
autres  que  p  =  =b  r ,  a  =  o;  pour  qu'elle  en  ait  si  Ton  prend  —  i ,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  forme  X'^  — ((3-  —  4t)Y^  puisse  representer  —  4 
(n"  179).  Dans  les  deux  cas,  il  resulte  des  n°'  169  et  180  que  toutes  les 
transformations  (3)  sont  des  puissances  d'une  seule  d'entre  elles,  com- 
binees  avec  la  transformation  U  =  —  u,  \  =  —  c. 
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Done,  toutes  les  transformations  birationnelles,  oi'dinaires  ou  singu- 
lieres,  d'une  surface  hyperelliptique  simplement  singuliere,  en  elle-meme, 
s'obtiennent  en  combinant  une  meme  transformation  du  type  (3),  et  ses 
puissances,  avec  les  transformations 

U  =      -h  const.,        V  1^  gp- const.  (£=d=i). 

Si  la  surface  est  une  surface  de  Kummer  a  un  point  de  laquelle  cor- 
respondent les  deux  couples  d'arguments  u,  v  et  —  w,  — les  trans- 
formations birationnelles  precedentes  se  reduisent  aux  puissances 
d'une  seiile  d'entre  elles  et  forment  un  groupe  ^videmment  infini.  C'est 
la  le  premier  exemple  qui  ait  ete  donne  de  surface  admettant  un  groupe 
infini  et  disconlinu  de  transformations  birationnelles  sans  admettre 
de  transformations  continues;  je  I'ai  indique  incidemment  dans  ies 
Comptes  rendus  de  V Acadimie  des  Sciences  du  premier  semestre  de  1898; 
M.  Painleve  a  fait  connaitre  ensuite,  dans  le  meme  Recueil,  un  exemple 
encore  plus  simple,  qui  correspond  a  un  cas  de  deg6nerescence  des 
fonctions  abeliennes  en  fonctions  elliptiques. 

236.  Remarque.  —  Les  transformations  (3)  sont,  en  general,  singu- 
lieres,  car  I'indice  correspondant,  K,  est(n"  193)  (T(2p  -+-  (3a)  et  ne  peut 
etre  nul  que  pour  a  =  o  et  2  p  +  pa  =  o. 

Si  a  =  o,  la  relation  -f-  (3pa  -+-  ya*  =  ±  i  donne  p  =  =t  i ,  et  Ton 
retombe  sur  la  transformation  U  =  ±?^V  =  ±(';  si  2p-i-pa  =  o,  la 
meme  relation,  ecrite  (2p -+- (3a)^ — ([3- — 4t)'^^  =  — 4»  montre  que 
rinvariant,     — 4T'  essentiellement  positif  et  superieur  a  i, 

doit  etre  egal  a  4,  ce  qui  repond  au  cas  elliptique  du  tetraedroide. 

En  supposant,  par  exemple,  comme  on  en  a  le  droit,  que  la  relation 
singuliere  correspondante  soit^  —  g'=o,  on  trouve  Ja  transformation 
ordinaire 

On  devait  effectivemcnt  rencontrer  une  telle  transformation  (n"  232). 
En  dehors  de  I'invariant  4,  les  surfaces  simplement  elliptiques  n'ont 
pas  de  transformations  birationnelles  en  elles-memes  autres  que  les 
transformations  evidentes  :  car,  si  (3^ — 4t  6st  carre  parfait,  la  forme 
p'H- PpaH- ya"^  ne  peut  representer  +1  que  pour  a  =  o,  p==bi,  et 
elle  ne  peut  representer  — i  que  si  (3- — 4y  =  4»  avec  2p  +  j3a  =  o; 
a  =  zhi. 
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'237.  Surfaces  doublement  singulieres.  —  Les  periodes  etant  liees 
uniqueinent  par  deux  relations  singulieres  reductibles  (  n°  195)  aux 
formes 

les  transformalions  birationnelles  en  elles-memes,  ordinaires  ou  singu- 
lieres^ de  la  surface  correspondante  sont  donnees  par  les  formules  du 
n°  200 

U  =  a[0  +  ao-^'-f- ([3cr  —  T)/t  ]  +  (•[  — /p  +  -1- /o"/'-  ]' 
V  —  a[ap     <x<jh  +  ((3(t  —  t)^'-']  +  (^[ 6'  +  (3p  +  tA  +  y<Jg']. 

oil  0,  a,  p,  X  sont  des  entiers  arbitraires,  tels  seulement  que  le  degre  de 
la  multiplication  soil  I'unite,  c'est-a-dire  (n"  202) que 

9'^  +  9((3p  -I-  wct)  +  ayp'^—  ay  d(j'^+  ( [3o-  —  t)  ( +  dz)  —±  i. 

Cette  equation,  si  Ton  pose,  comme  au  n"  208, 

(5)  ^  =  2^  4- (3p  +  W0-,       ■/)=:  27  —  30-,       A  =  j3-— 4ay. 
s'ecrit 

(6)  drr—  ^cop-o  —  Ap--i-  ((iA  —  w'^)o--=±  4- 

On  est  ainsi  ramene  a  la  resolution  en  nombres  entiers  d'une  equa- 
tion evidemment  satisfaite  pour  une  infinite  de  valeurs  de  ^,  Tj,  p,  a; 
car,  par  exemple,  elle  se  reduit  a  une  equation  de  Pell  pour  r\  =  a  =  o, 
si  Ton  prend  +  4  au  second  membre. 

Nous  n'en  connaissons  pas  la  solution  generale;  les  resultats  du 
n°  208  montrent  que,  si  Ton  en  a  deux  solutions  ^,  y],  c,  a  et  y)', 
p',  a',  on  en  obtiendra  une  troisieme  y]",  p",  a"  par  les  formules  (3i) 
de  ce  numero. 

238.  Remarque  I.  —  Parmi  les  transformations  precedentes,  celles 
qui  sont  orJinaires  rentrent  dans  I'un  des  deux  cas  (n"  203), 

p=Y)  =  o       el       ?=(T  =  o; 

on  reconnait  aisement  qu'elles  correspondent  a  des  cas  elliptiques  de 
tetraedroide,  comme  cela  doit  etre  (n°  232). 


488 


OEUVRES   DE  GEORGES  HUMBERT. 


239.  Remarque  II.  —  Les  multiplications  qui  repondent  a 

29  +  (3o  +  coo-  =  o, 

c'est-a-dire  a  ^  =  o,  ont  ete  rencontrees  au  n°  205.  Pour  qu'il  en  existe 
de  degre  un,  il  faut  que  I'equation 

(-)  —  (iff  —  2(x)p-n  —  Ap--(-  (rfA  —  (x>-)(7-—±  4 

ail  des  solutions  entieres  en  y],  p,  a,  telles  que  y]  +  soil  pair;  alors 
on  voit  de  suite  que  |3p  +  est  egalement  pair,  et  les  equations  (5) 
ou  ^  =  o,  donnent  des  valeurs  entieres  pour  0  et  x. 

Le  carre  d'une  de  ces  multiplications  (n°  209)  est  la  multiplication 
ordinaire 

U  =  eM,       \  —  £f', 

£  etant  it  i  selon  que  le  second  membre  de  (7)  a  ete  =p 4- 

II  en  resulte  que  si  I'equation  (7)  a  des  solutions  entieres  de  la 
nature  indiquee,  le  second  membre  etant  egal  a  — 4j  le  carre  de  la 
transformation  birationnelle  correspondante  (4)  sera  la  transformation 
unite,  c'est-a-dire  que  la  transformation  birationnelle  est  involutive. 

Sur  la  surface  de  Kummer,  oil  un  meme  point  repond  aux  argu- 
ments u,  V  et  — a,  — c,  on  a  aussi  des  transformations  involutives  en 
prenant  le  second  membre  de  (7)  egal  a  +  4. 

240.  Surfaces  triplement  singulieres .  —  Elles  possedent  egalement 
des  transformations  birationnelles  qu'il  serait  aise  de  trouver  toutes, 
ensuivant  la  meme  marche  que  dans  le  cas  precedent. 

241.  Autres  surfaces  possedant  des  multiplications  complexes.  —  Ce 
sont  celles  qui  correspondent  au  quatrieme  et  au  cinquieme  cas  de 
multiplication  complexe;  il  ri'y  a  entre  les  periodes  quune  seule  relation 
singuliere,  et  une  ou  deux  autres  non  singulieres;  nous  traiterons 
simultanement  tous  ces  cas  par  une  methode  difFerente  de  cellc  qui 
precede. 

Soil  g -j- [i h -{-■)' g' —  0  la  relation  singuliere  unique  qui  lie  les 
periodes;  considerons  une  transformation  birationnelle  do  la  surface 
en  elle-m6me 
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c'est-a-dire  une  transformation  de  degre  un,  conduisantdes  periodes  g, 
h,  g'  aux  memes  periodes.  Si  /  et  k  sont  ses  deux  indices,  on  aura 

(8)  /^+(3/f/  +  YA-2  =  +i. 

Effectuons  maintenant  deux  fois  de  suite  la  transformation  T;  nous 
obtenons  une  transformation  T^,  et  pour  ses  indices  L  et  K,  les  for- 
mules  (29)  et  (3o)  du  u°  148,  ou  Ton  fait 

=         B,=  B  =  p,      A=:A,=  [3-^~4y, 

donnent 

2(2L  +  [3K)=   (2/+|3A)-^+£iA-'([3-2  -4y), 

l^  etant  =t  i,  selon  que  T  est  droite  ou  gauche. 
On  trouve  ainsi,  pour  e  =  -|-  i 

K  =  A(2/  +  (3A), 

pour£  =  —  I 

L,  =  i, 

en  tenant  compte  de  (8).  On  verifie  egalement  que 

(9)  L'-+(3KL  +  yK2  =  + I. 

242.  Plagons-nous  d'abord  dans  le  cas  de  £  =  +i,  et  supposons, 
pour  fixer  les  idees,  que  la  partie  imaginaire,  gi ,  de  g  soit  positive ;  les 
fonctions  intermediaires  singulieres  d'indices  L  et  K  sont  celles  qui 
verifient 

Cp(«  +  I,(^)  =<p(«,      +  l)  =  Ci)(«,  ('), 

cp(«  +  /i,    +  g')z=<^{u,  (.)e2't'[-K»-(L+,3airi+v_ 

En  vertu  de  (9),  pour  v  et  v'  donnes,  elles  se  reduisent  (I,  n°  28)  a 
une  seule  d'entre  elles,  ^(m,  v),  a  un  facteur  constant  pres.  Pour  d'autres 
valeurs  de  v  et  v',  les  fonctions  intermediaires  d'indices  L  et  K  se 
reduisent  evidemment  (a  un  facteur  pres)  a  'f{u  -\-  c,  <'+  c'),  les  cons- 
tantes  c  et  c'  etant  convenablement  choisies. 

Cela  pose,  soit  '^(u,  ^)  une  fonction  theta,  d'ordre  un,  paire;  lorsque 
U,  V  decrit,  sur  la  surface  consideree,  la  courbe  &(U  +  c,  V  +  c')  =  o, 
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le  point  //,  ('  qui  lui  correspond  univoquement  par  T%  decrit  (n"  J 64) 
la  courbe  ©(«  H- c,,  c  +  c', )  =  o;  et  reciproquement,  si  //,  <>  decrit 
(p(?/  +  c,,  V     c\)  =  o,  c,  et  c\  etant  des  constantes  quelconques,  U,  V 
decrit  &(U  +  c,  V  +  c')  =  o. 
Considerons  maintenantla  transformation  de  la  surface  en  elle-meme 


Elle  est  birationnelle  (n"  235)  en  vertu  de  (8),  et  ses  indices,  calcules 
au  n°  193,  sont  precisement  L  et  K;  d'apres  ce  qui  precede,  si  u,  v 
decrit  ©(uH-  c, ,  r  +  c', )  =  o,  le  point  U',  V,  qui  lui  correspond  par  S, 
decrira  Cj,  V'+c;)  =  o. 

Par  suite  la  transformation  T^S~'  fait  correspondre  point  par  point 
les  deux  courbes 

(lo)  &(U  +  r,  V +c-')  =  o.        27(U'+ r,,  V'+6'2)  =  o; 

elle  est  done  ordinaire  et  d'ordre  i ,  puisqu'elle  fait  correspondre,  a  UMe 
fonction  theta  une  fonction  theta  de  meme  ordre  (n°  164). 

En  d'autres  termes,  en  dehors  des  six  cas  speciaux  signales  au  n°  232, 
la  transformation  T-S~'  doit  se  reduire  soit  a  la  substitution  unite,  soit 
a  la  substitution  qui  ne  fait  que  changer  les  signes  des  variables  ('). 

Sous  une  autre  forme,  la  substitution  T-  doit  etre  identique  a  la 
substitution 


ou  a  cette  meme  substitution  dans  laquelle  les  signes  de  /  et  ^  seraient 
simultanement  changes. 

243.  Supposons  maintenant  £  =  —  i;  la  transformation  T%  qui  a 
pour  indices  =  i  et  K,  =  o,  est  ordinaire;  si  done  Ton  exclut  encore 
les  six  cas  du  n"  232,  devra  se  reduire  a  la  substitution  unite  ou  a  la 
substitution  U  =  —  u,  V  =  —  v  {^). 


(')  Si  I  on  est  dans  un  des  six  cas  speciaux,  T^S~'  devra  se  reduire  a  une  des 
transformations  univoques  ordinaires  de  la  surface  en  elle-meme. 

(-)  Dans  les  six  cas  speciaux,  T-  devra  se  reduire  a  une  des  transformations 
univoques  ordinaires  de  la  surface  en  elle-meme. 


(S) 


(  L"'=  /u~ykf, 

'  \"—ku  +  (/+  |3A-)(^. 


(11) 
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244.  Exprimons  d'abord  que  est  identique  a  (ii);  on  a,  en  par- 
tant  de  (T), 

(     i=r-  -^^r,         A- =  >.'(>. -f-p'). 

La  quantite  k  est^o,  sinon  la  transformation  (T)  serait  ordinaire,  et 
Ton  retomherait  dans  un  des  sixcas  exclus;  alors  X'  est  aussi  >o,  et  les 
equations  (12)  donnent 

Quant  a  \',  il  satisfait  a  I'equation  bicarree 

(i3)  4y)  —  'iX'-(2/+  (3/.-)  +  k'-—o, 

qui  donne,  a  cause  de  (8), 


La  transformation  (T)  est  ainsi 

(T) 


V  etant  defini  par  (i4)- 

Ecrivons  que  c'est  une  transformation  faisant  correspondre  k  u,  i> 
un  seul  point  U,  V;  nous  avons  en  particulier  (n"  137),  les  a,  etant  des 
entiers, 

(  A-  -  (3>/-^  , 
\   —, —  =    +  a-,    +  a, II. 

(l5)  2A' 

(  ).'=  a,  +  a^j/i  + 

d'ou 

A-  —  [3X''-  «o  +  c-iS'  +  ^2 

Comme  X'-  est  une  fraction  (i4)>  c'est  une  relation  singuliere 
entre     h,  g',  qui  doit  etre  une  consequence  de  ^  +     -I-  -^g'  =0,  ce 
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qui  donne  en  particulier 

a.,{^V-'—  k)  —  a.,iyl'\ 
a.il'-'  =a,((3>.'-^+ /.). 

On  en  conclut  que  0^  =  0^  =  o,  car  le  determinant  X'"  ((3-  —  4  y)  — 
ne  pent  etre  nul. 

S'il  etait  nul,  en  effet,  on  aurait  par  (i3) 

>/-(2/+ (3A-)=:AS 

et  en  ecrivant  que 

>.">(|3'— 4y)  =  A'-, 

on  trouverait 

|3A-/  +  yk-=o, 

resultat  contradictoire  avec  I'hypothese  (8). 

Alors,       et  ^3  etant  nuls,  les  equations  (i5)  montrent  que  a'  et 

^>(^'  —  P^'^)  sent  entiers;  en  appelant  p  cetfe  derniere  quantite,  la 

transformation  (T)  s'ecrit 

U  =  pa  —  y^'f, 

V  =  ).'a  +  (p  +  (3>/)r, 

X'  et  0  etant  des  entiers.  On  verifie  de  plus,  en  tenant  compte  de  (  8)  et 
(i4),  que 

Dans  ces  conditions,  (T)  est  une  des  transformations  connues  qui 
derivent  de  I'existence  de  la  relation  singuliere  g ■+ T^'==  o 
(n°  235),  et  la  surface  consideree  n'admet  pas  d'autres  transformations 
univoques. 

*245.  II  reste  maintenanta  reconnaitre  si  peut  etre  identique  a  la 
substitution  U  =  zu,  V  =  zv,  (z  —  dzi);  il  faut  pour  cela  que 

£=l-'^ixl',  O  =).'(}.  +  |Jl'), 

0  =  p.(>i  +  p.'),  £  p.},'. 


De  la  deux  hypotheses 
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la  transformation  (T)  serait  alors 

U  =  ±u,  V=ib(^, 

OU 

l]=±i(f,        \'  =  ±i('. 

Dans  ce  dernier  cas,  il  faut,  pour  qu'a  un  point  //,  c  corresponde  un 
seul  point  U,  V,  que 

i  =  af)-\-a-.g-\-a.Ji^       o  =  a ,  +  a-^  h  -+-  a,  g' , 

les  a  etant  entiers;  comme  il  n'y  a  pas  de  relation  singuliere  entre  // 
et  g'  seals,  a,  =  a^  =  =  o  et  a^,  egal  a  i,  ne  peat  etre  entier.  On  ne 
trouve  done,  dans  cette  hypothese,  que  les  transformations  evidenles 

\]=zhu,  V  =  d-  V. 

2"  X+|Jt.'=0,  >,'^+  |JLA'=  £. 

Alors  les  relations 

1  =  «„+  a.^g-~\-  a^h,  |jL  =        b..g--{-  b.,lt, 

A'zzz  a,  H-  ajt  +  a.,^',       —'k—b^-\-  b.h  +  b.^g\ 

donnent 

«o+  ^1  +       ■+  h{a2-\-  b.,)  -+-  b,_g'—o. 

II  suffit  mainlenant  de  se  reporter  aux  equations  (A),  (B),  (C),  (D) 
de  la  multiplication  complexe  et  aux  formes  (7)  du  n"  189,  pour  recon- 
naitre  que,  grace  a  cette  relation,  (A),  (B),  (C),  (D)  deviennent  singa- 
lieres;  en  d'autres  termes,  la  transformation  consideree  n'implique 
entre  les  periodes  que  des  relations  singulieres,  et  comme  g,  h,  g'  ne 
sont  supposees  liees  que  par  une  relation  de  cette  nature,  la  transfor- 
mation (T)  en  derive. 

246.  La  conclusion  de  toute  cette  analyse  est  la  suivante  : 

Dans  le  cas  de  multiplication  complexe  ou  les  periodes  sont  liees  par 
une  j-elation  singuliere  et  une  ou  deux  autres  non  singulieres,  les  surfaces 
hyperelliptiques  correspondantes  ne  possedent  pas  d^ autres  transfor- 
mations univoques  en  elles-memes  que  celles  derivant  de  la  relation  singu- 
liere et  etudiees  am  ^°  235. 

II  faut  y  joindre  naturellement  les  transformations  habituelles 
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Les  seals  cas  d'exception possibles  sont  les  six  cas  du  n"  232,  qui  ont 
ete  explicitement  reserves  aux  n"'  242,  243  et  244;  les  cinq  premiers 
n'impliquent  entre  les  periodes  que  des  relations  singulieres  et  sont 
compris  dans  les  formules  generales  des  n"' 235,  237  et  240;  il  reste 
seulement  a  examiner  le  sixieme,  et  tout  d'abord  a  reconnaitre  quelles 
relations  il  suppose  entre  les  periodes. 


Etude  du  cas  hyperelliptique  deriv6  du  radical  \ 
247.  On  trouve  aisement  pour  les  periodes,  en  posant 

2  711 
CO  =r  e  '  , 

les  valeurs 

^  =  CO- — co',        /<  = — (i-4-co*),        o'— — — 

d'oil  la  relation  singuliere  d'invariant  cinq 

h"-—  gg'—  g—h  —  \  —  o. 

Faisons  sur  les  periodes  la  transformation  ordinaire  du  premier 
ordre  definie  par 

a:,  =  6,  =    =  —     =  I , 

tous  les  autres  a,,  6,,  c,,  di  etant  nuls;  on  trouve,  en  appelant  G,  H,  G' 
les  periodes  nouvelles 

I  h  II-—  o"' 

g  g  g 

liees  par  la  relation 

Gh-H  — G'-i  =  o. 

Prenons  pour  periodes  les  quantites  G,  H,  G'  -f  i  que  nous  designerons 
par  g',  h,  g  —  ces  lettres  n'ayant  pas  la  meme  signification  que  plus 
haut  —  il  vient 

 CO-    I  +  C0=  ,   —  I 

~  CO^—  CO-''  '  ^  C02  —  CO-''  ^  ~  co'^  —  CO-'  ' 

avec 


On  verifie  ensuite  que  h  et  g'  sont  lies  par  les  deux  equations  a 
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coefficients  entiers 

elies  sont  du  type  du  n"  230,  oii  Ton  aurait  pose  (puisque  c  =  i) 

n  =  o,       p  =  i,  — 1,       ^  =  Oi       5  =  0,       .9'=  J. 

Nous  sommes  done  places  dans  le  dernier  cas  de  multiplication 
complexe,  Tinvariant  de  la  relation  singuliere  (ici  5)  elant  impair  (et 
non  carre). 

248.  Pour  rechercher  toutes  les  transformations  univoques  de  la 
surface  correspondante,  on  pent  raisonner  comme  il  suit  : 

Soil  T  I'une  quelconque  d'entre  elles,  d'indices  /  et  Je  dis  que  Ton 
peut  trouver  deux  entiers  p  et  a,  tels  que 

([7)         /  =  p2  — y(7^       /i=<T(2p  +  (3cr),        ....       (|3=:y  =  — 1). 

Cela  revient,  en  eft'et,  a  dire  que  la  substitution 

U  —  /a  —  y  A't^, 

\  =  ku  +  (/  +  (3A) 

oil 

/'-+  (3A7  +  yA-^  =  +  I, 
est  le  carre  d'une  substitution  de  meme  forme 


(S) 
oil 


[  U  =  pw  +y(7(' 

[  Y  =  au  +  (p  +  (3(7)f, 

p'^  +  (3piT  -t-  yo-.,  =  ±  I . 


Comme  la  forme  a;- H- +  yj%  ici  — xy — j-,  peut  repre- 
senter  —  i,  la  proposition  a  ete  etablie  au  n°  180. 

La  transformation  T  change  une  fonction  theta  d'ordre  un, 

en  une  fonction  intermediaire  singuliere  <p(«  h-  c,,  ^H-c',),  d'indices  / 
et  k-^  la  transformation  (S)  produit,  en  raison  de  (17),  un  changement 
analogue  (n"  242).  On  en  conclut,  comme  au  n"  242,  que  TS~'  est  une 
des  transformations  ordinaires  de  la  surface  en  elle-meme  (en  com- 
prenant  dans  celles-ci  U  ==  ±  w,  V  —  ±  t-).  En  d'autres  termes  T  est  le 
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produit  d'une  transformation  univoque  ordinaire  par  S;  d'ailleurs  S, 
qui  est,  d'apres  sa  forme  m6me,  une  des  transformations  univoques 
derivant  de  I'existence  de  la  relation  singuliere  g —  li  —  g'  =  0,  est  une 
puissance  d'une  certaine  transformation  2,  (n"  235)  de  sorte  que 
Ton  obtient  toutes  les  transformations  birationnelles  de  la  surface  en 
elle-meme  en  faisant  suivre  une  transformation  univoque  ordinaire 
d'une  puissance  de  S,. 

Cette  transformation  2,  se  trouve  aisement,  c'est 


(2J 


249.  Cherchons  maintenant  les  transformations  ordinaires  de 
degre  un.  A  cet  effet,  reportons-nous  au  n''229  qui  donne  les  entiers 
caracteristiques  des  multiplications  complexes  dans  le  cas  qui  nous 
occupe;  nous  devons  faire  dans  ces  formules 

«=o,       p~i,       r  =  — I,       ^  =  0,  5  =  0,       s'—\,       6'  =  i; 

d'ou 

0^=  c,+  r.j —  2}., —  fz,.  Of,  —  c,.  —  \  —  fjL^, 

ai  =  c.j  — —  |JL„,  b^  —  c, — 

a.^  —  l^_,  *2  =  /^s, 

—  Co  =  X2,  —  do=  1.2 -h  IJ..,, 

C]=:^2i  C?i  =  X2, 

Les  Cj,  C3,  [J.2  sont  des  entiers  arbitraires;  il  faut  exprimer  main- 
tenant  que  la  multiplication  est  ordinaire  et  de  degre  un;  c'est-a-dire 
que  ses  indices  /  et  ^  sont  respectivement  ±1  et  o.  Or,  d'apres  la 
theorie  generale  de  la  transformation, 

./  =  (ac?)o3+  (ad/),2,       A'  =  {ac)o3+  (ac-)i2. 

On  a  ainsi 

i  ±1  =  2  cl  +  2    C3  +  f?,  —  C3  ( 3  X2  +  2  p.2 ) 

(18)  I  —  C2(2>i2+  /JLj)  +  2^1  +  2X5^X2+  ;^2i 

(        O  =       H-  2C5C3  —  C:,(2>i2+  2/JLj)  —       (  X.>  +  p,  )  +  /  J  +  2X2|JL2- 
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Posons  2C3  —  A,  —  [-'•a  =  2c..,  —  Aj  =  J,  retranchons  les  deux 
equations  (18)  membre  a  membre  et  conservons  la  seconde,  il  vient, 
£  designant  ±  i  : 

/|  £=jc--^  y- H-    /.r,  —  2 }..,  IX.,  ■+-  3  fx'i , 
o  =  a;--+-  2 .r ) -  +     +  4  >.»  p- .  —  fJ-'i . 

L'elimination  de  j  donne  en  x  I'equation  bicarree 

L'equation  eno;'-  doit  avoir  ses  racines  reelles;  leurproduitetant>  o, 
la  somme  doit  etre  >►  o  pour  qu'il  yen  ait  au  moins  une  positive ;  done 

ol'i  +  5 p.-,  —  8£  <  (>, 

ce  qui  exige  £  =  H-i,  de  plus  et  [)..,  ne  pourront  prendre  que  les 
valeurs  o  et  ±  i,  et  de  telle  sorte  que  5(X';;+  [j-D  soil  <^8.  On  a  done 
a  envisager  les  hypotheses  suivantes  : 

I"  X.,  =  [u  =  o;  ce  qui  donne  cc=  o,  y  =  d=  2,  C3  =  o,  =  ±  i,  et 
la  transformation  correspondante  est 

2"  =  o,  [i.2  =  £,  d'ou  X  —  q,  y  —  o,  en  posant  £  =  ±  i ,  Tj  =  rt  i , 
et  par  suite  2C3  =^  £  4-  y),  c,  —  o.  La  transformation  correspondante  est 

3"  Xa  —  £,  U-a  =  O,  d'ou  X  =  -f],  y  =  —  r^,  2C3  —  £  +  Y],  20^  =  £  — 

et  la  transformation  correspondante  est 

U  =  [  —  £  +  eg  +  eh]  u-h^  ^^^^  +  s^-j c, 
V  =  +  s A  +  SA"]  «  +  [-  Ii±i  +  £A  j  r. 

250.  On  verifie  sans  difficulte  que  toutes  ces  equations  donnent  des 
transformations  univoques,  qui  sont  des  puissances  de  la  transfor- 
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mation 

(  —  U  =gu  -+-  h  c, 
i_V  =  A«  +  „"V, 

combinees  avec  U  =  —  //,  V  =  —  v.  D'ailleurs  la  cinquieme  puissance 
de  cette  transformation  est  I'unite,  comme  on  le  reconnait  aisement  : 
toutes  ces  verifications  se  font  en  tenant  compte  des  relations  (16) 
entre  g'  et  A  et  de  ^  =  h-\-g'. 

En  d'autres  termes,  les  transformations  ordinaires  se  reduisent  a  une 
transformation  T,  de  periodc  cinq,  et  a  ses  puissances  T%  T*,  com- 
binees avec  U  =  —  II,  V  =  — r;  et  finalement,  en  vertu  du  n°  248,  si 
Ton  designe  toujours  par  S,  la  substitution  U  =«',  V=?^  —  v,  toutes 
les  transformations  birationnelles  de  la  surface  consideree  en  elle- 
meme  sont,  au  signe  pres,  et  a  des  constantes  additives  pres,  com- 
prises dans  la  formule 


m  et  n  etant  entiers  et  m  positif  et  plus  petit  que  5. 


SUR 

LES  FONCTIONS  ABfiLIENNES  SINGULIERES 

(Troisieme  Memoire). 


Journal  de  Malhematiques,      serie,  t.  VII,  igm. 


Les  couples  de  periodes  normales  des  fonctions  abeliennes  auxquelles 
conduit  le  probleme  d'inversion,  applique  a  une  courbe  de  genre  deux, 
sont  du  type 

(i,o);    (o,i);    {g\li);  {h.g-'); 
et  si  gty  A|,  g-\  designent  les  parties  imaginaires  de  g,  h,  g',  la  quantite 

est  essentiellement  negative. 

Existe-t-il  des  fonctions  uniformes  de  deux  variables,  admettant 
quatre  couples  de  periodes  du  type  precedent,  dans  le  cas  oii  h]  — g\g\ 
serait  positif? 

Ce  sujet  se  lie  etroitement  a  la  theorie  des  fonctions  abeliennes  sin- 
gulieres,  qui  a  fait  I'objet  de  deux  Memoires  publies  dans  ce  Journal 
(5°  serie,  t.  V  et  VI)  :  les  fonctions  dont  il  s'agit  d'entreprendre  I'etude 
n'existent,  en  effet,  que  si  g,  h,  g'  verillent  une  de  ces  relations  qui 
caracterisent  les  fonctions  abeliennes  singulieres 

Ai'  +  BA  +  C,;''+  D( /t=  —        +  E  =  o, 

oil  A,  .  .  . ,  E  sont  des  entiers. 

C'est  pour  cette  raison  que  nous  designerons  les  fonctions  a  etudier 
sous  le  nom  de  fonctions  quadruplement  periodiques  singulieres,  en 
gardant  celui  A' abeliennes  ^onv  les  fonctions  qui  correspondent  au  cas 
de  h\  —  g,  g\  negatif . 

La  theorie  de  la  transformation  etablit  entre  les  deux  classes  de 


ooo 
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fonctions  uii  liea  plus  intime  encore  :  les  transformations  singulieres 
de  degre  negatif,  dont  nous  avons  reserve  explicitement  I'etude,  font 
passer  d'un  systeme  de  periodes  pour  lequel  hi\  —  g\g^  est  negatif  a  un 
systeme  analogue  pour  lequel  h\  —  g\g^  est  positif,  et  reciproquement ; 
en  d'autres  termes,  les  fonctions  abeliennes  singulieres  et  les  fonctions 
quadruplement  periodiques  singulieres  se  transforment  ainsi  les  unes 
dans  les  autres. 

Les  divers  paragraphes  du  present  Memoire  ont  pour  objets  prin- 
cipaux  : 

I"  La  recherche  des  conditions  d'exislence  des  fonctions  quadru- 
plement periodiques  singulieres,  et  leur  expression  par  des  quotients 
de  fonctions  intermediaires  nouvelles; 

2"  La  transformation  de  ces  fonctions  et  les  transformations  de  degre 
negatif  des  fonctions  abeliennes  singulieres  ; 

3"  Les  proprietes  principales  des  nouvelles  fonctions  interme- 
diaires ; 

4"  L'etude  du  cas  oil  h]  —  g^g\  est  nul  :  je  montre  qu'il  y  a  alors 
degenerescence  ou  reduction  du  nombre  des  periodes. 

Nota.  —  Les  numeros  de  ce  Travail  font  suite  a  ceux  de  nos  deux 
Memoires  precedents ;  pour  indiquer  un  renvoi  a  un  numero  du  premier 
ou  du  second,  nous  feronspreceder  le  nombre  correspondant  du  chiffre 
romain  I  ou  IL 

Existence  et  expression  des  fonctions  quadruplement 
periodiques  singulieres. 

*251.  Soil  (i,o);  (o,  i);  (j^,  A);  (A,^')  un  systeme  de  periodes  pour, 
les  variables  u  et  r,  avec  la  condition  fondamentale 

g^,  hi,  g\  designant  les  parties  imaginaires  de  g,  h,  g' .  II  resulte  d'un 
beau  theoreme  de  M.  k^^&\\  {Journal  de  Mathematigues,  serie,  t.  VII) 
que  toute  fonction  uniforme  ¥(u,  p)  admettant  les  quatre  paires  de 
periodes  precedentes,  est  le  quotient  de  deux  fonctions  entieres  de  u,  v, 
appartenant  a  la  classe  des  fonctions  intermediaires,  c'est-a-dire  se 
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reproduisant,  inultipliees  par  line  exponentielle  quand  u  el 

augmentont  d'une  periode. 

En  multipliant  une  fonction  intermediaire  par  une  exponentielle, 
on  peat  determiner  les  constantes  a,  b,  c,  d,  f  de  maniere  que  le  pro- 
duit  obtenu,  cp(//,  v),  verifie  (I,  n°  20)  les  relations 

Cp(M  +  I,  C')  =  Cp(«,  P), 

(p(«,    +  i)  =  cp(«,  u)e^", 
cp  ( »,  -f-      ('  +  //  )  =  cp  (  M,  )eA«+ix,.+-/^ 

Les  deux  premieres  de  ces  relations  ne  sent  compatibles  que  si 

n  etant  entier;  de  meme  la  premiere  et  la  seconde,  combinees  succes- 
sivement  avec  les  deux  autres,  donnent 

7.  —  — 2T:il;  V  =  ^nW ; 

p.  =  2T:i{m  —  'int'ini' —  n' h), 

/,  m,  I',  ml  etant  entiers.  Et,  par  la  combinaison  des  deux  dernieres 
relations  (2),  on  obtient 

X/i  -h  \i. g' —\' -\-  ]jJh  -+- iTt iq, 

q  etant  entier.  En  y  rempla^ant  A,  [x,  a',  \l'  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 
on  trouve 

(3)  (m'4-  l)h  —  mg'—  nih"-—  gg^)  +  q=zo. 

252.  Si  les  entiers  /',  m'  m,  n,  q  sont  nuls  a  la  fois,  la  rela- 
tion (3)  est  satisfaite  quels  que  soient^-,  h,  g'  :  dans  ee  cas,  les  quan- 
tites  0,  [X,  V,  qui  figurent  dans  les  equations  (2),  sont  nulles;  X  et  [i.' 
sont  egaux  a  — 2ti«7,  et  des  lors  ces  equations  (2)  sont  du  type  de 
celles  qui  caracterisent  les  fonctions  theta  de  u,  formees  avec  les 
periodes  (1,0);  (o,  i)  ;  (g,  h) ;  {h,  g').  Mais  cette  conclusion  est  inad- 
missible, car  les  series  theta,  construites  avec  ces  periodes,  sont  diver- 
gentes  a  cause  de  I'inegalite  fondamentale  (1) :  /«,  —  ^"1  g\  ^  o. 

II  est  done  necessaire,  pour  I'existence  de  fonctions  <^{u,  i>)  verifiant 
les  relations  (2),  que  les  coefficients  numeriques  dans  I'equation  (3) 
ne  soientpas  nuls  simultanement,  c'est-a-dire  que  les  quantites^,  /i,  g', 
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h- — gg'  doiveut  etre  liees  par  une  relation  lineaire  a  coefficients 
entiers  :  c'est  ce  que  j'ai  appele,  dans  les  Memoires  I  et  II,  une  relation 
singuliere  entre  les  periodes. 

"253.  Soil  alors 

(4 )  A,^  +  B/(  +  C^^'+  T){h--gg')  +  E  =  o 

cette  relation,  les  entiers  A,  B,  ...,E  etant  supposes  sans  diviseur 
cornmun.  En  ecrivant  que  le  premier  membre  de  (3)  est  identique  k 
celui  de  (4),  multiplie  par  un  facteur  entier,  —     on  trouve 

/'  =  — A/.;       m'H-/  =  — B/.-;       m  =  C/.;       /i  =  DA;  <j=-EA, 
de  sorte  que  les  relations  (2)  deviennent 

(fill,  ^>)e-■^^^">''", 

(p  (  U    V  )  g— '-'■'^l-^^w+C+Bi-t-DA-Aji'l-i-v'^ 

La  fonction  (o{u,v)  est  done  ce  que  j'ai  appele  (II,  n"  163)  une 
fonction  intermediairc  singuliere,  formee  avec  les  periodes  g,  h,  g', 
liees  par  (4);  les  entiers  /  et  k  sont  ses  indices. 

II  s'agit  maintenant  de  chercher  si  de  pareilles  fonctions  existent 
lorsque  A';  —  ^  ^  est  positif  :  le  cas  oil  —  gtg\  est  negatif  a  ete 
completement  etudie  dans  les  premiers  Memoires. 


(5) 


Invariant  et  reduction  de  la  relation  singuliere. 

254.  Un  certain  nombre  de  resultats  et  de  demonstrations,  donnes 
par  d'autres  ou  par  nous  pour  le  cas  des  periodes  normales,  s'etendent 
sans  changement  au  cas  actuel  {/f^ — ft)^i!>o);  indiquons  les  plus 
utiles  pour  notre  objet. 

255.  La  theorie  ordinaire  de  la  transformation,  creee  par  M.  Hermite, 
demeure  applicable,  dans  les  conditions  suivantes  : 

Soit  un  premier  systeme  de  fonctions  uniformes  a  deux  variables  U 
et  V,  admettant  les  quatre  couples  de  periodes  (i,  o);  (o,  1);  (G,  U); 
(H,  G');  soit  de  meme  un  second  systeme  analogue,  de  variables  u  et  r. 
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et  de  periodes  (r,  o);  (o,  i);      A);  (A,  g');  on  pose 
U  =  Xm  +  |j.p',       V  =  X'MH-fjLV, 

X,  X',  [x,  [j/  etant  des  constantes,  et  I'on  cherche  a  determiner  ces  cons- 
tantes  et  les  periodes  g,  h,  g\  en  fonction  de  G,  H,  G',  ou  inversement, 
de  maniere  qu'a  un  systeme  u,  v,  donne  aux  periodes  pres,  ne  corres- 
ponde  qu'un  systeme  U,  V,  aux  periodes  pres. 

La  transformation  est  dite  ordinaire  lorsque,  dans  cette  recherche, 
on  fait  abstraction  de  loute  relation  liant  g,  h,  g' . 

Les  resultats  fondamentaux  obtenus  par  M.  Hermite,  pour  les  trans- 
formations ordinaires,  subsistent  alors  meme  que  A,  —  gig\  estpositif; 
rien  n'est  a  changer  aux  demonstrations.  Par  exemple,  pour  une  u-ans- 
forrnation  tVordre  k,  les  periodes  g,  A,  g'  s'expriment,  en  fonction  de  G, 
H,  G',  par  les  equations  classiques  [oii  (ab)ij—  ajbj — a/6,]. 

idb),,-h  idb),,G  ^  2{db),Jl  +  {db)oM'  +  (db),,{R-^  -  GG') 
{ab\,  +  {ab),,G+2{ab H  +  ( a6  )„„  G'  +  ( ab ( H-  -  GG' ) ' 
(a<i)oi+  {ad).,,G  -hjijad),^  —  k]\\  +  {ad)^,G' (a^),,(H^—  GG') 

(«*^)oi  +  ' 

(ar)„i  +  (ar;),i  G  +  2(ac)o,  H  4-  {ac)^,  G' +  (ac),,^  ( —  GG') 

(«*)oi-+-  ' 

,_  {cd),,  +  {cd),,G  +  2(ct/)o,H  +  {cd),.,G'^  {cd). {R-^  —  GG') 
-  ^ab),,  +  ' 

les  denominateurs  sont  les  memes  dans  les  quatre  formules;  les  a,,  6,,  c,, 
di  sont  des  entiers  verifiant  les  relations  de  la  transformation  d'ordre  A: : 

(«af)„i+  {bc)^^  =  {ad)„.^+  {bc)^,  =  {ad)yi+  {bc)i,,:^{ad),.,+  {bc).,.i  =  o, 
{ad)^.,+  {bc)^.,  —  (ad)^._+  {bc)^,=  k. 

De  ces  formules  M.  Hermite  a  deduit  la  suivante 

(7)  /'•f-«-i«-,  =  ^(H?-G.G',), 

Jll'*  designant  une  quantite  reelle  positive,  et  G,,  H,,  G',,  les  parties 
imaginaires  de  G,  H,  G'.  En  d'autres  termes,  h] — g^g\  et  H , — G,  G',, 
sont  toujours  de  meme  signe,  c'est-a-dire  que  : 

Une  transformation  ordinaire  change  une  fonction  quadruplement 
periodique  singuliere  de  \],  Y  en  une  fonction  analogue  de  u,  v. 


(6) 
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'256.  Pour  completer  ce  resultat,  observons  que  la  reUition  singu- 
liere  (4).  entre  g,  h,  g'  conduit  en  vertu  de  (6),  a  une  relation  singuliere 
entre  G,  H,  G';  et  reciproquement,  si  G,  H,  G'  verifient  une  relation 
singuliere,  il  en  est  de  meme  de  g,  h,  g'. 

Des  lors,  on  etablit,  comme  dans  mon  premier  Memoire  (n°'  1-3) 
que  : 

Une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre  change  la  relation  sin- 
guliere (4) 

(4)  A.^--(-  B/i  +  Cg'^  T>{li^-/,ro')  4-  E  z=o, 

oil  A.,  .  .  . ,  ^sont  desentiers  sans  diviseur  commun,  en  une  relation  singu- 
guliere  analogue  par  rapport  aux  nouvelles  periodes:  dans  cette  operation, 
la  quantite 

demeure  invariable 

Nous  I'appellerons  encore  V invariant  de  la  relation  (4). 

257.  Reciproquement,  il  resulte  des  n"*  4  a  13  du  premier  Memoire 
que  deux  relations  singulieres  de  meme  invariant  sont  reductibles  Tune 
a  I'autre  par  une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre  :  les  demon- 
strations ne  font,  en  effet,  aucune  hypothese  sur  le  signe  de  h]  —  g\g\- 

Des  lors,  si  A  est  son  invariant,  la  relation  singuliere  (4)  pent  se 
ramener  au  type 

A 

—  -J  o  ~^    '—  ^  la  forme  4  N  ; 

A  —  I 

—  — ; —    -\-  h  -h  s^'—  o,       si  A  est  de  la  forme  4N  +  i . 
4 

Mais  nous  n'avons  pas  le  droit  de  dire  ici  que  I'invariant  est  un 
nombre  essentiellemcnt  positif,  car  la  demonstration  (I,  14)  suppose 
^1 — 8'i8'\  legatif;  nous  parviendrons  plus  loin  a  ce  resultat  d'une 
maniere  differente. 

Fonctions  intermediaires  singulieres. 

258.  Cela  pose,  pour  etudier  les  fonctions  intermediaires  singu- 
lieres, nousavons  le  droit  de  supposer  la  relation  singuliere  (4)  ramenee 
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au  type 

(8)  «,,  +  /3/, +-^^/=„, 

ou  a,  p,  Y  sont  entiers  et  sans  diviseur  commun.  Dans  ce  cas,  ies  rela- 
tions (5),  ou  Ton  fait  A  =  a,  B  =  (3,  C  =  y,  D  =  E  =  o,  deviennent 

(  cp( ;/  4- I ,  t^)  =r  ^(  f/,     +  l)  =  9  (  W, 

(  9 ( a  +  A ,  I'  +      =  f  ( (^)e-^^'M^"^>'+f^^'"l+-'' ; 

et  il  s'agit  de  reconnaitre  s'il  existe  des  fonctions  uniformes  enlieres 
verifiant  ces  relations  (9),  dans  lesquelles  /  et  /•  designent  deux  entiers 
jusqu'ici  arbitraires, 

259.  Imitons,  a  cet  effet,  la  methode  de  notre  premier  Memoire 
(I,  n°'  21-29),  en  distinguant  deux  cas,  selon  que  la quantite  0 

(10)  o=z/-^-+- S/,7  +  ay/.-2 
est  nulle  ou  non. 

Si  0  =  o,  il  faut  que  [3-  —  ^01.^,  c'est-a-dire  I'invariant  de  (8),  soit  un 
carre  parfait,  [3^  —  ^^a^f—n'^;  on  est  alors  place  dans  un  cas  elliptique 
(I,  n°  15)  et  Ies  fonctions  cp(?/,  correspondantes  se  reduisent,  pour 
0  =  o,  a  des  fonctions  theta  elliptiques  d'une  seule  variable  :  la  demon- 
stration, donnee  au  n"  23  du  premier  Memoire,  est  encore  valable,  car 
elle  suppose  seulement  que  h]  —  ^1^',  n'est  pas  nul. 

Laissant  de  cote  le  cas  deo  =  o,  nous  pouvons,  puisqueo^o,  faire 
dans  la  fonction  <fi{u,  r)  le  changement  de  variables 

(/  +  |3A)U  — AyV, 

et  nous  reconnaissons  (I.  n"  24)  que  ©(//,  v)  devient  une  fonction 
0(U,  V),  verifiant  les  relations 

/  5(lJ  +  1,  V)=:5(U,  V  +  i)  =  9(U,  V). 

(11)  j  ^(U  +  G,  Y+  H)=3  9(U,  V')e27:/5u+const.^ 

(  6(11  H-  II,  V  +G')  =0(U,     £.2-'>:v+.-onst. . 

^(V^i,  \  -  ^  =  9(lJ+'l,  \  _  LtJ^)^9iV,  V). 


0 
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On  a  pose,  pour  abreger 

8G  =-  1^^+  Ayh, 

8G'  ——  ky.h  —  {l  +  ^k)g'. 

Les  relations  (i  i)  montrent  que  0(U,  V)  est  une  fonction  theta,  deU, 
V,  formee  avec  les  periodes  (i,  o);  (o,  i  );  (G,  H);  (H,  G');  pour  qu'il 
existe  de  telles  fonctions,  deux  conditions  sont  necessaires  et  suffi- 
santes  : 

I"  Si  G,,  H,,  G'l  designent  les  parties  imaginaires  de  G,  H,  G',  il  faut 
que  H'l  —  G|  G',  soit  negatif ;  or,  en  vertu  des  expressions  ci-dessus, 

a-^(irf-G,G;)r=       kag,-{i +  pk)h,-\{- ih,  + kyg\) 

-[-kali,-{l  +  pk)g\]{-~lg,  +  kyh,) 

Ainsi  H"|  —  G.G',  ale  signe  de  o(/i'; — ^i^,);  comme  par  hypothese, 
It]  —  g^g\  est  positif,  il  est  necessaire  que  Ton  ait 

(13)  5<o,       c'esl-a-dire       i-+ ^kl  +  ayk'^<.o. 

11°  En  second  lieu,  o,  ordre  de  la  fonction  0(^U,  V),  doit  avoir  un  signe 
contraire  a  celui  de  la  partie  imaginaire  de  G,  c'est-a-dire  que  G,  doit 
etre  positif : 

(14)  -lg,  +  kyh,>o. 

Si  les  inegalites  (i3)  et  (i4)  sont  verifiees,  il  existe  des  Conctions 
theta,  0(U,  V),  satisfaisant  aux  relations  (i  i);  il  faut  chercher  mainte- 
nant  si,  parmi  ces  fonctions,  on  peut  en  trouver  qui  verifient  aussi  les 
relations(i2).  Le  raisonnement  du  n**27  duMemoire  I  s'applique encore 
sans  modification,  en  remplagant  o  par  sa  valeur  absolue,  mod  o,  etl'on 
reconnait  que  les  fonctions  0(U,  V),  verifiant  (i  i)  et  (12),  sont  des  fonc- 
tions lineaires  et  homogenes  de  modo  d'entre  elles. 

260.  En  resume,  les  conditions  (i3)  et  (i4) 

5  <  o       et       —  Ig^  -h  kyh ,  >  o 

sont  necessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  existe  des  fonctions  interme- 
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diaires  singulieres  verifiant  les  relations  (9),  c'est-a-dire  d'imlices  lelk, 
dans  I'hypothese  ou  h'i  —  g,g\  est  positif. 

261.  Remarque.  —  Pour  que  0,  c'est-a-dire  l'  4-  [ikl-\-  ay/f-,  puisse 
etre  negatif,  il  est  necessaire  que  les  racines  de  ce  trinome  en  /  et 
soient  reelles  et  inegales,  c'est-a-dire  que 

En  d'autres  termes,  Vinvariant  de  la  relation  singuliere  qui  lie  les 
periodes  doit  etre  positif,  comme  dans  le  cas  otiA",  — g^g\  est  negatit. 

'262.  Cela  pose,  on  peut  donner  une  autre  forme  a  I'inegalite 
—  lg^  -[-  k^hi  >  o.  A  cet  effet,  regardons  /  et  k  comme  les  coordonnees 

Fig.  I. 


0  A- 


d'un  point  dans  un  plan,  et  construisons  les  deux  droites  reelles,  AO  A' 
et  BOB',  qui  ont  pour  equation 

La  condition  0  <^  o  exprime  que  le  point  /,  k  n'est  pas,  par  rapport  aux 
droites  AO  A',  BOB'  dans  la  region  qui  contient  I'axe  des  /,  c'est-a-dire 
que  ce  point  doit  se  trouver  dans  la  region  non  ombree. 

Construisons  de  meme  la  droite  — Ig^  -hky/i,  =0;  cette  droiteCOC, 
est  dans  la  region  ombree,  car  si  Ton  fait /^y//,,  k  =  gi  dans  le 
trinome  /-' +  ay/--,  on  trouve,  en  tenant  compte  de  ce  que 

ixgf-\-  ^h^  -h  yg\  est  nul,  y'i^''^^  —  gi  g\)  quantite  positive.  L'inegalite 
—  Ig,  -+-  kyh,  ne  sera  done  verifiee,  dans  la  region  non  ombree,  que 
par  les  points  de  Van  des  deux  angles  AO  B'  ou  BOA'. 
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Pour  reconnaitre  quel  angle  convient,  observons  que  la  droite 
2/+  pA-  =  o  est  dans  la  region  non  ombree,  car  si  Ton  fait  /=  —  | 

k  =  I  dans  /-  -j-  <^kl     ay^'",  on  trouve  —  7  ( P'  —  4  <^t)»  ''esultat  nega- 

tif.  RemplaQons  alors  /  et  k  par  —  ^  P      ^  dans  — Igt  -^k^h^,  nous 

obtenons  ^(2       +  p^i );  si  cette  quantite  est  positive,  I'inegalite 

—  lg^  -hkyh,  >•  o  sera  verifiee  dans  celui  des  deux  angles  AOB'  et 
BOA'  pour  lequel  la  coordonnee  k  est  positive;  ce  sera  I'inverse  si 

En  resume,  les  deux  conditions  o<^  oet  —  Ig^  +  ky/i,  >►  o  sontequi- 
valentes  aux  suivantes 

(i5)  0<o       et       A(2-/A,  +  (3o-,)>o; 

et  Ton  pent  enoncer  ce  theoreme  : 

263.  Soit  un  systeme  cle periodes  (i,  o);  (o,  i);  h);  (A,  g'),  entre 
lesquelles  existe  la  relation  singuliere 

+  yA''=  o, 

a,  ^,^etant  entiers  sans  diviseur  commiin;  designons  par  gf,  A,,  g\  les 
parties  imaginaires  de  g,  h,  g',  et  supposons 

Pour  quHl  existe  des  fonctions  intermediaires  singuli6res,  ©(i/,  v)^d'in- 
dices  I  et  k,  c  est-d-dire  verifiant  les  relations 

I  cp(«  +  I,     =  cp(  f/,    +  i)  =  cp(a,  P'), 
(9)  \  cp  (  M  +     r  +  //.)=  cp  ( a,    )  e-27t/l/i/-*T"l+''^ 

oil  V  et  v'  sont  deux  constantes  donnees,  il  faut  et  it  suffit : 
1"  Que  les  indices  (^entiers)  I  et  k  soient  telsque  la  quantite 

soit  negative; 

2°  Que  Vindice  k  aitle  signe  de  la  quantite 
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Les  fonctions  o(u,  v)  verifiant  les  relations  precedentes  s'expriment 
nlors  en  fonction  lineaireet  homogene  de  mod  o  d'entre  elles,  o  designant 
I-  +  [3/f/+  ayA--. 

Developpements  en  serie  des  fonctions  intermediaires. 

264.  En  augmentant  m  et  de  constantes  convenables,  on  peut  faire 
en  sorte  que,  dans  les  equations  (9),  les  constantes  v  et  v'  aient  des 
valeurs  particulieres 

v  =  ~7r/[/A'  -  /.y/i];       v'  =  -Tr/[/.a//  +  (/ +  [3/.  )a'']. 

La  fonction  entiere  9  (w,  r),  qui  verifie  les  deux  premieres  rela- 
tions (9),  peut  se  developper  en  serie  de  Fourier  sous  la  forme 

cp(//,  t0=2^""''''*""'^"'"- 

HI,  n 

Pour  abreger  les  calculs  ulterieurs  posons  (I,  n°  39) 

^  inn  mn  "  5 

Oil  Go,  Ao,  G'o  designent  les  quantites 

G„=^[(/  +  p/0i'H-/.7/0. 

1 1„  =    [( /  +  (3 A)  A  +  /.y ,^'']  =    [  -  /. « g-  +  /A  ], 

Go  =~[-kah-^ls']. 

En  exprimant  que  la  serie  Z)(u,  <  )  verifie  les  deux  dernieres  rela- 
tions (9),  on  trouve 

Ainsi  B,„  ,j  ne  change  pas  quand  on  augmente  m  et  n  de  /  et  —  /.  y,  ou  de 
et  /-+-  geometriquement,  si  m,  n  sont  les  coordonnees  rectangu- 
laires  d'un  point  dans  un  plan,  B,„,„  a  la  meme  valeur  en  tons  les  points 
homologues  d'un  reseau  de  parallelogrammes,  construit  sur  les  periodes 
/ —  ik^Jca  +  Construisons  ce  reseau  a  partir  de  Forigine,  et 

appelons  parallelo gramme  principal  cq\\x\  qui  a  pour  sommets  les  points 
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0,  A,  B,  C  de  coorclonnees  : 

O  :  .'r  =  o,    j  =  o,  B:.r=/-a,  i- =  /  + /,  j3  ; 

k:x=l,    y=:—ky,       C  :  X  =  / -h  Ax,    v  =— Ay  +  /  + /i  |3. 

L'aire  de  ce  parallelogramme  est  modo;  il  y  a  done,  a  son  interieur 
et  sur  les  cotes  OA,  OB,  modo  points  de  coordonnees  entieres ;  soit p,  q 
un  de  ces  points  (parrni  lesquels  figure  I'origine);  a  ce  point  et  aux 

Fig,  2. 


points  homologues  du  reseau  correspondent,  dans  (p(w,  v),  les  termes 
pour  lesquels  m  = + /p  + /raa,  n  =  q  —  Zryp -f- (/+ /ra)  a,  p  et  a 
etant  des  entiers  quelconques.  La  somme  de  ces  termes  est,  a  un  facteur 
constant  pres,  la  serie  v)  : 

g27t([/)-t-/p-+-*a(T)/i-+-'>7t/('7— iyp-t-lZ+pA-iCTji'       p7t;/[/;+/p+*a(T,  </— A-Yp-+-(/-i-P*l«T) 

0,  n 

f(cc,y)  designant  la  forme  quadratique  Go  x"^ -\- ^E^ccy G'^y^ ;  et 
p,  a  prenant  toutes  les  valeurs  entieres  de  — oca  +  oc.  Comme/)  et  q 
peuvent  recevoir  modo  systemes  de  valeurs,  repondant  aux  points  a 
cordonnees  entieres  du  parallelogramme  principal,  on  voit  que  la 
fonction  9  {u,  est  une  fonction  lineaire  et  homogene  des  mod  0  fonc- 
tions  *l>p,f{u,  \>),  dont  on  a  les  developpements  en  series  de  Fourier. 
Ces  series  sont  convergentes  comme  on  le  reconnait  aisement  en  s'ap- 
puyant  sur  les  inegalites  0  <^  o  et  —  Ig-,  -f-  kyh,  ^  o. 

265.  Fonctions  quadruplement periodique.s  singulieres.  —  Une  quel- 
conque  de  ces  fonctions  sera,  d'apres  le  theoreme  rappele  plus  haut  de 
M.  Appell,  le  quotientde  deux  fonctions  intermediaires  (^{u,  v),  c'est-a- 
dire  le  quotient  de  deux  combinaisons  lineaires  et  homogenes  de  series 
<  )>  ou  Ton  remplacera  u  et  p  par  «  + const.,  <  + const.  Ces 
series,  tant  au  numerateur  qu'au  denominateur,  correspondront  aux 
memes  valeurs  des  indices  /  et  valeurs  quelconques  d'ailleurs,  veri- 
fiant  seulementles  inegalites  fondamentales (i5). 


sun   LES   FONCTIONS  AB^LIENNES   SINGULIERES.  Oil 


Transformation . 

265.  La  theorie  des  transformations  singulieres,  comprenant  comme 
cas  particulier  celle  des  transformations  ordinaires  et  telle  que  nous 
i'avons  presentee  dans  notre  second  Memoire  (n"*  130  et  suivants), 
s'appiique  sans  changement  au  cas  ou  li\ — g^g\  est  positif.  Voici 
I'enonce  general  du  probl^me  : 

Soil  un  premier  systemc  de  fonctions  unijormes  a  deux  variables  U  el 
V,  admettant  comme periodes  lesquantites  (i ,  o);  (o,  i)  ;  (G,  H);  (H,  G'); 
soil  de  memc  un  second  systeme  analogue^  de  variables  u  et  v  et  de  periodes 
(i,o);  (o,  i);  (G,  H);  (H,  G')  :  les  quantites  H',  —  G|G',  et  —  gig\ 
peuvent  avoir  un  signe  quelconque^  c'est-d-dire  que  les  fonctions  du  pre- 
mier et  du  second  systeme  peuvent  etre  soit  abeliennes,  soit  quadruplement 
piriodiques  singulieres .  II  s^agit  de  t/vuver  les  conditions  necessaires  etsuf- 
ftsantes  pour  que  les  fonctions  du  premier  systeme  s^eccpriment  rationnel- 
lement  a.  Vaide  des  fonctions  du  second,  et  cela  en  etablissant  entie  les 
variables  des  relations  de  la  forme 

(1)  U  1=       H- fJLC,        V  =  >/«  H- /x'c; 

\,  [X,  A',  \jJ  designant  des  constantes. 

II  resulte  du  Memoire  II  que,  si  g,  h,  g'  sont  lies  par  une  relation 
singuliere 

(2)  A.,"  -+-  Bh  +  Ci,''-^D{h'--gg')  +  E  =  o, 

les  relations  qui  lient  les  periodes  G,  H,  G'  et  g,  h,  g'  sont 

G=  (g<^)oi+  (<^'c)o2^  -i-[(Z>c)oo+  ((/g)o2]/t  +  (c/6)o3^^'-4-  (a<!>)o2(/t-  — gff'), 

Q,_  ( erf):, ,  +  ( ac ), t ^-  +  [( 6c ),,  1  +  ( f/g ):u] A  +  ( ):, i +  (a6 );n ( li-  —  gg' ) . 
( rd)„,,  +  ( ac ),, ^  +  [( 6c )„.,  +  ( da ).,;,] h^(db),:, g' ^{ab)^^{h-  —  gg' ) ' 

(frf)o:!H-(ac)o3,g--f-[( 6c )(,, -I-  ( rfa )o:,] h  +  {db)^,, g'-+-{ab ( /*'  —  gg' ) . 


(crf),,  + (ac),,^+ [(6c)„  +  (rfa),3]/i  +  (c?6),,^'+ (a6),3(A«  — ^^') 
{cd)^,^■+-{ac■)^,^g-h  [ibc),,^-\- (da),,]h  +  {db),._g'+  {ab)i.{h'- —  g]^-') 
~"  ( rd),,  +  ( ac ),, g+  [{  br),,  +  ( da),,] h  +  ( db  ).,g'+{ ab ( /i'  —     ') ' 

H^-     cc—  ('■d)oi  +  (ac)o,g-h[ibc),,+  (da\,]h  +  (db)„,g'-[-{ab),,(h'-  —  gg')^ 
■  (rdh,-^{ac)„g+[ibc),,-}-{da),.,:]h^{db),,g'-^  {ab),,{h'- -  g,q') 

oil  Ton  a  pose  (ah)ij=  Oibj —  ajbi. 
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Dans  ces  formules,  les  seize  quantites  <:/,,  6„  c„  di  sont  les  entiers 
cnracteristiques  de  la  transformation;  ils  verifient  les  equations 

(3)  }  (a6), 5=  D/.-, 
/  (r(/),j=E/.-, 
I  (/-'^josH-  (*<")is—  {ad)„,  -  {ad),.  —  Bk, 

k  designant  un  entier,  d'ailleurs  quelconque. 

Inversement,  g,  h,  g'  et  /*-  —  gg'  sont  donnes  par  des  formules 
analogues  (II,  n°  138),  en  fonction  de  G,  H,  G'  et  H^— GG';  et  Ton 
en  deduit  que  si  ^,  h,  g'  verifient  une  relation  singuliere,  il  en  est  de 
meme  de  G,  H,  G'  et  reciproqiiement. 

267.  Le  degre  de  la  transformation  est  la  valeur  du  determinant 
((hb^c^dy);  nous  le  designerons  par  o, 

Les  indices  de  la  transformation  sont  deux  entiers,  I  et  k  : 

(4)  l  =  {ad),,+  (ad),,; 

et  k  est  rentier  qui  figure  dans  les  formules  (3),  avec  la  convention 
faite  (II,  n°  141)  pour  preciser  son  signe. 
Entre  le  degre  et  les  indices  existe  la  relation 

(  5 )  (5  =    +  B  Id  +  ( AC     DE )  k'- . 

Si  ^  =  0,  la  transformation  est  ordinaire ;  le  degre  est  alors  le  carre  de 
I'ordre  o  =  P. 

Soit  A  I'invariant  de  la  relation  singuliere  (2)  entre  g,  h,  g';  soit  do 
meme  A'  celui  de  la  relation  singuliere  correspondante  entre  G,  H,  G'; 
on  a  (II,  n°  142) 

k'  designant  un  entier,  ce  qui  raontre  que  A  et  A'  sont  de  meme  signe, 
comme  cela  devait  etre,  puisque  nous  savons  que  I'invariant  d'une 
relation  singuliere  est  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  h]  —  gig^ 
(I,  n"  14  et  III,  n°  261). 


268.  Signe  du  degre.  —  A  un  point  (u,  {^),  c'est-a-dire  a  un  systeme 
de  valeurs  de  n,  c,  determinees  aux  periodes  pres,  la  transformation 
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consideree  fait  correspondre,  par  hypothese,  iin  seul  point  (U,  V); 
inversement  (II,  n"  143),  a  un  point  (U,  V)  elle  fait  correspondre  un 
nombre  de  points  egal  a  son  degre  en  valeur  absolue,  c'est-a-dire 

egal  a  modo. 

Les  indices  /  et  k  etant  des  entiers  quelconques,  et  I'invariant 

-  4  AC  -  'i  DE 

etant  positif,  le  nombre  o,  donne  par  (5),  pent  etre  soil  positif,  soil 
migatif. 

II  resulte,  de  plus,  du  Memoire  II  (n"  144  ou  n"  161)  que  Ton  a,  entre 
les  parties  imaginaires  des  periodes  g,  h,  g'  et  G,  H,  G',  la  relation 

(6)  ^T-A'ift-',  =  -~(H?-G,G',), 

ou  JTl-  est  une  quanlite  reelle  et  positive. 
De  la  cette  consequence  importante  que  : 

Les  transformations  de  degre  positif  font  passer  d'un  systeme  de 
fonctions  nbeliennes  ou  de  fonctions  quadruplement  periodiques  singu- 
lieres  a  un  systeme  de  mcme  nature. 

Les  trans  formations  de  degre  negatif  font  passer  d\in  systeme  de  fonc- 
tions abeliennes  a  un  systeme  de  fonctions  quadruplement  periodiques 
singulieres^  et  reciproquement. 

269.  Les  theoremes  et  formules  relatifs  a  la  composition  de  deux 
transformations,  a  la  reduction  d'une  transformation,  a  la  transforma- 
tion des  fonctions  intermediaires  singulieres,  subsistent  sans  modifi- 
cation, alors  meme  que  //,  —  gig\  serait  positif  et  o  negatif. 

En  particulier,  les  transformations  de  degre  —  i  sont  donnees,  a  une 
transformation  ordinaire  pres  d'ordre  un,  par  les  formules  (II,  n"  166) 

(7)  \J  =  lu-ykv,        V=rA7/  +  (/  +  p/0r, 

en  supposant^,  //,  g'  lies  par  la  relation  singuliere  (oil  a  =  i ,  comme 
on  a  le  droit  de  I'admettre) 

Dans  ces  formules  /  et  k  sont  les  indices  de  la  transformation  consi- 
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deree ;  ils  verifient  la  relation  o  =  —  i ,  c'est-a-dire 

(8)  /i+|3/-/+,^/,2=:_I  ou         (2/  +  |3A)2-  -  4. 

Quant  aux  periodes  des  fonctions  en  U  et  V,  elles  ontpour  expression 

G  =.lg—ykk, 

J 1  =z  /A  -  y  kg'=  kg  +{t+[ik)h, 

G'=M  +  (/+(3/0a'', 

(9)  {  d'oii 

I  _  .  =(/H-(3/0G  +  -//.lI, 

f  -~h  ^(/+|3A')ll  +  j//>G'=- AG  +  /H, 

!  -  .'z=-/.H  +  /G', 

elles  sont  liees  aussi  par  la  relation 

G  +  [311  4-  yG'=o. 

On  demontre  (II,  n"  180)  que  toutes  ces  transformations  sont  les 
puissances  impaires  d'une  meme  transformation  de  degre  —  i. 

270.  De  la  resultent  des  consequences  interessanles  pour  la  theorie 
des  fonctions  quadruplement  periodiques  singulieres. 

I"  Trois  fonctions  quadruplement  periodiques  singulieres  de  U,  V, 
aux  memes  periodes,  sont  liees  par  une  relation  algebrique.  Car  une 
transformation  de  degre  negatif  les  change  en  trois  fonctions  abeliennes 
de     r,  aux  memes  periodes. 

2°  Soit  un  systeme  de  fonctions  quadruplement  periodiques  singu- 
lieres de  U,  V,  aux  periodes  (i ,  o);  (o,  i);  (G,  H);  (H,  G'),  ou  plus  sim- 
plement(G,  H,  G').  Pour  que  ce  systeme  admette  des  transformations 
de  degre  —  i,  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  le  reconnait  par  (8),  que  la 
forme 

oil  A  designe  I'invariant  de  la  relation  singuliere  en  G,  H,  G',  puisse 
representer  le  nombre  —  4- 

Si  cettc  condition  est  realisee,  une  quelconque  des  transformations 
correspondantes  de  degre  — i  change  toute  fonction  quadruplement 
periodique  singuliere  de  U,  V,  aux  periodes  (G,  H,  G'),  en  une  fonc- 
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tion  abelienne  (n°  208)  de  ii,  v,  dont  les  periodes  {g,  h,  g')  sont  liees 
a  G,  H,  G'  par  (9).  Reciproquement,  la  transformation  inverse  change 
toiitc  fonction  abelienne  de  //,  v,  anx  periodes  g,  h,  g' ,  en  une  fonction 
quadrupiement  periodiqiie  singuliere  de  U,  V,  aux  periodes  G,  11,  G'  : 
dans  ces  transformations,  les  points  u,  v  et  U,  V  se  correspondent  d'une 
maniere  univoque. 

En  d'aulres  termes,  dans  le  cas  considere,  la  theorie  des  fonctions  qua- 
drupiement periodiques  singulieres  se  confond  exactement  ai  ec  celle  des 
fonctions  nbeliennes . 

Au  point  de  vue  de  la  theorie  des  surfaces,  la  consequence  est  la 
suivante  : 

Appelons  surface  liyperelliptique  toute  surface  algebrique  pour 
laquelle  les  coordonnees  d'un  point  sont  des  fonctions  uniformes  de 
deux  parametres  a  quatre  paires  de  periodes  :  trois  fonctions  quadru- 
piement periodiques  singulieres  etant  liees  (1°)  par  une  relation  alge- 
brique, determinent  ainsi  une  surface  hyperelliptique ;  cette  surface 
sera  dile  generate  si,  a  un  de  ses  points,  ne  repond  qu'un  systeme  de 
valeurs  des  parametres,  aux  periodes  pres. 

D'apres  ce  qui  precede,  si  I'invariant  A  d'un  systeme  de  fonctions 
quadrupiement  periodiques  singulieres  est  tel  que  la  forme  x-  —  Ay^ 
puisse  representer  — 1\,  toute  surface  hyperelliptique  generale,  corres- 
pondant  a  des  fonctions  de  ce  systeme  sera  aussi  une  surface  hyper- 
elliptique genej-ale,  correspondant  a  des  fonctions  abeliennes  (singu- 
lieres). 

Les  fonctions  quadrupiement  periodiques  considerees  ne  conduisent 
done  pas  a  de  nouvelles  surfaces  hyperelliptiques  generates. 

3°  Si  la  forme  x"^  —  Ay'-^  ne  pent  representer  le  nombre  —  4>  les  con- 
clusions sont  differentes. 

Les  fonctions  quadrupiement  periodiques  singulieres  de  U,  V,  aux 
periodes  (G,  H,  G')  et  d'invariant  A,  n'admetlent  pas  alors  de  transfor- 
mation de  degre  ~i.  Une  transformation  de  degre  negatif,  0,  les 
change  toujours  en  fonctions  abeliennes  de  u,  v,  mais  en  fonctions  abe- 
liennes particulieres :  car  a  un  systeme  U,  V,  la  transformation  consi- 
deree  fait  correspondre  modo  systemes  v,  qui  se  deduisent  de  I'un 
d'eux  par  I'addition  de  constantes  (parties  aliquotes  de  periodes);  les 
fonctions  abeliennes  de  u,  v  obtenues  par  celte  transformation  ne 
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changent  done  pas  quand  on  augmente  les  variables,  //,  de  certaines 
quantites,  differentes  des  periodes. 

Des  lors,  une  surface  hyperelliptique  generale,  correspondant  a  des 
fonctions  quadruplement  periodiques  singulieres  dont  I'invariant  A  est 
tel  que  la  forme  .r-  —  Ay-  ne  puisse  representer  — 4>  ne  sera  jamais 
une  suface  hyperelliptique  generale  correspondant  a  des  fonctions  abe- 
liennes.  On  suppose,  bien  entendu,  que  les  periodes  des  fonctions 
singulieres  considerees  ne  sont  liees  que  par  une  seule  relation  sin- 
guliere. 

On  obtiendra  done,  dans  ce  cas,  de  nouvelles  surfaces  hyperellip- 
generales,  echappant,  comme  surfaces  genSi-ales  h  la  representa- 
tion parametrique  par  les  fonctions  abeliennes. 

La  liaison  de  ces  surfaces  avec  la  courbe  de  genre  deux  est  la  sui- 
vante  :  une  surface  hyperelliptique  generale,  S,  representable  par  des 
fonctions  abeliennes,  correspond  point  pa?-  couple  (II,  n"  181)  a  une 
courbe  G,  de  genre  deux,  c'est-a-dire  qu'a  un  point  de  S  repond  un 
couple  sur  C,  et  reciproqueinent.  Si  S  n'est  pas  une  surface  generale, 
a  un  de  ses  points  correspondent  g  systemes  d'arguments  abeliens 
{(/  >  i),  et  par  suite  a  un  point  de  S  repondent  7  couples  sur  G,  tandis 
qu'a  un  couple  de  G  ne  repond  toujours  qu'un  point  de  S. 

Soit  maintenant  —  /\N  le  plus  petit  multiple  negatif  de  4  (en  valeur 
absolue)  que  puisse  representer  la  forme  x-  —  Aj-;  il  resulte  de  (8) 
qu'il  existera  des  transformations  de  degre  —  N  pour  les  fonctions 
quadruplement  periodiques  singulieres  d'invariant  A.  Une  de  ces 
transformations  changera  les  fonctions  considerees  de  U,  V  en  fonc- 
tions abeliennes  de  //,  de  maniere  qu'a  un  point  U,  V  repondent 
N  points  //,  «'(n"  268)  :  une  surface  elliptique  generale,  representable 
parametriquement  par  les  fonctions  quadruplement  periodiques  en 
question,  sera  done  liee  a  une  courbe  G,  de  genre  deux,  de  telle  sorte 
qu'a  un  couple  sur  la  courbe  reponde  un  seul  point  de  la  surface,  mais 
qu'a  un  point  de  la  surface  repondent  N  couples  sur  la  courbe. 

Proprietes  des  fonctions  intermediaires  singulieres. 

271.  II  s'agit,  bien  entendu,  des  fonctions  intermediaires  singu- 
lieres qui  correspondent  au  cas  ou  h^t  —  gtg\  est  positif;  le  cas 
de  A,  —  ^'i^-,  negatif  a  ete  traile  dans  les  deux  precedents  Memoires. 


SUR   LES   FOJVCTIONS   Ab6lIENNES  SINGULIERES.  Dl'^ 

Soil  toujours 

(i)  A,^-+BA-i-C,,-'+D(A-^-A':^0  +  I^=o  (A^_o,„/>o), 

la  relation  singuliere  entre  les  periodes  d'une  fonction  intermedia  ire 
singuliere  p),  d'indices  /  et  ^;  celle-ci  verifie  les  relations  (5)  du 
n"  253, 

+  ',«')  =  ?(",  <•), 
cp  (//,('  +  1       cp  ( (■ )  f'-2it<D/,»^ 
o{if  -h  g,  i'-h  h)  =<f{ii,(')  e-2't/[/"- (C  D„-)i,'i+v^ 

Operons  sur  cette  fonction  une  transformation  d'indices  /,  ot  A,, 
faisant  passer  des  variables  u,  v  aux  variables  u' ,  r';  soit 

( )  A,  cf.  +  B,     +  C,        D,  ( X-^  -         +     =  o, 

la  relation  singuliere  entre  les  periodes  de  u',  r';  designons  par  A  et  A, 
les  invariants  des  relations  (i)  et  (2);  la  transformation  consideree 
change  <p(w,  t^)  en  une  fonction  intermediaire  de  11',  v',  aux  pe- 
riodes (^/,  Bt,  (^')  et  dont  les  indices  /o  et  l-^  sont  donnes  par  les  rela- 
tions (II,  n°  165) : 

2/c,=  /q(o/+  BA)  -t-£iA-^/5(2/^+  B,A,), 
2(2/,+  BiA,)  =  (2/h-  BA)(2/,  +  BiA,)  +  e,  AA,  ^IM',; 

formules  dans  lesquelles  s,  designe  ±1,  selon  une  regie  determinee 
(II,  n°'  142,  149  et  165). 

272.  Corollaire.  —  Deux  fonctions  intermediaires  singulieres,  cor- 
respondant  a  une  meme  relation  singuliere  (i),  d'indice  I  et  k,  l  et  k' , 
ont  toujours  un  nombre  de  zeros  communs,  abstraction  faite  des 
multiples  des  periodes,  egal  k  la  valeur  absolue  de 

( 4 )  2  //'  +  B  ( kl'  +  Ik' )  +  2  ( AC  -t-  DE )  AA'. 

Le  theoreme  a  etc  etabli  (II,  n"  165,  Remarque)  pour  le  cas  de 
^1 — o'l^i^Co-  Dans  le  cas  contraire,  une  transformation  de  degre 
negatif,  0,,  change  les  deux  fonctions  de  u,  r  considerees  en  fonctions 
analogues  de  u' ,  v'  pour  lesquelles  3Z]  —  ^ ,  est  negalif,  et  dont  les 
indices,      et  k.,,  l\  et  k.,  sont  donnes  par  (3).  De  plus,  a  un  systeme 
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u',  v'  ne  repond  qu'un  systeme  u,  tandis  qu'a  un  systeme  u,  v 
repondent  modo,  systemes  u! ,  v' .  Le  nombre  de  zeros  communs  aux 
deux  fonctions  d'indices  /j  et  k.,,  I'.,  et  A!.,  en  u',  p',  etant  par  ce  qui 
precede 

( 5 )  2  /,  /;  +  B,  ( /;  +  //, )  +  9.  ( c,  +  D ,  E , )  /. .  /. ; . 

celui  des  zeros  communs  aux  deux  fonctions  en  u  et  primitives,  d'in- 
dices /  et  Ic,  /'  et  Jc' ,  s'obtiendra  en  divisant  ce  nombre  par  modo,  :  en 
remplacant /a,  k^,  /«!,  par  leurs  valeurs  (3),  on  retombe  ainsi  sur  le 
nombre  (4),  pris  en  valeur  absolue.  c.  q.  i\  d. 

273.  Fonctions  intermediaires  normales.  —  En  designant  par  co,  w', 
0,  6'  des  nombres  egaux  a  o  ou  i,  on  donnera,  pour  les  fonctions  inter- 
mediaires normales,  d'indices  /  et  et  de  caracteristique  (co,  G,  w',  6') 
la  meme  definition  que  dans  le  cas  de  h]  — g^g\  <o.  Par  exemple,  en 
supposant  la  relation  singuliere  entre  g\  h,  g'  ramenee  au  type 

les  equations  auxquelles  satisfont  les  fonctions  intermediaires  normales, 
d'indices    /c,  de  caracteristique  (co,  0,  co',  0'),  sont  (I,  n"  37) 

F(m,  P'-l-i)         =ew'^'F(«,  (^), 

La  caracteristique  nuUe  est  celle  qui  repond  a  co  =  co'  =  0  =  0'  =  o. 
Parmi  les  fonctions  intermediaires,  les  seules  qui  puissent  etrepaires 
ou  impaires  sont  les  fonctions  normales. 

274.  Cela  pose,  les  theoremes  sur  le  nombre  des  fonctions  normales, 
paires  et  impaires,  d'indices  et  de  caracteristique  donnes,  qu'on  a 
obtenus  dans  le  cas  de  —  g^  <^  o,  s'etendent  sans  nouvelle  demons- 
tration au  cas  actuel;  dans  les  theoremes  enumeratifs,  il  suffira  de 
remplacer  la  quantite  o  : 

laquelle  est  ici  negative  (n°  260),  par  son  module. 
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Par  exemple  : 

Le  nombre  des  fonctions  normales  singulieres  d'indices  I  et  k,  et  de 
caracteristique  nulla,  puires  ou  impaires,  lineairement  distinctes,  est  donne 
par  le  tableau 

Paires.  Impaires. 

^  .  .  modS  +  I  mod5  —  i 
0  impair      ^  

[  ,      .  mod (5 +  4        mod 3  — 4        ,^  ,., 

I  k  pair     [0  =  1^+  pid  -\-  ak-) 

0  pair  ' 

J  ,  .       .                     modo+2        iriodo  —  2 
'''impa"-    ^    — /^t^i  >  o) 


De  meme,  toutes  les  fonctions  normales  paires,  de  caracteristique  et 
d'indices  donnes,  ou  toutes  les  fonctions  impaires,  s'annulent  pour  une 
demi-periode  quelconque;  sous  une  autre  forme,  les  fonctions  paires 
s'annulent  pour  certaines  demi-poriodes,  les  fonctions  impaires  s'an- 
nulent pour  les  autres  (I,  n°  56).  Les  valeurs  de  ces  demi-periodes, 
donn^es  dans  le  Memoire  I  (n°*  56-65)  pour  le  cas  de  —  g\g\  <Co, 
s'appliquent  encore  au  cas  actuel;  faisons  seulement  observer  ici  qu'il 
n'y  a  plus  lieu  de  considerer,  sur  une  surface  de  Kummer,  les  courbes 
dont  I'equation  s'obtient  en  egalant  a  zero  une  fonction  normale  paire 
ou  impaire  :  dans  le  Memoire  I,  cette  surface  de  Kummer  avait  les 
coordonnees  homogenes  d'un  de  ses  points  exprimables  par  certaines 
fonctions  theta,  aux  periodes  {g,  h,  g');  or,  dans  le  cas  actuel  h]  —  g^ g\ 
etant  positif,  de  pareilles  fonctions  theta  n'existent  plus. 

Par  exemple,  en  nous  bornant  aux  fonctions  de  caracteristique  nulle, 
d'indices  /  et  k  : 

i"  Si  0  est  impair,  /g^^(modo  +  i)  fonctions  paires  s^annulent  pour 

six  demi-periodes;  et  /e.y^(modo  —  i)  fonctions  impaires,  pour  les  dix 
autres. 

2°  Si  0  est  pair  et  k  pair,  les  ^(modS  -j-  4)  fonctions  paires  ne  s'annu- 
lent simultanement  pour  aucune  demi-periode;  et  /^j  ^(modS  —  4)  fonc- 
tions impaires  s'annulent  pour  les  seize  demi-periodes 

3"  Si  0  estpairet  k  impair,  les  -(modS  -t-  2)  fonctions  paires  s'annulent 


020 


OEUVRES  DE  GEORGES  HUMBERT. 


pour  quatre  demi-periodes ;  et  les-J^modi^  —  2)  fonctions  impaires  pour 
les  douze  autres. 

275.  Somme  des  zeros  communs  a  deux  fonctions  intermediaires .  — 
C'est  iin  probleme  que  nous  n'avons  pas  traite  dans  nos  deux  premiers 
Memoires;  nous  nous  bornerons  a  donner  sans  demonstration  leresultat, 
applicable  aussi  bien  au  cas  oii  //,  —  ^i^',  est  negatif  qu'a  celui  ou  ii 
est  positif. 

Soit 

j3/<  -1-  7,^''=  o 

la  relation  singuliere  entre  les  periodes;  les  deux  fonctions  interme- 
diaires considerees  peuvent  evidemment  (n"*264)  se  mettre  sous  les 
formes 

¥i_k{u  —  A,  i'  —  p.)  =  0,       lv,i.(«/  —  /.',  ^  —  fi'); 

X,  \k,  a',  ij.'  etant  des  constantes,  etF/,/,.(w,  <>),  F/.^.,(?/,  v)  des  fonctions 
normales  de  caracteristique  nulle,  d'indices  respectifs  /  et     /'  et  k' . 

On  trouve  assez  aisement  pour  les  sommes  des  valeurs  de  «  et  qui 
sont  les  zeros  communs  aux  deux  fonctions 

y^u={ll'+ y.ykk'){l  +  V) 

H-  |3(M'>.  +  /.■/'>.')  -  y(A7'-  //.')  (p.  -  /J.'), 

^i>  =  {lV+aykk')(iJ.  +  y.') 

+  !3(//.>'+  /.7»  H-  «(/./'-  Ik')  {I  -  V), 

a  des  periodes  pres. 

Cas  oil  A?  —  ffi  g-\  est  nul. 

276.  Nous  terminerons  ce  Memoire  par  I'etude  des  fonctions  uni- 
formes  de  u,  v,  admettant  les  periodes  (i,  o);  (o,  i);  (g,  h);  (h,  g'), 
dans  riiypothese,  ecartee  jusqu'ici,  ou     —  gig\  =  0. 

Je  dis  qu'il  y  a  necessairement,  dans  ce  cas,  degenerescence  ou 
reduction  du  nombre  des  periodes. 

Admettons  en  effet  que  les  quatre  paires  de  periodes  soientdis- 
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tinctes;  les  raisonnements  des  n°' 25 1-257  continuent  a  s'appliquer  et 
etablissent : 

1"  Que  les  periodes  {g,  //,  g')  sont  liees  par  une  relation  singuliere; 

2"  Que  les  fonctions  uniformes  a  etudier  sont  des  quotients  de  fonc- 
tions  intermediaires  singulieres; 

3°  Que  la  relation  singuliere  peut  se  ramener,  par  une  transformation 
ordinaire  du  premier  ordre,  au  type  a  "M- [3/<  H- y©' =  o>  'a  quantite 
h\  —  g\g\  restant  nulle  apres  la  transformation. 

277,  Tout  revient  done  a  I'etude  des  fonctions  entieres,  r) 
verifiant  les  relations  (9)  du  n°  258 

(  G )  <  9  (  «  +  ^,     H-  A  )  =  O  ( // ,    ) e-:'t''/«-'tY")+-', 

Si  les  indices  /  et  ^  sont  tels  que  0  =  -f-  (^Id  -+-  ay/:^  ne  soit  pas  nul, 
le  raisonnement  du  n°  259  ramene  ^(w,  a  une  fonction  theta, 
0(U,  V),  aux  periodes  (G,  H,  G'),  et  Ton  a  trouve 

0(117  — G,G'|)  i=//7  —  ^i^',, 

ce  qui  montre  que  H,  —  G,  G,  est  nul;  la  fonction  theta  0(U,  V)  ne  peut 
done  pas  exister,  d'ou  meme  conclusion  pour  cp(//,  v). 

Les  fonctions  entieres  o{u,  c),  satisfaisant  aux  relations  (6;  ci-dessus 
nepeuvent,  par  suite,  exister  que  si  0  est  nul;  ilest  n^cessaire  pourcela 
que  —  4^7,  c'est-a-dire  I'invariant  de  la  relation  singuliere  entre  les 
periodes,  soit  un  carre  parfait,  ri-.  Cette  relation  pourra  des  lors  se 
ramener  au  type  de  meme  invariant 

nil  —  [  =  o        ou        /l  = 

II 

et  la  fonction  intermediaire  o{u,  r)  verifiera  les  equations  (5)  du  n°  253, 
qui  deviennent  ici 

I  C3(//  -^  I,  (')  =  c)(«,  iM-  i)  =cp(;/,  t'), 

(  CS  (  M  +  +         =r  Cp  (</,  ) 

On  reconnait  comma  tout  a  I'heure  qu'une  pareille  fonction  ne  peut 

(BUVRB9  DB  O.  HUMBERT,  T.  II.  6G 
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—  o,  c'est-a-dire  si  /-  -+-  nkl—  o;  d'oti  les  deux  hypo- 

1  =  0,      I  -h  Ilk  =  o. 


278.  Soitd'abord  /  =  o;  on  a 
d'oii 

(8)  cp(«  +  /iff,  r  +  i)z=cp(M  +  ng,  f^)  =  cp(«,  (^)e''", 

v"  etant  une  constante.  La  fonction  (p(?^  <  )  etant  uniforme  etadmettant, 
par  rapport  a  u  ou  v  seul,  la  periode  i,  peut  se  developper  en  serie  de 
Fourier 

cp(w.,  (')  =^Ap,je-"'''P"+'^"'. 

Exprimons  qu'elle  verifie  (8);  il  vient 
d'ou 

(9)  png=^^+l, 

7^  designant  un  entier. 

Deux  cas  sent  maintenant  a  distinguer  selon  que  la  relation  (9)  a 
lieu,  ou  non,  pour  plus  d'une  valeur  de  p. 

1°  Si  elle  n'est  verifiee  que  pour  une  seule  valeur  de  I'entier  p,  soit  po 
cette  valeur;  la  serie  ^(m,  r)s'ecrit 

et  les  relations  (7)  montrent  que  ^{^')  est  une  fonction  th^ta  de  la 
variable  (\ 

Cest  un  cas  de  degenerescence. 

2°  Si  la  relation  (9)  est  verifiee  pour  deux  valeurs  po  et  p,  c'est-a-dire  si 
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on  en  tire 

nip  —  po)«'  — >^  —  >■<., 

c*est-k-dire  que  g  est  une  fraction ,  g-  —  ^• 

En  ce  cas,  il  y  a  reduction  du  nombre  des  periodes  ou,  ce  qui  revient 
au  meme,  on  obtient  une  periode  nulle  en  combinant  les  periodes  ini- 
tiales.  Car  si  x,  y     z  sent  des  entiers,  les  quantites 

I       I-  p 

x-\-ZjL''    c  esl-a-dire    a'-\-z  —, 

9 

Y  +  zh    c'esl-a-dire  y-\-z-i 

forment  une  periode,  qui  pent  evidemment  se  reduire  a  (o,  o)  par  un 
choix  convenable  des  entiers  x,  y,  z. 

279.  Le  cas  ou  nk  serait  nul  donne  lieu  aux  memes  conclusions, 
et  le  theoreme  est  etabli. 


SUR 

LES  FONCTIONS  ABELMNES  SINGULIERES 

D'INVARIANIS  HUIT,  DOUZK  ET  CINQ 


Journal  de  Mathemaliques ,  6°  serie,  t.  II  (1906). 


1.  J'ai  donne  autrefois  les  equations  modiilaires  pour  les  fonctions 
abeliennes  singulieres  de  deux  variables,  dont  les  invariants  sont  res- 
pectivement  huit,  douze  et  cinq  :  dans  ie  present  travail,  je  voutlrais 
introduire,  au  lieu  des  modules  ordinaires  de  Richelot,  les  valeiirs  des 
dix  thetas  normaux  du  premier  ordre,  d'arguments  nuls.  On  arriverait 
evidemment  au  but  en  remplagant  les  modules,  dans  les  equations 
modulaires,  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  dix  thetas,  mais  les  rela- 
tions ainsi  obtenues  seraient  decomposables  en  facteurs  difficiles  a 
mettre  en  evidence  :  c'est  done  par  d'autres  methodes  que  nous  f'orme- 
rons  les  equations  cherchees. 

Elles  conduisent,  comnie  les  relations  classiques  entre  les  thetas 
elliptiques,  a  des  consequences  arithmetiques  :  pour  les  invariants 
huit  ou  douze  ces  consequences,  a  peu  pres  evidentes  a  priori,  con- 
cernent  les  decompositions  des  nombres  du  corps  quadratique  V2  ou  v3 
en  sommes  de  carres  de  deux  nombres  appartenant  au  meme  corps; 
pour  I'invariant  cinq,  j'arrive  a  des  propositions,  un  peu  plus  cachees 
peut-etre,  sur  les  decompositions  en  sommes  de  trois  carres  des  nombres 

du  type  M  +  ^  N  (i  +  y'S),  oii  M  et  N  sont  des  entiers  ordinaires. 

Enfin,  dans  le  cas  de  I'invariant  douze,  je  comble  une  lacune  de  mes 
travaux  precedents.  Si  Ton  part  de  periodesverifiant  la  relation  3j§', 
la  transformation  singuliere  de  degre  un,  dont  toutes  les  autres  sont 
des  puissances,  change  les  fonctions  abeliennes  initiales  en  des  fonc- 
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tions  de  modules  differents,  et  douze  est  le  plus  petit  invariant  donnant 
lieu  a  ce  fait  remarquable.  Le  probleme  se  posait,  des  lors,  d'exprimer 
les  modules  nouveaux  en  fonction  des  anciens  ou,  ce  qui  est  iden- 
tique,  de  traitor  le  memo  probleme  pour  les  dix  thetas  d'arguments 
nuls  :  c'est  la  question  qu'on  trouvora  resolue  ici,  et  par  formules  tres 
simples. 

Gas  de  I'invariant  HUIT. 

2.  Les  paires  de  periodes  d'un  systeme  de  fonctions  abeliennes 
etant  i,  o;  o,  i;^-,  h\  h,g',  nous  emploierons,  pour  les  thetas  du  pre- 
mier ordre,  les  notations  de  Weierstrass  :  comme  il  no  s'agira,  jusqu'a 
nouvol  avis,  que  des  valeurs  de  cos  thetas  pour  les  arguments  nuls, 
nous  ecrirons  ^s{g,  h,  g')  ou  .^5  pour  la  valour  de  '^^{u,  i')  au 
point  //  =  <•  =  o. 

Cherchons  maintenant  les  relations  qui  lient  les  dix  thetas  pairs 
lorsqu'on  a,  entro  les  periodes,  la  condition  g'=  ig,  a  laquelle  peut  se 
rarnoner  toute  equation  singuliere  d'invariant  At/a. 

Soit  pose 

<=>o  =  -^;i(2^,  2/1,  Ig'); 

on  a,  d'une  maniere  generale  ( ' ), 

(I)  4023^:i^  +  2;f,  +  ^;i,  +  &^ 

Or,  si  g'  =  ig,  on  peut  ecrire,  par  definition, 

la  somme  portant  sur  les  valeurs  entieres  de  m,  n,  de  — 00  a  +00;  de 
memo 

-—  ^gTli{gm'+i/i»in+2gn')-hTiim. 

Dans  la  somme  S-5+.ri2,  les  tormos  qui  correspondent  aux  memos 
valeurs  de  m  et  de  n  se  detruisent  si  m  est  impair,  et  s'ajoutent  si  m  est 
pair;  on  a  done 


(')  Kkause,  Transformation  des  fonctions  hyperelliptiques  (Teubner,  1886), 
p,  160. 
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c'est-a-dire,  par  comparaison  avec  (2), 

En  remplagant  20-,  par  cette  valeur  dans  (i),  on  trouve 

2?^ +  S?,",  =  2    3^ . 

On  obtient,  d'une  maniere  analogue,  cinq  autres  relations  du  meme 
type  entre  les  dix  thetas;  voici  le  Tableau  complet  de  ces  six  equa- 
tions : 


(3) 


Enfin,  si  Ton  tire  de  ces  relations  les  quantites  ^l.^,  S^,  ^i;  .,  rj;,,  en 
fonction  des  seconds  membres,  et  si  Ton  porte  leurs  valeurs  dans 
I'equation  S'^S.^.^H- S^^^,,  =  £r^2r^i,  qui  est  une  des  equations  biquadra- 
tiques  generales  entre  les  thetas  d'arguments  nuls,  on  obtient,  apres 
suppression  du  facteur  St/.  Hr,,  evidemment  difi'erent  de  zero,  la  relation 
nouvelle 

(4)  ^3  =  ^T  '  • 


I  2 


On  constate  ensuite  aisement  que  les  equations  biquadratiques  ordi- 
naires  entre  les  dix  thetas  sont,  dans  le  cas  de  g'=ig,  des  conse- 
quences de  (3)  et  de  (4);  on  verrait  egalement  qu'une  seule  des  rela- 
tions (3)  et  (4),  jointe  aux  equations  biquadratiques  ordinaires, 
entraine  les  autres  conditions  (3)  et  (4);  on  deduirait,  enfin,  de  tout 
cela  la  relation  entre  les  modules  qui  caracterise  les  fonctions  abe- 
liennes  singulieres  d'invariant  huit. 

3.  Corollaire  1.  —  Posons 

(5)  x'^;''  "'7^  >      r  =  ?r'      ^  =  ^-; 

on  a,  par  (4),  a?-  +        z'^  —1,  et,  par  (3), 

Sr., 


(6)         '  ^ 


\Jxy  —  z—-^ ,        \/yz  —  x  =  i-^,  \]xz—^^ 


y=i 


5-' 


d'oii  cette  conclusion  :  etant  donnee  la  sphere  cc- -\- y- -h  z'' =  t , 
on  pent  exprimer  en  fonction  uniforme  (hyperabelienne)  de  deux 
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variables  g  et  //,  les  coordonnees  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la 
surface,  ainsi  que  les  six  radicaux  \a;y±z,  \Jyz±x,  \jxz±y,  et 
cela  par  les  Equations  (5)  et  (6). 

4.  Corollaire  II.  —  En  remplacant  dans  (3)  et  (4)  les  thetas  par 
leurs  developpements  en  series  d'exponentielles  et  faisant  g'  =  -xg,  on 
arriverait  aisement,  par  des  procedes  qui  seront  appliques  plus  tard 
au  cas  de  I'invariant  cinq,  a  des  consequences  arithmeliques.  Par 
exemple,  I'equalion  (4)  conduit  a  ce  theoreme  :  si  M  et  N  sont  deux 
entiers  quelconques,  le  nombre  des  decompositions  de 

4(2M  +  I  +  2N  v/2) 

en  deux  carres  selon  la  formule 

(7)  (2m,  +  2/i,  \/2)"-f-  (2m. +  2rt,  y/2)'" 

(ou  les  m,,  iXi  sont  entiers),  est  egal  au  nombre  des  decompositions  de 
la  meme  quantite  en  deux  carres  selon  la  formule 

( 8 )  [  2 p-i  +  ( 2  V,  +  i)  sjV^-  +  [  2 /a,  +  ( 2  V,  -4-  I )  y/a 

Mais  celte  proposition  se  demontre  directement  sans  difficulte;  car, 
a  une  decomposition  (8)  correspond  une  decomposition  (7),  et  inver- 
sement,  par  les  formules 

\■J.^  +  y...  ^f-i  —  M.. 

7« I  =  v,  H- v.,  +  I,       /i,  =  '  —         m.,—  ^j.  —  V.,,       n.,=  -  "  • 

2  '  '  "  2 


Les  equations  (3)  ne  donneraient  de  meme  que  des  conclusions  a 
peu  pres  evidentes  a  priori. 

Gas  de  I'invariant  DOUZE. 

5.  Nous  supposerons  que  la  relation  singuliere  entre  les  periodes 
est  ^  =  3^^';  une  methode  analogue  a  la  precedente,  et  basee  sur  les 
formules  de  la  transformation  ordinaire  du  troisieme  ordre,  conduit, 
sans  grandes  difficultes  ('),  aux  relations  quadratiques  suivantes  entre 

( ' )  La  methode  la  plus  simple  consisle  a  observer  que,  si  g=  3^-',  les  fonclions 
abeliennes  proposees  admetlenl  une  transformalion  du  troisieme  ordre  en  elles- 
memes  (ce  Journal^  5''  serie,  t.  VI,  p.  334,  n"  19''  )  fl^i  change  respectivement,  a 
un  meme  facleur  pres,  2?-,  'b.,.^.  ^7,,,,  ^7„ ;       STy,  ;       ^j,,., ;  S;,,,  '3-.,^  en  'b-,       Sfu,  ; 
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les  dix  thetas  : 


(0 

■^1.+ 

—  2?;-,  =  2  2/ , 

^( 

(2) 

•-'2a 

—  27^  —  227 

>  ^( 

(3) 

2  3 

4-             2  2/1 

2^; 

qu'il  est  aise  de  verifier  a  posteriori. 

Considerons,  par  exemple,  I'equation  (i),  et  remplacons-y  les  3^  par 
leurs  developpements  en  series  :  pour  simplifier,  nous  poserons,  dans 
ces  developpements, 

h  =  Ul  +  -n\      i''=       ( ^  -  n ),        =  3/=  -  -0); 


il  vient  ainsi 


27, ,,  =  2 gf^i  f  ^  [" ^ -^"^ (""^^ )     - [" - ('" +0 ]  +  )^ 

—\%i.n-^-m\/7^y —  ■r\(n  —  m\i'?iY]+-Ki(m+n) 

Toutes  les  sommes  portent  sur  les  valeurs  entieres  de  m  et  de  n, 
de  —  00  a  +00. 
On  a  de  meme 

Le  premier  membre  de  (i)  est  une  somme  de  termes  du  type 

■^_[5(M  +  Nv'"')-r,(l«-Nv';;)] 

(4)  ^2v/;! 

M  et  N  etant  entiers.  Le  coefficient  dans  — 3,%  du  terme  (4),  pour 
lequel  M  et  N  sont  donnes,  s'obtient  comme  il  suit.  On  pose 

( 5 )  M  +  N  v/3  =  ( /r,  +  171,  v/3  )'  +  ( lu  +  m,  v'S  , 

2Jm,  2r,,;  27(|.,,  2j, ;  27u,  ^i^;  des  lors,  les  relations  classifiues  enlre  les  ihelas  iniliaux 
et  les  thetas  transfonnes  donnent  de  suite  les  equations  (i),  (2)  et  (3)  :  on 
prendra,  par  exemple,  les  relations  indiquees  par  M.  Krause  [/oc.  t<7.,  p.  igS, 
equations  (i)]. 
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et  Ton  determine  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  m,,  n,,  de 
cette  equation;  dans  ^z,  le  coefficient  du  terme  (4)  est  le  nombre,  Dl, 
de  ces  systemes  de  solutions;  dans  ^l,  c'est  la  somme  S(—  iy"'+"'+'«»+"', 
etendue  aux  memes  systemes. 
De  meme,  si  Ton  pose 

(6)  M  +  N  v^3  =  [v.  +  ^  +      +      V'S]  V  [v,+  ^  +         ^)  ^^J > 

le  coefficient  du  terme  (4),  dans  S^.,  est  le  nombre,  9V,  des  systemes 
de  solutions  en  nombres  entiers,       v,,  de  cette  equation;  dans  SJ^, 
c'est  la  somme  if^-^-'^-^v.^''^ 
Enfin,  si  Ton  pose 

(7)  M  +  Nv/3=r  CT,+  ^p,+  i^y/3  ^  +  p,v'3y> 

le  coefficient,  dans3r„Soo  du  terme  (4),  sera  le  nombre  Dl"  des  sys- 
temes de  solutions  de  I'equation  (7)  en  nombres  entiers  p„  a,. 
On  a  done,  en  vertu  meme  de  la  relation  (i), 

Or,  I'equation  (5)  donne 

(5/;/,?)  .      M  =  //«,  +  /?,  H- rt.,        i\  =  o  (moda). 

De  meme  (6)  et  (7)  donnent  respectivement 

{6  bis)    ■  Me£3  0,       1\  =  p.i+ + JJI0+ v.,  +  I  (mods), 

{']  bis)  M  =  p.,  +  (7|  +  I ,       N—o-^+o-,       (mod  2). 

6.  II  faut,  des  lors,  distinguer  quatre  cas,  selon  les  parites  de  M  et 
deN. 

1°  M  et  N  impairs.  —  Les  congruences  (5  bis)  et  {6bis)  montrentque 
les  decompositions  (5)  et  (6)  sont  impossibles;  la  decomposition  (7) 
I'est  aussi,  puisque,  par  {']  bis),  M  et  N  sont  de  parites  contraires; 
done,  tous  les  termes  de  la  relation  (8)  sont  nuls,  et  celle-ci  est 
verifiee. 

2°  M  «i  N  pairs.  —  La  decomposition  (7)  est  impossible,  de  sorte 
que  91"  est  nul;  par  les  congruences  (5  bis)  et(66f>),  S( —  i)" 
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est  egal  a  2:(+  i),  c'est-a-dire  a  91-,  Z(-  est  egal  a  -  01', 

et  la  relation  (8)  est  encore  verifiee. 

3°  M  impair  et  N  pair.  —  La  decomposition  (6)  est  impossible, 
9^C  et  21(—  i)i^'+''>+^+''>  sont  done  nuls ;  m,  -i-  ^,  +  -f-  nj  etant  impair, 
par  (5  bis),  i)"'>+"'+"'=^"=  est  egal  a  —  dl,  et  la  relation  (8) 

s'ecrit^  =  c9r. 

Or,  cette  egalite  s'etablit  aisement  a/)7w«.  Soit,  en  effet,  p,,  a,,  pa, 
une  solution  quelconque  de  (7);  pa  4-  a,  est  pair  en  vertu  de  (7  bis). 
D'ailleurs  —  p,  —  i,  a,,  p^,      est  aussi  une  solution  de(7),  distincte 
de  la  premiere,  de  sorte  que  le  nombre  des  solutions  de  (7)  pour  les- 

quelles  p,  +     est  impair  et  egal  a  ^  dV. 

Soit  alors  p,,  .  .  .jn^  une  de  ces  solutions;  on  a  identiquement,  par 
la  formule  de  Lagrange, 


Si  done  on  pose 


(10) 


0-1-4-3  p.  p|  +  (Tj+I 

i —  )  "It —   > 


3  Pi  —  (7.,  -f-  I  a^  —  p., 
-11  :         ,  m/=  ~  ^, 


les  m,  n  sont  entiers,  et  Ton  voit  (en  faisant  successivement  i,y  =  i,  2 
ou  2,  i),  qu'a  une  solution  de  (7),  pour  laquelle  p,-ho^  est  impair, 
correspondent  deux  solutions  de  (5)  et  deux  solutions  distinctes,  car, 
M  etant  impair,  la  congruence  (5  bis)  montre  qu'on  ne  pent  avoir  a  la 
fois  m,  =  m2,  n^  =  n^. 

Inversement,  si  m,,  n,,  my,  rij  est  une  solution  quelconque  de  (5),  on 
tire  de  (10) 

ni-\-imj  rii-h  itti — i 


3  nti  —  ni  —  I  n,  —  m , 

 ,        p,=  --- 


1 


Or,  w,  +  n, -h + etant  impair,  par  (56i>),  I'une  des  quan- 
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tites  Tij-h  mj  et  nj-\-  nij  est  paire,  la  premiere  par  exemple,  I'autre  est 
impaire  :  les  valeurs  (ii)  des  p,  a  sont  done  entieres,  et  p,  +  a.j,  est 
evidemment  impair. 

Done  enfin,  en  vertu  de  la  correspondance  ainsi  etablie  entre  les 
solutions  des  equations  (5)  et  (7),  on  a  bien  91  =  2  x  ^dV  =  01",  et 
la  relation  (8)  est  encore  verifiee. 

4"  M  paij'  et  N  impair.  —  La  relation  (8)  se  reduit  alors  a  I'ega- 
lite  Dl'  =  dt",  qu'on  verifie  d'une  maniere  analogue. 

Done  enfin,  la  relation  (8)  est  etablie  directement  dans  tous  les  cas; 
et,  par  la  meme,  la  relation  (i)  se  trouve  verifiee  par  des  raisonnements 
elementaires  d'arithm^tique ,  Des  considerations  semblables  s'ap- 
pliquent  aux  relations  (2)  et  (3). 

Le  systeme  des  formules  (i),  (2)  et  (3),  ou  Tune  quelconque  d'entre 
elles,  caracterise  le  cas  singulier  oil  g=3g\  et  peut  servir  a  former 
I'equation  (dite  modulaire)  qui  lie  les  modules  de  Richelot;  on  retrou- 
verait  ainsi  la  relation,  de  forme  assez  compliquee,  que  nous  avons  fait 
connaitre  precedemment  ( ' ). 

Sans  insister  davantage  sur  ce  point,  nous  aborderons  une  question 
interessante,  relative  a  la  transformation  singuliere  du  premier  degre 
des  fonctions  abeliennes  pour  lesquelles  g  =  '5g'. 

7.  Formules  relatives  a  la  transformation  singuliere  de  degre  un.  — 
Soit  f{u,  v)  une  fonction  abelienne  aux  periodes  i,  o ;  o,  i',  g,  h;  h,  g\ 
avec  g  =  3^';  si  /  et  k  sont  deux  entiers  lies  par  —  3Z-"^  =  i,  et  si  Ton 
pose 

(12)  U  =  /«  +  3  ki>,       V  =  kii.  -f-  U>, 

f(u,  v)  devient  une  fonction  abelienne  F(U,  V),  aux  paires  de  periodes 
I,  o;  0,  i;  G,  H;  H,  G',  definies  par 

(13)  G  =  l^r^2,kh,       lAz^lh^-ikg'^kg- Ih.,  (i'^kg+lg' 

et  Ton  a  encore  G  =  3G'.  Les  deux  fonctions  f{u,v)  etF(U,V)  sont 
dites  liees  par  une  transformation  singuliere  de  degre  un,  d'indices  / 
et  d'ailleurs,  toutes  les  transformations  ainsi  obtenues  sont  des 
puissances  de  I'une  d'elles,  T,,  pour  laquelle  les  indices  /  et  A  corres- 


(')  Comptes  rendas,  j'' senieslre  1899. 
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pondent  a  la  plus  petite  solution  positive  de  I'equation  de  Pell  : 
3F  =  i  ('). 

J'ai  montre  de  plus  (-)  que,  la  forme  — 3F  pouvant  representer  le 
nombre  — i,  les  fonctions  abeliennes  deduites  des  fonctions  f{u,  v) 
par  les  transformations  T]''  ont  les  memes  modules  que  celles-ci;  les 
fonctions  deduites  des v)  par  les  T^'''^'  ont  entre  elles  les  memes 
modules,  mais  ri'ont  pas  les  mimes  modules  que  les  /(u,  v).  L'invariant 
douze  est  le  plus  petit  invariant  (non  carre)  pour  lequel  ce  dernier  fait 
se  produise. 

Des  lors,  se  pose  le  probleme  suivant.  La  plus  petite  solution  positive 
de  r-  —  3k-  —  i  etant  /=2,  /t  =  i,  les  formules  (i3)  deviennent, 
pour  T,, 

(i4)       G  =  2^H-3^-       ll  =  2h  +  3g'=g+2h,       G'  =  /n-2^, 

et  Ton  demande  d'exprimer  les  fonctions  abeliennes  aux  periodes  i,  o; 
o,  i;  G,  H;  H,  G',  a  I'aide  des  modules  des  fonctions  initiales,  aux 
periodes  i,  o;  o,  i;  g,  h;  h,  g' ;  on  suppose  toujours  g=  3g'.  Au  lieu 
des  modules,  on  peut,  ce  qui  revient  au  meme,  introduire  les  dix  thetas 
pairs  d'argument  nuls,  et  c'est  ce  que  nous  allons  faire. 

Nous  designerons  par  &  les  thetas  qui  correspondent  a  g,  h,  g  ; 
par  y  ceux  qui  correspondent  a  G,  H,  G'.  On  a,  en  faisant  g  =  3g', 

(p,  a  entiers,  de  — qo  a  -f-oo). 
Posons 

0,  =  &,(2G,  2H,  2G'), 

on  a  de  meme,  par  (i4)> 

et  de  la  resulte  immediatement,  en  observant  que  dans  JjH-  .ctj  les 
termes  pour  lesquels  p  +  a  est  impair  se  detruisent,  tandis  que  ceux 
pour  lesquels  p  +  a  est  pair  s'ajoutent, 

205= 


(')  Ce  Journal,  5®  serie,  I.  VI,  p.  3i3-3i6, 
(^)  Ibid.,  p.  824. 
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Nous  avons  vu  plus  haut  (n°  2)  que 
done,  on  a 

( 1 5 )  ^7'/  +      +       +      =  (S,  +  %  )K 

On  trouverait  de  m6me 

4 0?  =  s'/  +  s^'A  -     -    = ( -  Sr.  J--, 

Partons  maintenant  des  fonctions  abeliennes  aux  paires  de  periodes 
i,o;  o,  i;  G,  — H; — H,  G',  et  effectuons  sur  elles  la  transforma- 
tion T,  :  nous  trouvons,  par  (i4)>  pour  les  periodes  transformees, 

^1=20-311=^",       3e  =  G-2H  =  /t,       g-'——H^2G'  =  g'. 

Le  changement  de  H  en  — H  laisse  les  2r'  invariables,  sauf  S'^^  qui 
est  change  de  signe;  il  resulte  de  la  que  les  equations  (i5)  et  (16) 
entrainent  les  suivantes  : 

I STj  +  S/, 2  +  ^5^  +  2/5  =  (275-  +  Sfp  )", 

Enfin,  on  a,  par  (i),  (2)  et  (3),  puisque  g  =  3g'  et  G  =  3G', 

I=T'-i  _|_  ^2      ,5,2    _  Ct2         „  o,    ^               5r'2    1    ^'2     I    ^'2          %'2  „  ^' 
■^5  ^  "^2  3    1^      I  A        "^0                   "^01)           "^S   ^"^23^      14        "'O           '=-'4  ""Ol) 
%2_Ct2    _  %2    _  C-2         „^     Cj                V2  _  S'2  _  ^'2  _  5'2         „  5'  Gj' 
"'5        "^23        "^14           U         '^'"^2  "'03)           -^S         '■^23        "^14           0           '''-'2  "'035 
=;2_^2    _4_  Cj2    _i_  %2         „^     O.                ^'2  _  %'2     I    5'2     ,    ^'2         „  ^' 

>       5         "^2  3  ^       I  /|     I        IP           ''"'12"' 34)  "'6  "^23~14~"^0    "'  I  2     3  4  • 

De  toutes  ces  relations,  et  des  relations  biquadratiques  generates 
entre  les  dix  thetas,  on  deduit  sans  difficulte  les  en  fonction  des  £r, 
sous  la  forme  : 


(19) 


"'3  4 

=  + 

a. 

•-'23 

^1',) 

2  s'/= 

"'o 

-t-     2  3 

^  "*  1  4  ) 

^'2 
"'  1  2 

^23 

•^23 

•^14) 

^'2 
2 

  ^0  ^23 

2?., 

^1',) 

2  ^2^3  — 

^  -^23 

•^14) 

^'2 
"'03 

^  C 
  "'o  -^23 

^1*) 

2&'2  — 

•^23 

"'(1  1 

 'S"'83 

—  ^5^23  + 

S« 
^0 

-'it) 
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Les  expressions  des  ^  en  fonction  des  seraient  les  memes;  il 
suffirait  de  permuter  .r,  et  S',,  sauf      qui  scrait  change  en  —  ^\^. 

8.  Relations  entre  les  modules  de  Borcluirdl.  —  Les  quantites 


forment  un  systeme  de  modules  de  Borchardt;  elles  sont  liees  par  une 
equation  qu'on  obtient  aisement.  On  a,  d'une  maniere  generals,  entre 
les  .7,  la  relation  ordinaire 

4  "^0  I  —     s     2  :i       •-' »  •-'  T  •!  • 

d'oii,  en  substituant  a  2r,,  S-^,  sa  valeur  (i), 

/     2    I        2  ^2  _i        2    \  2         /'  /  C-  2     2    2  Cr  2  \ 

c'est-a-dire 

(  I  -I-  (T-  +  T-  —  p-  )-  =  4  (      —        -  ), 

ce  qu'on  ecrit  aussi 

(20)  (T-^+p2)2+  2(l  +  Cr-2)(T2_p2)  +  (i_  (7^)2  =  0. 

Telle  est  la  relation,  entre  les  modules  de  Borchardt  consideres,  qui 
caracterise  le  cas  singulier  ou  ^  —3^'. 

Pour  les  fonctions  abeliennes  liees  aux  precedentes  par  la  transfor- 
mation singuliere  (12),  introduisons  les  modules  analogues 

'h' 

P          ^1  0^  —  T  — 

■^3  ~'?  -^5 

nous  aurons,  en  vertu  de  (19), 

,.,         I  +  p-  —  (7-  —  T-    I  —  p-  +  (T-  —  T-  ,,          I  —  p-  —  C7-  +  T- 

P  '~  1  +  p2-|-C7'-+T2'  1+  p'^  +  (7^  +       '  t  +  p-^+CT^  +  T^' 

et  p',  a',  t'  sont  liees  aussi  par  I'equation  (20). 

Cas  de  I'invariant  CINQ. 

9.  La  relation  singuliere  entre  les  periodes  pent  etre  supposee  de  la 
forme 

g'—  h  + 
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pour  trouver  les  relations  correspondantes,  les  plus  simples  possibles, 
entre  les  dix  thetas  pairs  d'arguments  nuls,  considerons  les  deux 
produits 

(m,  v)?Sy,{u,  V),    2r,.j(a,  v)?!,,{ii-,  (^)&oi(", 

Ce  sont  deux  fonctions  theta  du  troisieme  ordre,  paires  et  de  carac- 
teristique  nulle;  avec  les  notations  que  nous  avons  proposees  pour  les 
seize  thetas  d'ordre  un  et  les  seize  demi-periodes,  on  reconnait  imme- 
diatement  que  chacune  des  deux  fonctions  (')  s'annule  simplement 
pour  les  six  demi-periodes 

(24'),   (34'),   (4i'),   (43'),   (i4'),  (42'), 
et  doublement  pour  les  trois  demi-periodes 

(44'),      (23'),  (32'). 

D'un  autre  cote,  puisque  g'  =  h-\-  g,  il  existe  une  fonction  inter- 
mediaire  singuliere,  d'indices  /=  i,  ^  =  i,  de  caracteristique  nulle,  et 
une  seule  (a  un  facteur  constant  pres)  (^) ;  le  developpement  en  serie  de 
cette  fonction  cp|_|(w,  v)  est  (^) 

1=^^  g27t((p+(J)U+27II(p+217)p+7t/[G„(pH-(T)»H-2Ho(p+<r)(p+2<T)-1-G'„(p4-2(T)')^ 

etant  pose  Go  =  2^  —  h;  Ho  =  — g  h;  =  g-,  et  p,  a  variant,  par 
valeurs  entieres,  de  —  00  a  +  cjo.  On  peut  ecrire,  en  posant  p  +  a  =  n, 
a  =  m, 

^  — p27if;n»+(»i+»)i'l+7l/[g(m^+H')+/i(2mH+«')l 

De  meme,  il  existe  une  et  une  seule  fonction  intermediaire  singu- 
liere d'indices  /  =  2,  Z:  =  —  i  et  de  caracteristique  nulle,  donnee  par  la 
formule 


(')  Ce  Journal,  4"  serie,  t.  IX,  p.  58;  5  serie,  t.  V,  p.  287-288. 
(^)  Ce  Journal,  S"*  serje,  t,  V,  p.  271-277  et  p.  3i8-3i9. 
(^)  Jbid.,  p.  274. 
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D'ailleurs     ,  s'annule  pour  les  six  demi-periodes  (') 

(4)  (^V),  (34'),  (4.'),  (44'),  (^3'),  (3.'); 

s'annule  pour  les  six  demi-periodes 

(43'),   (t4'),   (42'),   (44'),   (23'),  (32'), 

et  le  produit  (^)cpj  _.,  (/^,      est  une  fonction  theta  normale, 

d'ordre  trois  et  de  caracteristique  nulle. 

Ce  produit,  par  ce  qui  precede,  s'annule  simplement  pour  les  six 
demi-p6riodes,  et  doublement  pour  les  trois  demi-periodes  qui  annulent 
simplement  et  doublement  les  deux  fonctions  (i);  done,  p  designant 
une  constante  arbitraire,  les  deux  thetas  d'ordre  trois,  en  //,  i^, 

(  ?l,l(",  »^)<?2,-l(«,  (^), 

I  &o(",  (^)  +  pSr,3(a,  (^)S7,(a,  v)^^^{u,  (^) 

ont,  pour  ces  demi-periodes,  un  nombre  de  zeros  communs  egal  a 
6  -f-  4  X  3  =  i8,  et  Ton  peut  disposer  de  o  de  maniere  a  leur  donner 
un  dix-neuvieme  zero  commun;  mais  deux  thetas  d'ordre  trois  n'ayant 
que  2.3.3  =  i8  zeros  communs,  il  faut  alors  que  les  deux  fonctions  (3) 
aient  un  facteur  commun,  et  comme  o,,,,  tpj  -t  sont  evidemment  ind6- 
composables,  les  deux  fonctions  (3),  pour  une  valeur  convenable  de  p, 
sont  identiques,  a  un  facteur  constant  pres.  On  a  done,  X  et  [i.  designant 
des  constantes  convenables, 

(6)  j  ^^^-i'-^"'  '')^i2("'  ^)  +  F-^i^i'^i  f')^',(",  »^)2foi(",  f) 
(      =2-5(0,  o)cp,,i(w,  (0<p.2-i(//,  i'). 

Pour  determiner  \,  faisons,  dans  cette  relation  u  =0,  ^  =  ^  [ce  qui 
correspond  a  la  demi-periode  (12')  annulant  3'a3(M,(')  et  3-,.(«,(')];  il 
reste  ainsi 

(7)  >-^o(o,  iy,,(^o,^y,,(o,  ^)  =  &3(o,o)cp,.,(o,i^cp,._.(o, 

Or,  par  les  developpements  (2)  et  (3),  on  a,  en  tenant  compte  de 


(1)  Ibid.,  p.  293. 
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g'  =  h  +  g; 
D'ailleurs, 
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9,,_,  ^O,  0  — 2  e7:/(^'«2+2/,mH+s'n«J+7l/,H       _  ^,,(o,  o). 


:S7,.,(o,  o);  I^o,  -  )  =  2?5(o,  o); 

^lifo,  M  =  S7„(o,  o), 


(le  sorte  que  I'equation  (7)  donne  1  =  i.  On  trouverait  de  meme,  en 
faisant,  dans  (6),  «  =  ^,  p  =  ^  [ce  qui  repond  a  la  demi-periode  (i3')], 
[J.  =  I ;  de  sorte  qu'on  a  I'identite 

\     =575(0,  o)<Pj,i(;/,  (^)cp.,,_,(M,  t'). 

Si  Ton  y  suppose  u  =  (^  =  0,  il  vient,  entre  les  thStas  d'ordre  un  et 
d' arguments  nuls,  la  relation 


(9) 


-'9"':m,-^\  2      "'2;: ••^.4 "'01  —  "'5  ) 


car  9,  ,(0,0)  et  <p2,-i(o,  o)  sont  egaux  a  ^5(0,0),  en  vertu  meme 
de  (2)  et  (3)  et  de  ^-^  =  A  +  ^• 

En  consid^rant  les  neu/caract6ristiques  paires,  autres  que  (o,  o,  o,  o), 
on  obtiendrait  neiif  relations  du  meme  type  que  (8).  Par  exemple, 


(10) 


+  «^)2fo,(«^  (')27,:,(</.,  f^)=2<j0,  o)«j/,,,(M,  (^)4/5,_,(m, 


O  I 

o  o 


qui 


Ici,  les  deux  membres  sont  des  thetas  de  caracteristique 
est  celle  de  '.J;,  ,  est  lafonction  intermediaire  singuli^re  d'in- 

;  (1^2,-1  celle  d'indices 


dices  ^=1,  ^  =  1  et  de  caracteristique 
/  =  2,  /•  =  —  I ,  de  caracteristique 


I  o 
o  o 


I  I 

o  o 

On  a 


rn,  n 
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Si  Ton  fait  u  =  i>  =  o  dans  I'identite  (lo),  on  obtient,  entre  les  thetas 
(V arguments  mils,  la  relation 


(.2) 


.:5-;J,n~',:,=  S 


10.  Voici  le  Tableau  complet  des  dix  relations  de  cette  espece  que 
donne  I'application  de  la  methode  (*)  : 


(.3) 


"'a 

5^    %    <5r  ^ 

"'oa      "'s  "'u  •^s.'i 


01-^2:1  ■ 


"^23 


c» 

1 4 '  0  :J    o  ' 

I    Or     ^     ^  . 
!/,  "'01  "^03 


(i4) 


^3    Cr      O,  O 

—  S  &  Sj 

"'iS'^o  "'o 


C-    C-  0. 

^  << 


•^01  "'k  •'os  - 
 ^  Ej  Sr  - 


11.  Consequences  arithmetiques .  —  On  deduit  de  ces  equations 
quelques  consequences  arithmetiques  interessantes. 

Dans  la  premiere  equation  (i3)  on  a,  pour  Sr^,,  apres  remplacement 
de  g'  par  h  +  g,  la  serie 

m,  n 

qu'on  peut  mettre  sous  une  forme  plus  commode.  Posons 

(i5)  co  =  l±i?;  ,.'=l:Z^; 


CO  et  w'  sont  les  racines  de  I'equation  —  w  —  i  =  o  et  sont  des  unites 
du  corps  quadratique  v^5;  si  Ton  fait  ensuite 


(.6) 


cor    CO  -/i 


v/5 


(' )  Voir  une  autre  demonstration  dans  les  Comptes  rendus  de  P  Academic  des 
Sciences,  5  mars  1906.  On  pourrait  aussi  suivre  une  methode  analogue  a  celle 
indiquee  en  note  au  n"  5. 


54o  OEUVRES   DE  GEORGES  HUMBERT. 

il  vient 

Des  lors,     est  une  somme  de  termes  du  type 

It/ 

.      .  — [5(M+>0))-r,(M+Na)') 

(17)  ei'i  , 

M  et  N  etant  entiers  ou  fractionnaires;  le  coefficient,  dans  £r^,  du 
terme  (17),  pour  lequel  M  et  M  sont  donnes,  s'obtiendra  comme  il  suit. 
On  posera 

(18)  M  +  Nw=     |^„i,  +  ^,i,-4-  0coj' 


et  Ton  determinera  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  m,,  n,,  de 
cette  equation  :  le  coefficient  cherche  sera  le  nombrei>lde  ces  systemes 
de  solutions. 

De  m6me,  dans  le  produit  ^s-^oi  -^23,  le  coefficient  du  terme  (17)  sera 
le  nombre  9V  des  systemes  de  solutions  entieres  p.,,    de  I'equation 

(19)  M  +  Nw  =  (|ji,  +  Viw)2  +  ^fjL,+  ^  -f-v, 0)2^4- j^|ut..,+  ^  +^v,+  ^^"j  ; 

enfin,  dans  le  produit  SaSriaS^,  ce  sera  la  somme 

etendue  aux  memes  systemes  de  solutions. 

On  a  ainsi,  en  vertu  meme  de  la  premiere  Equation  (i3),  la  relation 

(20)  3l  —  3^'-+- !;(__  i)i^i+w,+v3+i_ 

Or,  les  equations  (18)  et  (19)  donnent  immediatement 

3 

M  — 4- /;?o  + /»  .  +  7        (mod 2), 
3 

N  =  /n,+  m.,-h         V  (moda), 
4 

3 

M=f;Li  +v,  +v.,  +-        (mod  2), 
3 

N=Vi  -ha.,  -t-v.,  +7  (mods), 
4 
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3  3 

ce  qui  montre  que  M  —  ^  et  N  —  ^  sont  des  entiers  de  meme  parite,  et 
que  des  lors  p.,  +  v.^ -h  [j.^  +  Vg  est  pair;  la  relation  (20)  s'ecrit  par 
suite 

d'ou  ce  theoreme,  relalif  anx  decompositions  d'un  entier  du  corps  qua- 
dratique  s/5  en  sommes  de  carres  de  trois  entiers,  appartenant  au  meme 
corps  : 

Si  A  B  designent  des  entiers  ordinaires,  positifs,  mils  on  negatifs, 
de  meme  parite,  le  nombre  des  decompositions  de 

4A  +  3  +  '-^(4Bh-3) 

en  sommc  de  trois  carres  selon  la  J'ormule 

[2mi+  (2«,+  i)w]--|-  [a/njH-  (2«jH- 
^-  [  2 -h  ( 2  nj  +  I )  to  ]^ 


(21) 


est  double  du  nombre  des  decompositions  de  la  meme  quantite  selon  la 
formule 

Dans  cet  enonce  et  dans  les  suivants,  les  //?,,  n,,  \X;,  v,  sont  des  entiers 
ordinaires,  positifs,  nuls  ou  negatifs;  deux  decompositions  (21)  telles 
que  a- -|- 4- et  P'-+a-+Y'^  sont  regardees  comme  distinctes,  a 
moins  que  [i  ne  soit  identique  a  a. 

La  seconde  equation  (i3)  conduit  au  meme  resultat;  la  troisieme  et 
la  quatrieme  donnent  cette  proposition  : 

Si  A  f"/  B  sont  des  entiers  ordinaires  quclconqucs,  le  nombre  des  decom- 
positions ^e4A  +  3  +  8Bw  selon  la  formule 

(2  /«!  4-  H-  '}-n ,  0))-  4-  ( 2/?J.,  4-  I  4-  2  n.^'i>)'^ -\-  (2  in.  4-  i  4-  2  n.^hi)- 

est  double  de  cclui  des  decompositions  de  la  meme  quantite  selon  la 
formule 

(2^,  -h  2v,w)-4-  [2fjt.,4-  (2V24-  i)a)]'^4-  [2/jL.,4-  i  +  (2V;,+ 

Des  deux  dernieres  equations  (i3),  on  deduit  que  : 

Si  Xet^  sont  des  entiers  ordinaires  quelconques,  le  nombre  des  decom- 
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positions  c?e8AH-G  +  co(4B-i-  i)  selon  la  formule 


[2mi  +  I  +  (2«,  +         +  I     (2/^.,^-  i)co]^ 

+  [  2  //Ij  +  J      ( 2     -4-  I  )  w  ]o 

est  double  de  celui  des  decompositions  de  la  mime  qiiantite  selon  la 
formule 

(2]Jti+  2Vi&j)2+  [2/^2+  (^-^2+  (2JUL3+  I  +  IV-.diy. 

12.  Examinons  maintenant,  au  point  de  vue  des  consequences 
arithmetiques,  les  equations  (i4);  il  suffira  de  considerer  la  premiere. 
Elle  donne  immediatement  le  resultat  suivant  : 

Soient  M  et  N  deux  entiers  ordinaires  quelconques;  considerons  les 
deux  decompositions  de  M  4-  N(o, 

soient  01^  et  dl^  les  nombres  respectifs  de  ces  decompositions,  on  a, 
par  la  premiere  equation  (i4)» 

la  somme  etant  etendue  a  tous  les  systemes  entiers  m,,  n,,  qui  satisfont 
a  (I). 

L'equation  (23)  donne  un  theoreme  facile  a  enoncer;  mais  on  peut 
aller  plus  loin  et  obtenir  une  relation  entre  dZ,  et  5ta.  Supposons 
d'abord  que,  dans  chacune  des  decompositions  (I),  les  trois  quantites 
m,  +  n,co  soient  distinctes  deux  a  deux,  et  ne  regardons  pas  comme 
differentes  deux  decompositions  (I)  qui  different  seulement  par  Vordre 
des  trois  quantites  elevees  au  carre.  D'apres  cela,  une  decomposition  (I) 
compte  pour  six  unites  dans  ;  dans  2( —  j^wi+wi+'^+ws^  gjig  donne  les 
six  termes 

(24)  (- 1)"+  (-  0^+  (-  0^+  (-  ')^+  {-  0^+  (-'/', 
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etant  pose 

/  a  = «2+ /«;,,       •/  =  ;«.,  + «2+ «i -I- m;, 
I  £  =  m.j -H /ij -t- /i, -H 

( 2.5  ) 

J  |3  =      +         /^:;+ m,,       0  =  Wj+ "'d 

Etudions  maintenant  la  parite  des  six  quantites  a,  p,  .  .  . ,  G. 
On  d6duit  de  (I) 

(26)    M  =  m,-!- m.,+ «,  +  N  =  /j, +  (mod2); 

et,  par  (aS), 

i/ni  =  M  +  N  +  (3  +  7  +  (3,  =  M  +  N  +  o:  H-  (3  +  5, 

m,~M  4-  N  +  a  +  y, 
N  +  a  4- y (5,       «,=  N  +  a  +  [3  +  y  (mod2), 
rt.,:=N4-(3  +  3  (niod2), 

De  plus,  l'6quation  (I)  donne 

M  ==  m]  +  m\  +  mil  -I-  n\  H-  /i^  -\-  n'l, 
N  =  2  //i,  n  1 4-  2  m» 4-  2         4-  « ,  4-  nj  4-  /i"^  ; 

d'ou,  en  utilisant  (27), 

M  =  3(M  +  N)^4-  3N-4--  2(ay  4-  |3d)  (mod4), 
N  =  3N-24-  6N(M  4-  N)  +  '^a^  4-  ajSo  +  2y8  (mod4), 

ce  qu'on  ecrit 

(mod2), 
(mod  2). 

13.  Distinguons  maintenant  plusieurs  cas. 

Premier  cas  :  Le  nombre  ^  ^  +  N(M  +  i)  est  impair.  —  La  con- 
gruence (28)  n'a  alors,  en  a,  (3,  y,  0,  que  six  solutions,  d'apres  un 
resultat  bien  connu  dans  la  theorie  des  caracteristiques  des  thetas  a 
deux  variables;  elles  sont  donnees  par  le  Tableau  suivant,  complete 


(28) 
(29) 


M^4-M 
2 

N'-4-  N 


=  N(M  +  i)  4-  ay  4-  (3q 
=  MN  4-  a[3  +  |3a  +  -/3 
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par  les  valeurs  z  et  6,  deduites  de  (27)  : 


I  O  I  O  I  I 

I  O  I  I  O  1 

I  I  I  O  I  o 

O  I  O  I  I  I 

o  I  I  I  r  o 


Par  suite,  quatre  des  six  quantites  sont  impaires  et  deux  sont  paires, 
dans  tous  les  cas;  done,  sans  avoirbesoin  d'etudier  la  congruence  (29), 
on  est  sur  que  la  somme  des  six  unites  (  24)  est  egale  a  —  4  +  2  =  —  2, 
de  sorte  que,  dans  ^^l,  —  2( — ^-^mt+n.+r^+w,^  chaque  decomposition  (I) 
donne  6  +  2  =  8  unites,  et  I'equation  (aS)  montre  que  le  nombre  des 
decompositions  (II)  est  huit  fois  celui  des  decompositions  (I). 

On  a  suppose,  dans  (I),  les  trois  quantites  h-  /i/w  distinctes  deux 
a  deux.  Si  deux  d'entre  elles  sont  egales,  c'est-a-dire  si  m^=mi, 

—  n^,  la  troisieme  etant  differente,  la  decomposition  (I)  consideree 
donne,  dans  £>!,,  trois  unites,  et  Ton  reconnait,  par  la  methode  du  cas 
general,  qu'elle  en  donne  w/ie  dans  —  S(i — )"''"*'"'"^"'^"'';  on  dira  alors  que 
le  nombre  des  decompositions  (II)  est  toujours  egal  a  huit  fois  celui  des 

decompositions  ([),  avec  la  restriction  de  compter  seulement  pour  ^ 
une  decomposition  (I)  dans  laquelle  deux  des  quantites  /ni-|-n,fo 
coincident. 

Enfin,  les  trois  quantites  Wj-f-  n,w  d'une  meme  decomposition  (I)  ne 
peuvent  etre  egales  entre  elles;  car  on  aurait  alors,  par  (I), 

U  =  im-'+in\       N  =  6mn  +  3n% 

et  le  nombre  —  hN(M-hi)  serait  pair,  contrairement  a  I'hypo- 

these. 

M^-l-  M                              .    IN-  +  N 
Deuxieme  cas  :  —  h  N(M  -i-i)  est  pair,  —  h  MN  est  impair.  — 

La  congruence  (28)  a  alors  dix  solutions  en  a,  [3;  y,  0,  mais  trois  seule- 
ment verifient  la  congruence  (29),  ce  sont  les  suivantes  : 


I  I  I  I  o  o 

0  O  I  I  1  1 

1  1  O  O  1  I 
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Des  lors,  quatre  des  six  quantites  sont  impaires,  deux  sont  paires,  et 
Ton  retombe  exactement  sur  les  conclusions  du  premier  cas. 

TROisifeMF,  CAS  :  — ^  i-i\(.M4-i)  et  —  1- P.N  sont  pairs.  — 

Les  congruences  (28)  et  (29")  admettent  les  sept  solutions  : 


000000 

O                    O                    O  I                    O  I 

O                    O                     I  O                    O  I 

o                 I                 o  o                 o  I 

0  I                  I  o                  o  o 

1  o  o  o  10 
100  100 

Si  on  laisse  de  cote  la  premiere  solution,  on  voit  que,  dans  chacune 
des  autres,  quatre  des  six  quantites  a,  6  sont  paires  et  deux 

impaires,  de  sorte  que  la  somme  (24)  est  egale  a  4  —  2  =  2.  Done  une 
decomposition  (I)  dans  laquelle  les  trois  m,+  n,(o  sont  distincts  et  les 
six  quantites  a,  [3,  9  non  simultanement  paires,  donne,  dans 

c9l,  —  2(— 1)'".+'>.+'>.+"'3^  6  _  2  =  4  unites. 

Si,  au  contraire,  a,  ,3,  .  .  .,  0  sont  tous  pairs,  ou,  ce  qui  revient  au 
meme  par  (27),  si  Ton  a 

/;ii=  /«.,  =  M  4- N,        /? ,  = /i,  = /?  .  =  N        (mod 2), 

la  decomposition  consideree  donne  6  —  (3  =  o  unite,  c'est-a-dire  ne 
compte  pas. 

Done,  en  admettant  que,  dans  chaque  decomposition  (I),  les  trois 
m,-t-n,w  soient  deux  a  deux  distincts,  on  pent  dire  que,  par  (23\  le 
nombre  des  decompositions  (II)  est  quatre  fois  celui  des  decomposi- 
tions (I ),  avec  la  restriction  qu'une  decomposition  (I)  dans  laquelle 
les  /??,  ont  la  parite  de  M  +  \  et  les  n,  celles  de  N,  compte  pour  zero. 


14.  11  est  facile  maintenant  de  trailer  d'une  maniere  analogue  le  cas 
oil  deux  au  moins  des  /w,H-'i,w  d'une  meme  decomposition  seraient 
egaux,  et  voici  le  resultat  final  :  les  trois  dernieres  equations  (i4) 
conduisent  a  la  meme  conclusion. 

Soient  M  et  N  des  entiers  ordinaires  quelcongiies ;  considerons  les 
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decompositions  de  4M  4-  4^        sommes  de  trois  cm-res  selon  les  formules 

(  I  )  (  2  7»  ,  -+-  2  «  ,     )-  -f-  (  a  /«  2  +  2  n.,     )^  +  (  2  in-.  +  2       W  )", 

(II)      [2/^1+  (2Vi+  (•'./^2+  '  +  2V.0))-       [2|JL,,+  1+ 

I"  Si  I' un  au  moins  des  nombres 

^  (.AI  +  I)  (M  +  2N)        el       i  N(i\  _  [+ aM) 

est  impair,  le  nombre  des  deco/npositions  (11)  est  knit  fois  celiii  des  decom- 
positions (I)  :  les  decompositions  (1)  qui  different  seulementpar  Vordre  des 
trois  quantites  inij-^-  in,(3i  ne  comptent  que  pour  une  seule;  une  decompo- 
sition (I)  dans  laquelle  deux  de  ces  trois  quantites  sont  egales  ne  compte 
que  pour  ^ ;  en/in  les  trois  quantites  ne  peuvent  ctre  egales  entres  elles. 

2°  Si  les  deux  nombres  ^(M  +  i)(M  +  2N)  et]^  N(N  —  i  +  2M)  sont 
pairs,  le  nombre  des  decompositions  (II)  est  quatre  fois  celui  des  decompo- 
sitions (\^  :  les  decompositions  (\)  qui  different  seulement  par  I'ordre  des 
trois  quantites  tim,-\-  Q.ni(jj  ne  comptent  que  pour  une;  celles  oi't  deux  au 
moins  de  ces  trois  quantites  sont  egales  comptent  pour  zero:  enfin  une 
decomposition  (1)  oii  tous  les  m,  ont  la  parite  de  M  +  N  et  tous  les  n,-  cellc 
de  N  compte  egalement  pour  zei'o. 

15.  Extension  des  resultats  arithmetiques .  —  Nous  n'avons  fait  appel, 
jijsqu'ici,  qu'aux  relations  (i3  )  et  (i4),  sans  utiliser  les  identites  plus 
generales,  telles  que  (8)  et  (10),  dont  elles  derivent. 

Partons  cette  fois  de  I'identile  (10),  regardons-y  g  et  //,  c'est-a-dire  c 
et  r|  [equations  (i<3)],  comme  les  variables  independantes,  u  et  r  comme 
des  parametres  :  en  egalant,  dans  les  deux  membres  de(io),  les  coefli- 
cients  de  I'exponentielle  (17  ),  on  arrive  au  resultat  qui  suit. 

Reprenons  les  decomposilions  (1)  et  (11)  ci-dessns  de  4^+4-^1^; 
regardons  cette  fois  comme  distinctes  deux  decompositions  (1)  qui 
different  par  Tordre  des  trois  quantites  elevees  au  carre;  posons 

^  ——  V'^        J  j/)i,+;i,-t-//;-h/"3  g2Tl/Vn,-(-/Hn-i-/»3)(/-t-2K/ini+H. -I-Hjir 

^>          V ^^27;/i//i4-/;« — /;/3^//-^-27X/l//^,^-/^J^-/;/._,t^' 

les  deux  sommes  11  s'etcndant  a  toutes  les  decompositions  (1)  du 
nombre  donne  4M  +  4N(o, 

^jj  — .  2''g2^t^(lx,-f■[J.^^-lJ.a-Ml^^^-27^^■^v,-t-v,+V3^-l)l■ 
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la  somme  II'  s'etendant  a  toutes  les  decompositions  (II)  du  meme 
nombre;  on  a,  quels  que  soient  u  et  v, 

c  —  a-\-oh. 

On  en  conclut,  en  developpant  les  exponentielles  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  u,  t',  et  identifiant  les  developpements  des  deux 
membres, 

—     i'(ni+  /I,  —  1)1  «!+  m^y 

—  i)"'.+".+"s+"'»(m,+  nK+m^)i'{n^+  n.+ 

p  et  q  designant  des  enliers  ordinaires  quelconques,  non  negatifs;  la 
somme  s'etend  a  toutes  les  decompositions  (II);  les  sommes  2'  a 
toutes  les  decompositions  (I),  deux  de  ces  decompositions  qui  different 
par  i'ordre  des  trois  quantites  elevees  au  carre  etant  regardees  comme 
distinctes. 

Supposons  maintenant,  pour  fixer  les  idees,  qu'une  au  moins  des 

deux  quantites  ^  M(M -f- 2 N)  et^N(N  —  iH-2M)  soit  impaire;  nous 

avons  vu  que,  parmi  les  six  quantites w,H-  m^(i,  j\  ^  =  i,  2,  3 
et  deux  a  deux  distincts),  quatre  sont  impaires  et  deux  paires;  des  lors 
si  2  designe  une  somme  etendue  aux  decompositions  (I),  deux  de  ces 
decompositions  qui  ne  different  que  par  I'ordre  des  termes  eleves  au 
carre  n  etant  pas  regardees  comme  distinctes  (et  c'est  ce  que  nous  admet- 
trons  dans  les  enonces  suivants),  on  a 

2"(fJt.l  -f-  fJL„  +  IJ.,,  +  i)/'  (  V  ,  +  V,  +  V3  +  I)? 

-I-  22 (mi -+-/??» +  m.^)P  (n,  +  «2+  n^)'^. 

Par  suite,  evidemment,  si,  pour  chaque  decomposition  (I),  on  ecrit 
les  six  quantites 

et  deux  fois  la  quantite  m,  -l-m^+m^,  le  Tableau  ainsi  obtenu  est  iden- 
tique  a  celui  que  forment  les  quantites  [js-i -f- [J-aH- [-t-sH- i,  pour  toutes 
les  decompositions  (II).  Si  deux  des  quantites  2/??, 4-  2w,(o  d'une  meme 
decomposition  (I)  sont  egales,  par  exemple  si  m^=m<i,  n^  =  n,^^  on 
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ecrira,  pour  cette  decomposition,  les  trois  quantites 

2nj-+-m,,        + —  m-„        +  n.( — 

et  une  fois  la  quantite  1m^  -\-m^,  et  la  proposition  subsistera. 
On  a  un  theoreme  pareil  en  remplagant, 

n,-l-/i„ — m,,     ...  par  m,  +  n, -1- m,, 
m,  +  /I.,  +         par  n,  +  n.,  + 

et 

I    par  V,  +  V.+ V3+ I. 

Ces  propositions,  qui  s'etendent  aisement  au  cas  ou  les  deux  quan- 
tites ^M(M+  2N)  et  ^N(N—  I  +  2M)  sont  paires,  mettent  sur  la  voie 

d'une  demonstration  directe  de  nos  resultats  arithmetiques;  nous  n'in- 
sisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 

16.  Remarque.  —  On  pent  observer  que  les  relations  biquadratiques 
classiques  entre  les  dix  thetas  d'arguments  nuls  donnent  des  proposi- 
tions simples  sur  les  decompositions  en  sommes  de  quatre  carres  des 
nombres  du  corps  quadratique  y^D;  par  exemple,  de  I'equation 

on  deduit  que  : 

Si  M  et  N  sont  des  entiers  ordinaires  quelconques,  dont  le  second  est 
impair,  les  nombres  de  decompositions  de  4M  +  4N  vD  en  quatre  carres 
selon  les  deux  formules 

(2Wi+H-2ni\/D)^+(2w. +  i-l-2nj  y/D)^  +  (3     +  1+  2^3  V^D)'' 
+  {ifrii-h  1  +  2ni 

et 

[2;jL,4-  (2Vi+i)v/d]''4-  [2jjL,  +  (2Vj+  i)v/D]^ 

+  [  2fJL3+  (2  V3  +  l)  \/D]'+  [  2fi,  4-  (  2  V,  +  l)  V^DP 

sont  egaux. 


SUR  LA  TRANSFORMATION  ORDINAIRE 

DES 

FONCTIONS  ABELIENNES 


Journal  de  Mathematique,  5"  sirie,  t.  VII  (igoi). 


1,  La  theorie  de  la  transformation  des  fonctions  abeliennes  ordi- 
naires  peut  recevoir,  sur  la  surface  de  Kummer,  une  interpretation 
geometrique  tres  simple  qui  conduit  a  d'interessantes  proprietes  de 
cette  surface;  inversement,  I'interpretation  geometrique  peut  venir  en 
aide  a  I'Analyse  pour  la  recherche  destrois  equations,  dites  modulaires, 
qui  lient  les  modules  des  fonctions  abeliennes  primitives  et  transfor- 
mees;  nous  insisterons  specialenient,  a  ce  point  de  vue,  sur  la  transfor- 
mation du  second  ordre. 


Propri^t^s  pr^liminaires. 

2.  Soit  une  surface  de  Kummer  representee  parametriquement  par 
le  precede  de  M.  Weber  (Crelle,  t.  84)  :  les  coordonnees  homogenes 
d'un  point  sont  proportionnelles  a  quatre  fonctions  theta  normales  des 
variables  u  et  du  second  ordre  et  a  caracteristique  nulle;  ces  fonc- 
tions etant  paires,  a  un  point  de  la  surface  repondent  (aux  periodes 
pres)  deux  couples  d'arguments  u,  ^  et  — u,  — Les  seize  points 
doubles  ont  pour  arguments  les  seize  demi-periodes,  en  y  comprenant 
la  demi-periode  o,  o. 

3.  Considerons  maintenant,  sur  la  surface  de  Kummer,  une  courbe  C 
que  nous  supposerons  d'abord  ne  passer  par  aucun  des  seize  points 
doubles,  et  cherchons,  le  long  de  cette  courbe,  I'expression  des  differen- 
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tielles  (III  et  dv.  En  admettant  que  les  coordonnees  d'un  point  de  C 
soient  exprimees  en  fonction  fuchsienne  d'un  parametre,  E,  on  aura, 

pour  dii  et  dv,  des  expressions  de  la  forme  v/0(i)<^H,  etant  une 
fonction  uniforme  de  ^;  cela  resulte  de  ce  que,  en  chaque  point  de  la 
courbe,  du  et  r/c  doivent  avoir  chacun  deux  valeurs  egales  et  de  signes 
contraires.  De  plus,  0(^)  doit  etre  une  fonction  thetafuchsienne  du 

second  ordre.  Soit  en  efTet      ^5        une  des  substitutions  fondamen- 

tales  du  groupe  fuchsien  lie  a  C;  il  faut  que  du  Qidv  se  reproduisent, 
du  moins  au  signe  pres,  quand  on  opere  sur  ^  cette  substitution,  car 
celle-ci  n'altere.  pas  le  point  considere  sur  la  courbe.  En  d'autres 
termes,  en  supposant  ad  —  6c—  i,  le  radical  doit  se  reproduire 

multiplie  par  ±  (cE  +  d)',  c'est-a-dire  que 


ce  qui  etablit  bien  que  0(^)  est  une  fonction  thetafuchsienne 
d'ordre  deux. 

Etudions  maintenant  les  poles  et  les  zeros  de  cette  fonction,  ou 
mieux,  pour  plus  de  generalite,  de  la  fonction  0(^)  definie  le  long  de  C 
par 

(i)  du-^  pdi>  =  \^Q{t)dc, 

oil  p  est  une  constante  quelconque  :  cette  nouvelle  fonction;  d'apres  le 
raisonnement  precedent,  est  encore  thetafuchsienne  et  du  second  ordre. 

EUe  ne  peut  avoir  de  pole  d'ordre  superieur  a  I'unite,  car  ce  p6le 
serait  au  moins  d'ordre  deux,  et  I'int^grale  J v/0(^)^/E  y  deviendrait 

infinie,  ce  qui  est  impossible,  puisque  u-\-<^^>  demeure  fini,  comme  u 
et  V,  sur  toute  la  surface  de  Kummer,  et  a  fortiori  sur  la  courbe  C. 

Je  dis  que  0(^)  ne  peut  pas  non  plus  admettre  de  p6le  d'ordre  un, 
\  =  ^(,.  On  aurait  en  effet,  dans  le  domaine  du  point 


du  -I-  p  C?(^=;  —===[«„-!-  «,(^  —  Jo)  -t-  •  •  ■ 

et 

(2)  «  +  p(^  =  vt  — co^'C;  — 2o)  + 


Co  designant  une  constante,  et  F($  —      une  fonction  holomorphe  de  ^ 
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au  voisinage  de  Faisons  maintenant  decrire  q  uii  contour  ferme 
autoiir  du  point    ;  n  -+■     prend  la  nouvelle  valeiir 

(■^)  -\'l--  l,¥a-  ;„)+r„. 

dilTcrente  de  la  precedente.  Cornme  ii-^^v  ne  pent  admettre,  en  un 
meme  point  de  la  surface  de  Kummer,  que  deux  valeurs  egales  et  de 
signes  contraires,  aux  periodes  pres,  la  soiume.  ou  la  difference  des 
valeurs  (^2)  et  (3)  doit  etre  une  periode  de  //  +  cc  :  la  difference,  qui 
depend  de  \,  ne  pent  satisfaire  a  cette  condition;  il  faut  done  que  ce 
soit  la  somnie,  qui  est  ic^.  Si  done  on  designe  par  (r ,  o),  (o,  i),  {g,  A), 
(A,  g')  uii  systeme  de  periodes  norinales  de  u  et  c,  et  par  m,  n,  p,  q  des 
entiers,  011  aura 

'xc^—in  +  /ip  +  pig  A-  ph  )  -h  rj(h  -+-  p,^''). 

D'ailleurs,  pour  q  =  Eu,  /<  +  pt^  se  reduit  a  c„,  11  en  resulte  ais6ment, 
puisque  p  est  quelconque,  que,  pow  ^  =  E^,    et  p  ont  les  valeurs 

u  —  ^  ( t)i      pg  -\-  q/t ),        i>  =  ^{n  -h  ph  +  qg'). 

Ges  deux  valeurs  constituent  une  demi-pa-iode  de  u,  v;  le  point  cor- 
respondant  sur  la  surface  de  Kummer  est  done  un  des  seize  points 
doubles  de  la  surface,  conclusion  contraire  a  I'hypothese  initiale  que 
la  courbe  C  ne  passe  par  aucun  de  ces  points. 

Ainsi,  la  fonction  ne  peut  admettre  de  pole;  un  raisonnement 
t  out  pareil  etablit  que  0(^)  ne  peut  avoir  de  zero  d'ordre  impair.  Yoici 
done  le  resultat  : 

4.  Soit,  sur  la  surface  de  Kummer,  une  courbe,  C,  ne  passant  par  aucun 
des  seize  points  doubles;  imaginons  que  les  coordonnces  d'un  point  de  C 
soient  exprimees  en  fonction  fuchsienne  d'un parametre  \.  En  designant 
par  du  et  dv  les  differentielles  abeliennes  qui  repondent  a.  la  surface,  par  p 
une  constante  quelconque,  on  a,  en  tout  point  de  la  courbe  C, 

da  +  p  d\'  =  v/0(H) 

0(^)  elant  une  fonction  thdtaf uchsienne  holomorphe  d^ordre  deux,  dont 
tous  les  zeros  sont  d'oj-dre  pair  de  multiplicite . 
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5.  Sous  une  autre  forme,  en  representant  par  f(x,y)  =  o  I'equation 
d'une  courbe  algebrique  plane  d'ordre  n,  repondant  point  par  point 
a  C,  on  aura,  le  long  de  la  courbe  f  —  o, 

  f^^JQ 

Jy 

Fa„_u(a7,  j)  designant  le  premier  membre  de  I'equation  d'une  courbe 
de  degre  2.n  —  6,  biadjointe  a  /{x,  y)  =  o.  Par  biadjointe,  on  entend 
une  courbe  qui  pr6sente,  en  chaque  point  multiple  de  la  proposee,  la 
meme  singularite  que  la  figure  formee  par  I'ensemble  de  deux  adjointes 
ordinaires.  De  plus,  la  courbe  Fj^-e  =  o  a  un  contact  d'ordre  impair 
avec  la  courbe /—  o  en  tous  les  points,  non  multiples,  oii  elle  la  coupe. 

6.  Remarqne.  —  II  pent  arriver  que  soit  le  carre  d'une  fonction 
thetafuchsienne  holomorphe  d'ordre  un;  ou,  si  Ton  veut  que  F2„_u  soit 
le  carre  d'un  polynome  de  degre  n  —  3  en  a;  et  j  qui,  egale  a  zero, 
represente  une  courbe  adjointe  a /=  o. 

Dans  ce  cas,  du  et  dv  sont  des  differentielles  abeliennes  de  premiere 
espece  le  long  de  la  courbe  C  :  celle-ci  est  alor?  ce  que  j'ai  appele  une 
courbe  unwoque  {Journal  de  Math.,  4"  serie,  t.  IX),  c'est-a-dire  que  son 
equation  sur  la  surface  de  Kummer  s'obtient  en  annulant  une  fonction 
theta  des  variables  u  et  r,  qui  n'est  ni  paire  ni  impaire. 

7.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  C  passe  par  un  ou  plusieurs 
points  doubles  de  la  surface  de  Kummer;  on  aura  toujours  (n°  3)  le 
long  de  cette  courbe 

du  +  p  dv  =  \'®(X)  dl, 

etant  une  fonction  thetafuchsienne  du  second  ordre  de  ^.  Cette 
fonction,  d'apres  le  n"  3,  ne  peut  admettre  comme  poles  (necessaire- 
ment  d'ordre  un)  ou  comme  zeros  d'ordre  impair,  que  les  valeurs  de  ^ 
qui  respondent  aux  points  de  C  coincidant  avec  un  point  double  de  la 
surface.  Pour  |eclaircir  cette  question,  supposons  que,  pour  ^  =  ^o>  la 
courbe  C  passe  par  le  point  double  qui  a  pour  arguments  abeliens  u  =  o, 
v  =  o  sur  la  surface  (le  raisonnement  serait  le  meme  pour  un  autre 
pointdouble)  etprenons  cepointpourorigine,  x^y—  z  =  o,  des  coor- 
donnees.  On  aura,  sur  la  courbe  C,  au  voisinage  de 
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etdes  expressions  analogues  pour  j  elz  :  dans  ces  equations, />d6signe 
un  entier  positif,  au  moins  egal  a  i ;  si  />  =  i,  la  branche  de  courbe  qui 
repond  aux  valeurs  voisines  de  est  simple;  si  p^i,\a  courbe  pre- 
sente,  pour  ces  valeurs,  un  cycle  singulier,  d'ordre  p. 

Observons  maintenant  que,  sur  la  surface  de  Kummer,  en  vertu  meme 
du  mode  de  representation  de  M.  Weber,  les  coordonnees  cc,  y  et  z  sont 
des  fonctions  paires  des  parametres  //  et  c;  au  voisinage  de  u  =  o, 
^'  =  o ;  on  a  done,  sur  la  surface, 

a'  =  A  li^  -I-  B «('  +  C  t'-  +  .  . . 

et  de  meme  pour  j  et  z.  On  en  conclut,  le  long  de  la  courbe  C,  au  voisi- 
nage de 

et  deux  autres  equations  semblables;  d'oii 

et  par  suite  u  et  v,  exprimes  en  fonction  de  ^  le  long  de  C,  sont 
d'ordre      en     —  Ho).  Des  lors  on  a 

1  ^ 

du  +  ^di>  =  {'''r^  —  la)-        F(^  —  Eo)<^Ei 

F  ne  devenant  ni  nul  ni  infini  pour  ^  =  ;  ce  qui  montre  que  0(^)  con- 
tient     —  ^o)''""  en  facteur.  Ainsi  : 

I"  La  fonction  admet  comme  poles  d'ordre  un  les  valeur  de  ^ 
repondant  aux  branches  simples  de  la  courbe  C  qui  passent  par  les 
points  doubles  de  la  surface,  et  ces  valeurs  seulement; 

2°  Elle  admet  comme  zeros  d'ordre  p  —  2  les  valeurs  de  H  repondant 
aux  cycles  d'ordre  p  que  presente  la  courbe  en  ces  memes  points 
doubles.  Les  autres  zeros  de  0(i)  sont  (n"  3)  d'ordre  de  multiplicite 
pair. 

8.  On  ne  devra  pas  oublier,  en  appliquant  ces  resultats,  qu'un  point 
multiple  d'ordre  n,  a  tangentes  distinctes,  est  forme  par  n  branches 
simples;  au  contraire,  un  cycle  d'ordre  p  comporte  p  branches  a  tan- 
gentes confondues  en  une  seule. 

CEUVRES  DE  0.  HUMBERT,  T.  II.  70 
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Application  aux  courbes  de  genre  zero. 

9.  Pour  une  courbe  uniciirsale  C,  tracee  sur  la  surface  de  Kiimmer, 
on  a  evidemment 

0(H)  etant  une  fonction  rationnelle  du  pararaetre  unicursal  \,  dont 
chaquc  valeur  repond  a  un  point  de  la  courbe  et  inversement. 

Cette  fonction  nc  peut  etre  identiquement  nulle  quel  que  soit  p,  car 
on  aurait  tout  le  long  de  la  courbe  C,  du  =  civ  =  o,  c'est-a-dire 

=  const.,       p'.— const. ; 

conclusion  inadmissible,  car  a  des  valeurs  donnees  de  u  et  p  correspond 
toujours,  sur  la  surface  de  Kummer,  un  point  et  jamais  une  courbe  : 
cela  tient  a  ce  que  les  quatre  fonctions  theta  auxquelles  sont  propor- 
tionnelles  les  coordonnees  d'un  point  de  la  surface  ne  s'annulent  simul- 
tanement  pour  aucun  systeme  de  valeurs  de  u,  v. 

Cela  pose,  pour  que  I'inlegrale J \l@(^)d^  reste  finie  quel  que  soit  £, 

il  faut  que  le  nombre  des  poles  de  0(H)  surpasse  de  quatre  unites  au 
moins  le  nombre  des  zeros  (on  a  prealablement  effectue  sur  i  la  trans- 
formation homographique  la  plus  generale,  de  maniere  que  ^=00  ne 
soit  pas  un  point  critique  de  I'integrale).  Gomme  les  poles,  necessaire- 
ment  simples,  de  0(^)  ne  peuvent  correspondre  qu'aux  branches 
simples  que  presente  I'unicursale  aux  points  doubles  de  la  surface 
(n°  7),  il  en  resulte  que  : 

//  n'existe,  sur  aucune  surface  de  Kummer,  de  courbe  unicursale  ayant 
au  total  moins  de  quatre  branches  simples  en  des  points  doubles  de  la 
surface. 

Par  exemple,  il  n'y  a  pas  de  courbe  unicursale  ne  passant  par  aucun 
point  double;  done  il  n'existe  pas  de  plan  touchant  une  surface  de 
Kummer  en  trois  points  simples,  de  quadrique  la  touchant  en  neuf 
points  simples,  etc. 

10.  Le  cas  d'une  unicursale  C  presentant  en  tout  quatre  branches 
simples  en  des  points  doubles  de  la  surface  merite  un  examen ;  soient 
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C.J,  ^3,  les  valeurs  du  parametre  ^  qui  repondent  ii  ces  qualre 
branches;  on  a  necessairement,  par  ce  qui  precede, 

tout  le  long  de  la  courbe  C,  a  designant  une  constante.  Comme  p  est 
arbitraire,  du  et  cA'  sont  de  la  meme  forme,  de  sorte  que  du  —  l;dv 
sur  C;  Tequation  de  I'unicarsale  sur  la  surface  est  done 

—  Ac  H-  const., 

k  etant  constant.  Mais  on  reconnait  bien  aisement  qu'une  courbe  definie 
par  cette  relation  lineaire  entre  u  et  r  ne  peut  etre  algebrique  que  si  les 
quatre  periodes  abeliennes  de  ii  —  At  se  reduisent  a  deux  :  on  est  done 
place  dans  le  cas  elliptique.  J'ai  montre  ailleurs  {American  Journal  of 
Mathem.,  t.  XVI)  qu'en  egalant  a  une  constante  convenable  les  deux 
quantites  //  —  kv  dont  les  periodes  abeliennes  se  reduisent  a  deux,  on 
obtient  au  total  huit  courbes  unicursales  passant  chacune  simplenient 
par  quatre  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer.  Par  suite  : 

Dans  le  cas  elliptique,  et  dans  ce  cas  seulement,  on  peut  tracer  sur  la 
surface  de  Kummer  des  courbes  unicursales  presentant,  au  total,  quatre 
branches  simples  en  des  points  doubles  de  la  surface;  ces  courbes,  au 
nombre  de  huit,  passent  chacune  simplement  par  quatre  points  doubles. 

Par  exemple,  le  tetraedroide  possede  huit  coniques,  situees  deux  a 
deux  dans  quatre  plans,  et  contenant  quatre  points  doubles  chacune. 

On  conclut  de  la  que,  pour/)  =  o,  i  ou  2,  il  n'existe  pas  de  surface 
d'ordre  n,  passant  simplement  par  p  points  doubles  de  la  surface  de 
Kummer,  et  touchant  celle-ci  en  —  P~^'^  points  simples  :  la  courbe 
d'intersection  serait,  en  efFet,  unicursale,  comme  on  leverifie  aisement, 
et  aurait  0,  2  ou  4  branches  simples  en  des  points  doubles  de  la  surface, 
dont  le  nombre  serait  inferieur  a  quatre. 

11.  Passons  maintenant  au  cas  d'une  unicursale  C,  presentant  au 
total  plus  de  quatre  branches  simples  en  des  points  singuliers  de  la 
surface  de  Kummer;  la  fonction  rationnelle  0(^)  correspondante  a 
alors  plus  de  quatre  poles  simples.  Elle  en  a  six  au  moins,  comme  on  le 
reconnait,  en  operant  sur  ^  une  transformation  homographique,  de 
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maniere  que  le  point  g  =  oo  ne  soit  pas  critique  pour  I'integrale 


II  en  resulte  qu'une  unicursale  trade  sur  une  surface  de  Kummer  non 
elliptique  doit  presenter  en  tout,  aux  points  doubles  de  la  surface^ 
six  branches  simples  au  moins. 

12.  Admettons  d'abord  qu'il  y  ait  exactement  six  branches  simples, 
repondant  aux  valeurs  H,,  hi,  . .  .,  ?6  du  parametre  E  qui  determine  les 

points  de  I'unicursale  C  :  pour  que  I'integrale  j" \J&(l,)d^  reste  finie 
pour  ^  =  oc,  il  faut  que  0(^),  qui  n'a  que  les  six  pdles  simples  E,, 
Ho,  Eu,  n'ait  que  deux  zeros,  lesquels  sont  necessairement  confondus 
(n°  7),  puisque,  par  hypothese,  la  courbe  C  n'a,  aux  points  doubles  de 
la  surface,  que  les  six  branches  (simples)  considerees  ici.  On  a  done, 
tout  le  long  de  la  courbe  C, 

da     p  cw—   at. 

\{X-l,)...{X-l.) 

Comme  p  est  quelconque,  u  et  v  sont,  le  long  de  C,  deux  integrales 
hyperelliptiques  de  genre  deux  et  de  premiere  espece;  en  un  point 
de  C,  elles  ne  sont  done  determinees  qu'a  certaines  periodes  pres,  que 
nous  definirons  de  la  maniere  suivante  :  Soient  u'  et  v'  deux  integrales 
hyperelliptiques  du  meme  type  que  u  et  p  le  long  de  la  courbe  C, 


J    \{l  —  ts).  .  .  (^  — 2r,)  ^ 


formant  un  systeme  normal,  c'est-a-dire  admettant  comme  periodes 
quatre  couples  de  quantites,  de  la  forme  (i,  o);  (o,  i);  {a,  t);  (t,  a'). 
Les  integrales  ii  et  t^,  le  long  de  C,  sont  des  fonctions  lineaires  de  u' 
et  v',  fonctions  qu'on  pent  supposer  homogenes,  si  Ton  choisit  conve- 
nablement  les  limites  inferieures  des  integrales 

(4)       .  n=zlu'-h  ixp',        i> —  V u' -h  ^'c'. 

En  un  point  de  la  courbe  G,  u'  et  v'  ne  sont  determines  qu'a  une  de 
leurs  periodes  pres,  quelconque  d'ailleurs;  si  u!  et  v'  augmentent  d'une 
periode,  u  et  v  augmentent,  en  vertu  de  (4),  de  quantites  correspon- 
dantes.  Mais  u  et  v  sont,  par  hypothese,  les  arguments  hyperelliptiques 
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(I'un  point  de  la  courbe  C,  c'est-k-dire  de  la  surface  de  Kummer;  ils  ne 
peuvent  done  avoir,  en  un  meme  point,  que  des  valeurs  differant  entre 
elles  d'une  periode  des  fonctions  abeliennes  liees  a  la  surface.  Soit, 
comme  au  n"  3,  (i,  o);  (o,  i);  (g,  A);  (h,  g')  un  systeme  de  periodes 
primitives  pour  u  etp  sur  la  surface;  les  quantites  u&iv  definies  par  (4) 
augmenteront  d'une  periode  de  ce  dernier  systeme  quand  u'  et  v'  aug- 
mentent  d'une  periode  quelconque  derivee  des  periodes  (i,  o);  (o,  i); 
(a,  t);  ('T,  a'). 

En  d'autres  termes,  si  Ton  considere  u'  et  v' comme  deux  variables 
abeliennes,  ind6pendantes  entre  elles,  de  periodes  (i,  o);  (o,  i);  (a,  t); 
(t,  a'),  les  equations  (4)  etablissent  une  transformation  entre  les  fonc- 
tions abeliennes  des  variables  u'  et  \>' ,  admettant  ces  periodes,  et  les 
fonctions  abeliennes  des  variables  u  etc,  admettant  les  periodes  (i,  o); 
(o,  i);  (^g,  h);  (h,  g')  :  car,  aux  valeurs  u'  +  periode,  c^'H-  periode,  les 
equations  (4)  font  correspondre,  d'apres  ce  qui  precede,  des  valeurs  de 
la  forme  + periode,  *  + periode,  c'est-a-dire  un  seul  point  abe- 
lien  u,  V. 

Si  nous  admettons  que  les  fonctions  abeliennes  en  c  (ou  en  ii' ,  v') 
ne  sont  pas  singulieres  dans  le  sens  que  nous  avons  donne  a  ce  mot 
(^Journal  de  Mathematiques,  5°  serie,  t.  V,  VI  et  VII),  la  transformation 
dont  il  s'agit  est  necessairement  une  transformation  ordinaire,  et  il  est 
aise  de  determiner  son  ordre. 

13.  L'equation  de  la  courbe  C,  sur  la  surface  de  Kummer,  est  de  la 
forme  &{u,  v)  =  o,  la  fonction  %{u,  <  )  etant  une  fonction  theta,  aux 
periodes  (i,  o);  (o,  i);  (^,  h);(h,  g'),  qui  est  necessairement/)a«>e  ou 
impaire  :  autrement,  en  effet,  la  courbe  serait  univoque  (n"  6);  c'est-a- 
dire  que  II  et  v  seraient  des  integrales  abeliennes  de  premiere  espece 
sur  cette  courbe,  qui,  des  lors,  ne  pourrait  elre  unicursale. 

D'ailleurs,  le  long  de  G,  a  et  v'  sont  deux  integrales  hyperelliptiques 
de  genre  deux,  aux  periodes  normales  (i,o);  (o,  i);  (a,  t);  (t,  a');  elles 
sont  done  liees,  en  vertu  d'un  theoreme  fondamental  classique,  par  une 
equation  c')  =  o,  en  designant  par  '^(^u' ,  c^')  une  fonction  theta  du 
premier  ordre,  aux  periodes  (i,  o);  (o,  i);  (c,  x);  (t,  a') :  cette  fonction 
est  necessairement  paire  ou  impaire,  car  u  et  v  n'etant  simultanement 
definis  qu'au  signe  pres  le  long  de  G,  il  en  est  de  meme  de  u'  et  v' 
d'apres  (4). 
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Cela  pose,  si  la  transformation  definie  par  les  equations  (4)  est 
trordre  n,  ces  equations  font  corresponcire,  a  un  point  abelien  //,  v, 
n'^  points  abeliens  n' ,  v' ,  dont  les  arguments  different  de  certains  71'*""=' 
de  periodes;  on  aura  done,  d'apres  la  theorie  de  la  transformation, 
appliquee  a  la  fonction  0(//,  »  ), 

(5)      0(«,  <■)  =  a„  ,/  +  (3,)  .  .  .  27(,/'+  a„..,  (3,,,), 

en  designant  par  P(«',  v')  un  polynome  du  second  ordre  en  u' ,  r'  et  par 
aj,  Pa,  .  .  . ,  an%  ^n?,  des  n'"'""  de  periodes  convenables. 

Or,  on  sait  qu'une  fonction  theta  d'ordre p  en  u,  vd^  pour  transformee 
en  u' ,  v'  une  fonction  theta  d'ordre  pn;  si  p  est  I'ordre  de  @{u,  p), 
I'ordre  du  second  membre  de  (5),  qui  est  evidemment  /?-,  devant  etre 
egal  a  pn,  on  aura 

n  =  p. 

Ainsi  la  transformation  que  nous  etudions  a  pour  ordre  I'ordre  meme 
de  &{u,  p),  ou,  si  Ton  veut,  la  moiti6  du  degre  de  la  courbe  S{u,  v)  =  0, 
c'est-a-dire  de  C ('). 

14.  On  pent  done  enoncer  le  resultat  suivant  : 

Soit  une  surface  de  Kummet  lice  a  des  fonctions  abeliennes  demant  du 
radical  \f (cc  —  a^) .  .  .  (x — rtg);  supposons  qu'une  courbe  unicui'sale, 
tracee  sur  elle,  et  de  degre  •xp,presente  en  tout  six  branches  simples  aux 
points  doubles  de  la  surface,  et  designons  par  ^, ,  •  •  •  >  l^s  valeujs 
du  parametre  unicursal  correspondantes ;  les  fonctions  abeliennes  derivees 
respectivemcnt  des  deux  radicaux 

V (.r  —  fl, )  .  .  .  (a;  —  rr J    el    \'{x  —  t^)  •  ■  ■  C^'-  — He) 

sonX  liees  par  une  transformation  d^  ordre  p. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  theoreme  et  sur  sa  reciproque,  et 
nous  en  ferons  quelques  applications. 


(')  Car,  sur  la  surface  de  Kummer  defiiiic  parametriquement  par  le  precede 
de  M.  Weber,  la  courbe  0  (?/,  c)  —  o,  oii  0  (//,  c)  est  une  fonction  theta,  paire  ou 

impaire,  d'ordre  p,  est  coupee  par  un  plan  en  ^.        p  points;  elle  est  done 

d'ordre  2 
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15.  Le  cas  d'une  courbe  unicursale  ayant  plus  do  six  branches 
simples  au  total  en  des  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer  parait 
moins  interessant.  Le  long  d'une  telle  courbe,  u  et  c  se  presentent  sous 
la  forme  d'integrales  hyperelliptiques  de  genre  superieur  a  deux,  et 
comme  elles  ne  peuvent  admettre  que  quatre  paires  de  periodes  simul- 
tanees,  on  a  un  exemple  geometrique  d'integrales  reductibles  au  genre 
deux.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 

16.  Courbes  de  genre  un.  —  II  est  aise  d'etablir,  en  suivant  les  me- 
thodes  precedentes,  que,  en  dehors  du  cas  elliptique,  une  courbe  de 
genre  un,  tracee  sur  la  surface  de  Kummer,  presente  en  tout  quatre 
branches  au  moins  en  des  points  singuliers  de  la  surface.  Par  suite,  il 
n'existe  pas  de  plan  tangent  a  la  surface  en  deux  points  simples;  pasde 
quadrique  tangente  en  huit  points  simples,  etc. 

Application  aux  courbes  de  genre  deux. 

17.  Nous  ne  traiterons  que  des  courbes  de  genre  deux  (tracees  sur 
la  surface  de  Kummer)  ne  passant  par  aucun  des  seize  points  doubles. 

Soient  C  une  pareille  courbe;  C  une  courbe  plane  du  quatrieme 
ordrc,  a  un  point  double,  lui  correspondant  point  par  point,  et  d'equa- 
tion  /(a?,  j)=o.  Les  dilferentielles  du-\-^dv  prises  sur  la  surface  le 
long  de  C  ont  pour  expression  le  long  de  C  (n°  5) 

du  +  p  <•/('  =:  - —  d.r. 

J  y 

Fa(^', /)  designant  le  premier  membre  de  I'equation  d'une  conique 
biadjointc  a  C,  c'est-a-dire  ayant  un  point  double  au  point  double  de  C. 
La  conique  Fo  — o  se  decompose  done  en  deux  droites  passant  par  ce 
point  et  qui,  de  plus,  doivent  etre  soit  confondues,  soit  tangentes  a  C 
(n"  5)  :  mais  les  tangentes  menees  a  C  par  son  point  double  sont  au 
nombre  de  six,  et  I'equation  simultanee  de  deux  d'entre  elles  ne  pent 
contenir  de  parametre  arbitraire;  comme  ¥^{x,y)  doit  evidemment 
dependre  du  parametre  c,  il  faut  que  les  deux  droites  qui  composent  la 
conique  F.  =:  o  soient  confondues.  En  d'autres  termes,  du  et  sont  de 
la  forme 

ax  +  h  y  +  (■  . 
 rf  d.v, 

J  y 
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la  droite  ax- -i-  bj  c  =  o  passant  par  le  point  double  de  C;  u  et  c  sont 
done  deux  integrales  abeliennes  de  premiere  espcce  appartenant  a  cette 
courbe. 

II  en  resulte  qu'on  pent  separer  analytiquement,  le  long  de  C  ou  de 
C,  les  arguments  ii,  v  —  u,  —  v  qui  correspondent  a  un  meme  point ; 
C  est  done  une  courbe  univoque,  c'est-a-dire  que  son  equation,  sur  la 
surface  de  Kummer,  s'obtient  en  annulant  une  fonction  thela,  de  u  et  c, 
qui  n'est  ni  paire,  ni  impaire. 

18.  Soient  maintenant  u'  et  deux  integrales  abeliennes  de  premiere 
espece,  appartenant  a  C  (ou,  ce  qui  revient  au  meme,  a  C),  et  formant 
un  systeme  normal,  c'est-a-dire  ayant  des  couples  de  periodes  du  type 
(i,  o),  (o,  i),  (a,  t),  (t,  a');  en  un  point  de  C,  u'  et  c'  prennent  des 
valeurs  qui  different  entre  elles  d'une  periode,  et  cette  periode  peutetre 
quelconque.  Comme  C  est  de  genre  deux^  u  v  sont,  le  long  de  cette 
courbe,  lineaires  en  //'  et  c'  : 

(6)  ^/ =  >.«'+ jULc';       V  =  V  u' +  \J.' v' . 

D'ailleurs,  en  un  point  de  C,  a  et  v  prennent  des  valeurs  qui  different 
entre  elles  d'une  periode  derivee  des  periodes  (i,  o),  (o,  i),  {g\  h), 
(h,  g')  liees  aux  arguments  u  et  rsur  la  surface  deKummer ;  il  en  resulte 
que,  u'  et  r'  augmentant  d'une  quelconque  de  leurs  periodes,  u  et  r, 
definis  par  (6),  augmentent  d'une  des  leurs.  Par  suite  (n"  12),  les 
equations  (6)  etablissent  une  transformation  entre  les  fonctions  abe- 
liennes de  u,  V,  aux  periodes  (i,o),  (o,  i),  (g,h),  {h,g'),  et  les  fonc- 
tions abeliennes  de  u',  v',  aux  periodes  (i ,  o),  (o,  i),  (a,  i),  (t,  g'). 

Si  la  transformation  est  ordinaire,  ce  qui  est  le  cas  certain  pour  des 
fonctions  abeliennes  non  singulieres,  soit  n  son  ordre;  0(w,  f)  etant  le 
premier  membre  de  I'equation  de  C  sur  la  surface  de  Kummer,  on  a, 
comme  au  n°  13, 

(7)  0(^^  v)  =  e^'"'y>^{u\  (^')^("'+  (3-2)-  •  •  ^("'+       ^''+  f3„0, 

d'ou  Ton  conclut  encore  que  n  est  egal  a  I'ordre,  p,  de  la  fonction  theta 
0(m,  p). 

Dans  cette  equation,  2r(u',  v')  designe,  comme  au  n"  13,  une  fonction 
theta  d'ordre  un,  aux  periodes  (i,  o),  (o,  i),  {a,  t\  (t,  a');  mais  cette 
fonction  n'est  plus  paire  ou  impaire,  parce  que &(u,  v)  ne  Test  pas. 
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Le  degre  de  la  courbe  C  est  d'ailleurs  egal  a  4/>>  car  le  nombre  des 
zeros  communs  a  &{u,  ^)  et  a  une  fonction  theta  du  second  ordre  est 
4/),  et  ces  zeros  ne  sont  pas  deux  a  deux  egaux  et  de  signes  contraires, 
puisque  &{u,  v)  n'est  ni  paire  ni  impaire. 

19.  Completons  ces  resultats  par  une  interpretation  geometrique. 
SoientKla  surface  de  Kummer  initiale  sur  laquelle  est  tracee  C,  et 

K'  une  surface  analogue  definie  de  la  meme  maniere  a  I'aide  des  fonc- 
tions  abeliennes  en  u'  et  En  vertu  de  {6),  k  un  point  u\  v'  de  K' 
repond  un  seul  point  u,  v  de  K,  et  a  un  point  de  K  repondent  /)-  points 
de  K',  puisque  la  transformation  (6)  est  d'ordre  p.  Quand  le  point  u,  v 
decrit  sur  K  la  courbe  C,  I'equation  (7)  montro  que  les  />- points  v' 
correspondanls  decrivent,  sur  K',  les p-  courbes  distinctes 

27(m',  (^')  =  o,       S7(«'+a,,,  1^'+ (3,)==o, 

dont  chacune,  des  lors,  correspond  a  C  point  par  point.  D'ailleurs,  la 
courbe  ('')  =  o,  ou  <')  est  une  fonction  theta  d'ordre  un,  ni 
paire  ni  impaire,  est  la  section  de  K'  par  un  plan  tangent,  et  a  pour 
modules  les  modules  memes  des  fonctions  abeliennes  liees  a  K'('). 

Observons  encore  qu'en  designant  par  a  et  (3  deux  constantes,  la 
courbe  definie  sur  K  par  I'equation  ©(M+a,  P)  =  o  correspond 
evidemment  point  par  point  a  <')  =  o;  c'est  done  une  courbe  de 
meme  genre  (deuce)  et  de  memes  modules  que  C  ;  elle  estaussi  de  meme 
degre,  4/). 

Enfin,  chacune  des  courbes  0(?/ +  a,  (^+[3)  =  o,  y  compris  C,  est 
Tintersection  complete  de  la  surface  K  avec  une  surface  d'ordre  p(')', 
en  general,  une  telle  intersection  est  de  genre  ajo-  +  1  et,  pour  qu'elle 
soit  de  genre  deux,  il  faut  qu'elle  admette  2p-  —  i  points  doubles  (ou 
des  points  multiples  d'ordre  superieur  en  nombre  equivalent);  la  sur- 
face d'ordre p  touchera  done  la  surface  de  Kummer  en  2.p- —  1  points. 

20.  On  peut  done  enoncer  ce  resultat : 

Soit,  sur  une  surface  de  Kummer,  une  courbe  de  genre  deux  ne  passant 


(')  Journal  de  Mathematiques,  4®  serie,  t.  IX,  p.  112. 
(2)  Ibid.,  I.  IX,  p.  i55. 
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par  aucun  des  seize  points  doubles  :  cette  courbe  est  de  degre  l\p;  elle 
appartient  a  un  groupe  doublement  infini  de  courbes  de  mime  degre^  de 
meme  genre  et  de  memes  modules,  egalement  tracees  sur  la  surface  et  ne 
passant  par  aucun  point  double.  Chacune  de  ces  courbes,  y  compris  la  pro- 
posee,  est  ^intersection  complete  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface 
d^ordre  p,  qui  la  touche  enip"^  —  i  points;  ses  modules  sont  ceux  de  fonc- 
tions  abeliennes  liees,  par  une  transformation  d'ordre p,  a  celles  qui  defi- 
nissent  la  surface  primitive. 

Reciproquement  :  Toute  surface  d'ordre  p  touchant  la  surface  de 
Kummer  en  ip"^  —  i  points  et  ne  passant  par  aucun  de  ses  seize  points 
doubles,  la  coupe  suivant  une  courbe  de  degre  [\p  etde  genre  deux,  dont  les 
modules  jouissent  de  la  propriete  precedente. 

Une  autre  reciproque,  a  peu  pres  6vidente,  est  ce!le-ci  : 

Soient  K  et  K'  deux  surfaces  de  Kummer  trans formees  I'une  de  r autre 
par  une  transformation  ordinaire  d''ordre  p,  c' est-a-dire  tellesqua  un 
point  de  K'  reponde  un  point  de  K  et,  a  un  point  de  K,  p-  points  de  K'  : 
aux  sections  de  K'  parses  plans  tangents  correspondent,  point  par  point, 
sur  K,  des  courbes  d'ordre  l\p,  de  genre  deux,  ayant  toutes  pour  modules 
ceux  des  fonctions  abeliennes  qui  definissent  la  surface  K'. 

21.  De  cet  ensemble  de  propositions  resulte  le  theoreme  general  : 

Les  surfaces  d'ordre  p  qui  touchent  une  surface  de  Kummer  en 
2/)^  —  I  points,  c'est-d-dire  la  coupent  suivant  des  courbes  de  genre  deux, 
et  qui  ne passent par  aucun  des  seize  points  singuliers,  se  repartissent  en 
autant  de  groupes  qu'il  y  a  de  transformations  ordinaires,  non  equiva- 
lentes,  d'ordre p;  chaque  groupe  est  lie  d  une  de  ces  transformations. 

Les  surfaces  d'un  groupe  sont  en  nombre  doublement  infini  et  coupent 
la  surface  de  Kummer  proposee  suivant  des  courbes  de  degre  [\pet  de  genre 
deux  qui  ont  les  mimes  modules  :  ces  modules  sont  ceux  des  fonctions  abe- 
liennes trans formies ,  par  la  transformation  qui cori'espond  au  groupe,  des 
fonctions  abeliennes  liees  a.  la  surface  de  Kummer  initiale. 

On  ainsi  une  representation  geometrique  tres  simple  des  transforma- 
tions d'un  ordre  donne  et  des  equations  modulaires  correspondantes. 

Par  exemple,  si  p  est  premier,  il  y  a  i  -hp  -h/j-  -f-  ja^  transformations 
non  equivalentes  d'ordre  p  (Hermite);  nous  aurons  done  ce  meme 
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nombre  pour  nos  groupes  de  surfaces  d'ordre  p.  Ainsi,  il  y  a  quarante 
groupes  de  surfaces  du  troisieme  ordre  touchant  chacune  la  surface  de 
Kummer  en  dix-sept  points;  quinze  groupes  de  quadriques  tangentes 
en  sept  points,  etc. 

22.  On  pent  rattacher  a  cette  theorie  les  resultats  donnes  plus  haut 
(n°  14)  a  propos  de  certaines  courbes  unicursales. 

Reprenons  les  deux  surfaces  de  Kummer  K  et  K'  introduites  tout  «i 
I'heure  :  aux  sections  de  K'  par  ses  plans  tangents  correspondaient 
point  par  point,  sur  K,  des  courbes  de  genre  deux  et  de  degre  l\p.  Si 
'b{u' ,  (')  =  0  est  I'equation  d'une  des  sections  considerees  sur  K',  et  si 
v)  =  o  est  celle  de  la  courbe  correspondante  sur  K,  on  a  (7) 

0(«,  v)  =  e^^"''^'^^{u\  i>')?s{u'+  a,,  (-'+  (3,),        ....  a,,,,  (''+  (3,,,). 

Parmi  les  sections  de  K'  par  ses  plans  tangents  figurent  les  seize 
coniques  de  cette  surface;  soit  'zs^i^u' ,v')  =  0  I'une  d'elles.  La  fonction 
&o("',  est  un  des  seize  thetas  norniaux  d'ordre  w/i;  elle  est  paire  ou 
impaire.  On  en  deduit  immediatement  que  la  fonction  0(i/,  v)  corres- 
pondante, que  je  designerai  par  0o(?/,  c)  est  aussi  paire  ou  impaire ;  de 
plus,  ^o("'>  s'annule  pour  six  demi-periodes  de  u',  v' ;  d'oii  Ton  con- 
clut  que  Oo(''»  ^)  s'annule  six  fois  pour  des  demi-periodes  de  //,  v.  Plus 
exactement,  la  courbe  <')  =  o  a  six  branches  simples  en  des  points 

doubles  de  K.  Cette  courbe  est  d'ailleurs  de  degre  ip,  au  lieu  de  4/*,  a 
cause  de  la  parite  ou  de  I'imparite  de0„(?/,<');  elle  est  unicursale,  puis- 
qu'elle  repond  point  par  point  a  la  conique  3^o(«'»  <  ')  =  o. 

23.  Reciproquement,  toute  unicursale  de  degre  2/),  tracee  sur  K,  et 
presentant  en  tout  six  branches  simples  aux  points  doubles  de  cette 
surface,  appartient,  compteedeux  fois,  a  un  des  groupes  de  courbes  de 
genre  deux  et  d'ordre  l\p  rencontres  tout  a  I'heure.  Car  si  0o(//,  *')  =  o 
est  son  equation,  je  dis  que  les  courbes 

0o(«  +  a,    +  (3)  =  0 

sont  de  degre  4/>  et  de  genre  deux. 

1°  EUes  sont  d'un  degre  double  du  degre  de  0o(«,  v)  =  o,  car  la 
fonction  0o(«,  t^)  est  necessairement  paire  ou  impaire  (n°  13)  et  la  fonc- 
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tion  ©0  (m  +  a,  t^H- (3)  n'a  plus  cette  propriete,  tout  en  ayant,  comme 
fonction  theta,  le  meme  ordre  que  la  precedente. 

2°  Elles  sont  de  genre  deux,  car  on  peut  etablir  entre  les  courbes 
©0  (U,  V)  =  o  et  0o("  +  a,  pH-  ^)  =  o  la  correspondance 

U  =        a,       \  =    +  [3, 

qui  a  un  point  u,  v  ne  fait  correspondre  qu'un  point  U,  V,  et  a  un  point 
U,  V  fait  correspondre  les  deux  points  u=  £  U  —  a,  <>  =  s  V  —  (3,  £  desi- 
gnant  ±  i.  D'ailleurs,  ces  deux  derniers  points  ne  coincident  que  si 
U,  V  est  une  demi-periode,  ce  qui  se  presente  en  tout  six  fois,  puisque 
la  courbe  0o(U,  V)  =  o  n'a  que  six  branches  simples  aux points  doubles 
de  K  :  le  genre  p  de  la  courbe  0o("  +  a,  -h  P)  =  o  s'obtient  des  lors 
par  la  formule  de  M.  Zeuthen  sur  les  genres  de  deux  courbes  corres- 
pondantes,  ce  qui  donne  ici 

2(p  —  l)  =  2.2.(o  —  l)  +  6,  d'oil  p=:2. 

!24.  II  resulte  de  la  et  du  theoreme  du  n"  14  que,  pour  obtenir  les 
modules  de  toutes  les  fonctionsabeliennes  liees,  parune  transformation 
d'ordre  p,  aux  fonctionsabeliennes  qui  definissentune  surface  de  Kum- 
mer  donnee  K,  on  pourra  proceder  ainsi  :  on  cherchera  a  determiner 
sur  K  les  unicursales  d'ordre  ip  qui  presentent  en  tout  six  branches 
simples  aux  points  doubles  de  la  surface;  ces  courbes  se  repartissent 
en  autant  de  groupes  qu'il  y  a  de  transformations  non  equivalentes 
d'ordre  p.  Si  H,,  Ea,  .  . . ,  sont  les  valeurs  du  parametre  unicursal  qui 
correspond,  sur  une  des  courbes,  aux  six  branches  simples  passant  par 
des  points  doubles,  le  radical  ^{x  —  ^, )  .  .  .  (j7  —  Ee)  donnera  naissance 
(n"  14)  a  des  fonctions  abeliennes  liees  aux  fonctions  primitives  par 
une  transformation  d'ordre  p. 

Transformations  d'ordre  trois. 

25.  Pour  les  transformations  du  troisieme  ordre,  on  doit,  d'apres  ce 
qui  precede,  chercher  les  courbes  unicursales  de  degre  six  ayant  en 
tout  six  branches  simples  aux  points  singuliers.  Or  (^Journal de  Mathe- 
matiques,  4"  serie,  t.  IX,  p.  les  courbes  d'ordre  six  se  divisent  en 
deux  grandes  classes  :  celles  de  la  premiere  passent  simplement  par 
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six  points  doubles,  celles  de  la  seconde  par  dix.  Les  premieres  sont 
done  seules  admissibles.  Elles  se  repartissent  {ibid.)  en  seize  families, 
quadruplement  infinies  chacune,  et  qui  sont  transformees  Tune  de 
I'autre  par  une  des  quinze  transformations  homographiques  de  la  sur- 
face en  elle-meme  ^ces  transformations  font  repondre  a  un  point  u,  v 

le  point    +  ^  periode,    +  ^  periode^  II  suffit  done  de  considerer  une 

des  seize  families:  les  courbes  correspondantes  sont  {ibid.)  les  inter- 
sections de  la  surface  de  Kummer  K  avec  des  quadriques  menees  par 
une  des  seize  coniques,  y.  Une  pareille  courbe  est,  en  general,  de  genre 
quatre  {ibid.,  p.  i4i);  pour  qu'elle  soit  unicursale,  il  faut  qu'elle  ait 
quatre  points  doubles,  distincts  des  points  singuliers  de  K,  puisqu'en 
ces  derniers  points  il  ne  peut  y  avoir,  en  tout,  que  six  branches  simples. 
Ainsi,  tout  revient  a  determiner,  parmi  les  quadriques  en  nombre 
quatre  fois  infini  qui  passent  par  la  conique  y,  celles  qui  touchent  la 
surface  de  Kummer  en  quatre  points  (simples).  II  y  en  a  en  tout  qua- 
rante,  puisqu'il  y  aquarante  transformations  non  equivalentes  d'ordre 
trois  {n°^  2i,  24).  En  projetant  la  figure  a  partir  d'un  des  points  doubles 
de  K,  non  situes  sur  y,  on  arrive  sans  difficulte  a  ce  resultat  {*)  : 

Soient  ABC  et  A'B'C  deux  triangles  circonscrits  d  une  meme  conique; 
designons par  a, ,  a. 2,  .. .,  a^  les  arguments  des  six  cdtes  considered  comme 
tangents  d  la  conique. 

Il  y  a  quarante  courbes  unicursales  du  sixieme  ordre  passant  par  les 
sommets  des  deux  triangles  et  en  outre  bitangentes  aux  six  cotes ;  si 
^, ,  .  .  . ,  ^6  sont  les  arguments  unicursaux  qui  repondent  aux  six  sommets 
sur  une  de  ces  courbes,  les  fonctions  abeliennes  des  deux  radicaux 

\J{x —a^) .  .  .{x  —  a,;)    et    \\x —  ti)  ■  ■  ■  {x —  I,,) 

sont  liees  par  une  transformation  du  troisieme  ordre. 

On  obtient  ainsi  les  quarante  transformations  non  equivalentes  de  cet 
ordre. 

Transformations  d'ordre  deux. 
26.  Les  courbes  d'ordre  quatre,  sur  la  surface  de  Kummer  ordinaire, 

(')  Voir,  a  ce  sujet,  notre  Memoire  Sur  les  fonctions  abeliennes  singulieres 
(ce  Journal,  5^  serie,  t.  V,  p.  342-344)- 
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sont  les  sections  planes  et  des  biquadratiques  dont  chacune  passe  par 
huit  points  doubles  (^Journal  de  Mathematiques,  4"  serie,  t.  IX,  p.  79). 
Les  quartiques  ayant  six  branches  simples  en  des  points  singuliers  ne 
peuvent  done  appartenir  qu'a  la  categoric  des  sections  planes;  et  ce 
seront  necessairement  les  sections  faites  par  des  plans  contenant  trois 
points  doubles.  On  doit  rejeter  les  seize  coniques  qui  sont  d'ordre  deux 

et  non  d'ordre  quatre ;  or  il  y  a  en  tout  ^  16  x  i5  x  i4  plans  menes  par 

trois  des  seize  points  doubles;  parmi  eux  figure  chacun  de  seize  plans 

singuliers  compte  ^6x5x4  f'ois,  puisqu'il  contient  six  points 

doubles  ;  il  reste  done  g  16  [  i5  x  i4  —  6  x  5  x  4]»  ou  240  plans  non 
singuliers  contenant  trois  points  doubles  chacun.  D'ailleurs,  ces  plans 
sont  transformes  les  uns  des  autres  par  les  quinze  transformations  homo- 
graphiques  de  la  surface  en  elle-meme,  de  sorte  qu'il  n'y  a  a  considerer 
que  240 :  16,  c'est-a-dire  quinze,  d'entre  eux.  Ce  nombre  de  quinze  est, 
comme  cela  devait  etre,  celui  des  transformations  non  equivalentes  du 
second  ordre.  Ainsi  : 

Soient  K  une  surface  de  Kummer  et  A,,  A3,  A3  trois  de  ses  points  dou- 
bles non  situes  dans  un  meme plansingulier;  la  section  de  K par  le planA^, 
Aj,  A;,  est  une  quartique  unicursale,  admettant  A, ,  A^  A3  comme  points 
doubles  :  les  six  arguments  de  ces  points  sur  Vunicursale  sont  les  racines 
d^un  polynome  du  sixieme  ordre  dont  la  racine  cairee  donne  naissance  a. 
des  fonctions  abeliennes  liees^  par  une  transformation  quadratique ,  a  celles 
dont  depend  la  surface  de  Kummer  proposee. 

"11 .  On  peut  donner  a  ce  resultat  une  forme  bien  autrement  elegante. 

Observons  d'abord  qu'en  vertu  des  proprietes  generales  de  la  surface 
de  Kummer,  il  existe  un  point  double  Ao  de  cette  surface,  tel  que  le 
tetraedre  AoAiAjAj  n'admette  pour  face  aucun  plan  singulier  de  K. 
Deslors,  les  six  plans  singuliers  qui  contiennent  le  point  Aopassent,  deux 
par  deux,  par  les  trois  droites  AqA,,  A^Ao,  A^A-j,  et  coupent  le  plan 
A,  A2A3  suivant  six  droites  tangentes  a  une  meme  conique  (t),  qui  est 
la  section  du  cone  des  tangentes  a  la  surface  K  en  Ao-  Les  rapports 
anharmoniques  des  six  droites  precedentes  quatre  a  quatre  sont,  d'ail- 
leurs, comme  on  sait,  les  modules  de  K,  c'est-a-dire  ceux  des  fonctions 
abeliennes  liees  a  cette  surface. 
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Cela  pose,  prenons,  dans  ie  plan  A,AaA;,,  le  triangle  A,AaA.,,  pour 
triangle  de  reference,  xyz  =  o;  la  quartique  unicursale  consideree  plus 
haut,  admettant  A,,A2  et  A3  comme  points  doubles,  est  la  transformee 
d'une  conique  (a)  par  la  substitution 


aux  points  AijAajA,,  consideres  comme  appartenant  successivement 
aux  branches  de  la  quartique  qui  s'ycroisent,  correspondent  les  six 
points  ou  la  conique  (a)  coupe  les  six  cotes  du  triangle  de  reference. 
Ainsi,  les  modules  desfonctions  abeliennes,  liees  a  celles  qui  definissent 
K  par  la  transformation  quadratique  du  theoreme  precedent,  sont  les 
rapports  anharmoniques,  quatre  a  quatre,  des  six  points  ou  les  cotes 
du  triangle  A,  A2A3  coupent  (a). 

D'un  autre  cote,  nous  avons  dit  tout  a  I'heure  que  les  modules  des 
fonctions  abeliennes  liees  a  K  sont  les  rapports  anharmoniques  des  six 
droites,  tangentes  a  la  conique  (t),  suivant  lesquelles  le  plan  A,  AjA;, 
coupe  les  six  plans  singuliers  menes  par  A^ :  ces  six  droites  sont  evidem- 
ment  les  six  tangentes  qu'on  pent  mener  ala quartique  unicursale  envi- 
sagee,  par  les  points  A, ,  Aa,  A3 ;  on  verifie  directement,  par  la  Geometrie 
analytique,  que  leurs  rapports  anharmoniques  quatre  a  quatre,  sur  la 
conique  qu'elles  touchent,  sont  les  memes  que  ceux  des  six  tangentes 
qu'on  pent  mener  a  la  conique  (a)  par  A,,  A2,  A3.  Par  consequent  : 

Soit  donne  un  radical  s](^x — a,)  ...  (a?  —  a^);  marquons  sur  une 
conique  quelconque  (tr)  les  six  points  qui  ont  pour  arguments  unicursaux 
les  quantites  at,  a^,  .  .  . ,  a^  et  joignons-les  deux  a  deux  par  trois  droites^ 
de  maniere  a.  former  un  triangle  T  dontchaque  cdte  contienne  deux  des  six 
points  et  dont  aucun  sommet  ne  soit  sur  la  conique.  U  y  a  quinze  pareils 
triangles. 

Prenons  maintenant  le  triangle  polaire  de  T  par  rapport  a  la  conique; 
soient  b,,  b^,  .  .  . ,  b^  les  arguments  des  six  points  oil  ses  cdtes  coupent  la 
courbe;  les  deux  radicaux 

—  a^)...{x  —  a^)    et    \/{x — —  bf^) 

donnent  naissance  a  deux  systemes  de  fonctions  abeliennes  lies  Vun  a 
V autre  par  une  transformation  du  second  ordre. 
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Aux  quinze  triangles  T  correspondent  ainsi  les  quinze  systemes  qiiideri- 
vent  dn  systeme  primitif  par  une  transformation  quadratique. 

28.  Analytiquement,  cette  construction  conduit  au  resultat  suivant  : 
Les  quinze  transformations  quadratiques  des  fonctions  abeliennes 

derivees  du  radical  \Jx^-\-kx^-^  .  .  .  H-Ea;  +  Fsont  liees  respective- 
ment  aux  quinze  decompositions  du  polynome  sous  le  radical  en  trois 
facteurs  du  second  degre. 

Soil  une  de  ces  decompositions 

{x'--h  p^x  -+-  q^)  {x'-\-  p.,x  +  q,)  {x^  +  p-^x  +  (7.,); 

le  polynome  du  sixieme  ordre  qui  donne  naissance  aux  fonctions  abe- 
liennes de  la  transformation  correspondante  est 

\_x''{p.  —  p,)  +  x{q.,—  q,)  +  p^q.,—  p.q,] 

X  [^Hp3  —  p->)  +  ^iq.:-  q-L)  +  Piq^— p^qi] 
X  [x^'ipx— p-.d    ^{q\  —  q-.^  +  p^q\  —  P\q:^'\- 

29.  Terminons  par  quelques  propositions  relatives  aux  quadriques 
sept  fois  tangentes  a  la  surface  de  Kummer.  D'abord,  en  vertu  de  nos 
theoremes  generaux  : 

Jly  a  quinze  groupes,  doublement  infmi  chacun,  de  quadriques  touchant 
en  sept  points  une  surface  de  Kummer  K  et  ne  passant  par  aucun  des  seize 
points  singuliers  de  cette  surface;  les  quadriques  d'un  meme  groupe  cou- 
pent  K  suivant  des  courbes  d' ordre  huit^  de  genre  deux,  qui  ont  les  memes 
modules;  ces  modules  sont  ceux  d'un  des  quinze  systemes  de  fonctions 
abeliennes  liees,  par  transformation  quadratique,  aux  fonctions  dont 
depend  la  surface  de  Kummer  proposee. 

Si  0o(")  <  )  =  o  est  Inequation  de  la  section  faite  sur  K  parun  plan  non 
singulier  contenant  trois  points  doubles  de  K,  les  courbes  de  genre  deux 
ci-dessus,  appartenant  a  un  meme  groupe,  sont  donnees  par  Inequation 
0p(M  +  a,  p  +  (3)  =  o,  oil  aet    designent  deux  constantes  arbitraires . 

D'apres  cela,  les  courbes  0o(MH-a,  =  o  oni  sept  points  doubles; 

mais  ces  points  doubles  sont  de  deux  especes. 

Quatre  d'entre  eux  ont  pour  arguments  les  solutions  communes  aux 
deux  equations  0o("  +  a,       (3)  =  o,  0o( —  u  +  a»  —       P)=  o  • 
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solutions  sont  au  nombre  de  2.2.2,  ou  8,  puisque  0o(w,  p)  est  une 
fonction  theta  du  second  ordre ;  comme  elles  sont  deux  k  deux  egales  et 
de  signe  contraire,  eiles  ne  donnent  bien  que  quatre  points  doubles  de 
la  courbe  0o(«  H-  «»   +  ^)  =  o. 

On  obtient  les  trois  autres  points  doubles  comme  il  suit,  Desi- 
gnons  par  w,  w'  une  des  trois  demi-periodes  qui  annulent  (double- 
ment)  0o(",  c'est-a-dire  les  arguments  u,  c  d'un  des  trois  points 
singuliers  de  K  que  contient  la  section  plane  0o(",  v)  =  o  :  il  est 
clair  que  le  point  d'arguments  oj  —  a,  co'  —  ^  sera  un  point  double  sur  la 
courbe  0o(m  +a,c-i-P)  =  o.  On  trouve  done  ainsi  trois  points  doubles, 
dont  les  arguments  different  de  demi-periodes,  ce  qui  conduit  a  de 
nombreuses  proprietes,  faciles  a  enoncer,  de  ces  groupes  de  trois  points. 

La  courbe  0d(//  +  a,  -f-  (3)  =  o  etant  de  genre  deux  est  hyperellip- 
tique  et  ses  points  sont,  par  suite,  deux  a  deux  conjugues.  Si  {11,  est 
un  de  ces  points,  le  conjugue  est  evidemment  ( —  2a  —  u,  —  2(3  —  ; 
les  deux  conjugues  coincident  si  w  +  a,  <^  +  ^  est  une  demi-periode,  ce 
qui  ne  se  produit  que  pour  les  trois  points  doubles  de  la  seconde  espece. 
Ces  points,  consideres  comme  appartenant  successivement  a  chacune 
des  deux  branches  de  la  courbe  de  genre  deux  qui  s'y  croisent,  sont 
done  les  six  points  de  diramation  de  cette  courbe. 
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